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Die  Geschichte  der  Trigonometrie,  die  ich  hiermit  der  (iffent- 
lichkeit  übergebe,  ist  aus  Vorlesungen  hervorgegangen,  welche  ich 
während  zweier  Semester  an  der  Münchener  technischen  Hochschule 
gehalten  habe.  Hierzu  boten  mir  sowohl  äufsere,  als  innei-e  Gründe 
die  Veranlassung:  äufsere,  insoferne  ich  an  unserer  Hochschule  unter 
anderem  Vorlesungen  über  Trigonometrie  zu  halten  habe  und  daher 
strebsamen  Zuhörern  die  Gelegenheit  geben  wollte,  in  di'ii  Ent- 
wickelnngsgang  dieser  für  sie  so  wichtigen  Disziplin  einzudringen, 
imiere,  insoferne  es  kaum  ein  für  geschichtliche  Darstellung  geeig- 
neteres Spezialgebiet  der  Mathematik  gibt,  als  gerade  die  Trigono- 
metrie, da  sie  als  eine  im  Ganzen  fertige,  in  sich  abgeschlossene 
Wissenschaft  vor  uns  steht.  Man  mag  es  vielleicht  als  eine  Kühnheit, 
oder  doch  als  überflüssig  bezeichnen,  dafs  ich  mich  entschlossen 
habe,  diese  Vorlesungen  dem  wissenschaftlichen  Publikum  vorzulegen, 
nachdem  uns  Herr  M.  Cantor  erst  vor  Kurzem  mit  einer  allgemeinen 
Geschichte  der  Mathematik  beschenkt  hat,  um  welche  uns  Deutsche 
andere  Nationen  beneiden.  Aber  gerade,  da  uns  durch  dieses  un- 
übertroffene Werk  in  grofsen  Zügen  ein  Bild  von  dem  Entwickelungs- 
gauge  der  Mathematik  entworfen  wurde,  halte  ich  es  am  Platze, 
dieses  Bild  im  Einzelnen  auszumalen  und  durch  Vertiefung  in  Details 
zu  vervollständigen,  die  bei  einem  grofsen  Gemälde  nicht  berück- 
sichtigt werden  können  und  dürfen,  ohne  den  Gesamteindruck  zu 
verwirren.  Auch  hoffe  ich ,  dafs  der  Leser  unter  diesen  Details 
manche  finden  wird,  die  seine  bisherige  Anschauung  über  die  Ent- 
stehung und  Fortbildung  unserer  Spezialwissenschaft  einigermafsen 
modifizieren,  indem  sie  bisher  teils  ganz  übersehen,  teils  nicht  in 
gebührender  Weise  hervorgehoben  wurden.  Dazu  rechne  ich  in  erster 
Linie  eine  von  mir  schon  früher  mitgeteilte  graphische  Methode  der 
Griechen,  die  von  den  Indern  und  Arabern  zu  einem  der  frucht- 
barsten Hilfsmittel  trigonometrischer  Rechnung  ausgestaltet  wurde 
und  bis  ins  siebzehnte  Jahrhundert  in  Gebrauch  blieb.  Sie  dürfte 
vor   allem   dazu   beitragen,    die   oft    geäufserte   Ansicht    gründlich   zu 
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zerstöreu,  als  liätteu  die  Araber  in  der  Geschichte  der  Mathematik 
nur  als  konservierendes  und  vermittelndes  Element  gedient,  ohne  zu 
den  überkommenen  Lehren  Neues  hinzuzufügen. 

Ferner  dürfte  sich  Regiomoutan's  Bild,  wenigstens  was  unsere 
AVissenschaft  anlaugt,  in  einer  wesentlich  anderen  Beleuchtung  zeigen, 
als  man  es  bisher  zu  sehen  gewohnt  war,  indem  sich  die  Originalität 
seiner  Schöpfungen,  wie  ich  teilweise  schon  früher  nachwies,  durch 
die  von  ihm  benützten  Arbeiten  seiner  Vorgänger  stark  beeinträchtigt 
zeigt. 

Das  Gegenteil  findet  bei  Vieta  statt;  seine  bahnbrechende 
Stellung  in  der  Geschichte  der  Algebra  ist  längst  erkannt,  nicht  so 
aber  in  der  Geschichte  der  Trigonometrie,  obgleich  diese  ihm  die 
höchste  der  mathematischen  Wissenschaften  war.  Es  mag  dieser 
Umstand  in  der  überaus  schwierigen  und  zeitraubenden  Lektüre  seiner 
trigonometrischen  Arbeiten  liegen,  eine  Lektüre,  die  mir  übrigens 
die  darauf  verwendete  Mühe  reichlich  lohnte.  Einiges  Interesse  wird 
vielleicht  auch  die  Charakterisierung  von  Euler 's  Stellung  in  der 
Geschichte  der  Trigonometrie  beanspruchen  dürfen,  welche  der  zweite 
Teil  des  Buches  bringen  soll. 

Damit  habe  ich  nur  auf  einige  der  wichtigsten  Einzelheiten  auf- 
merksam gemacht  und  verweise  bezüglich  der  übrigen  auf  das  Werk 
selbst. 

Dasselbe  zerfällt  also  in  zwei  Teile,  von  denen  der  vorliegende 
erste  die  geschichtliche  Entwickelung  unserer  Wissenschaft  von  den 
ältesten  Zeiten  bis  zur  Erfindung  der  Logarithmen  umfafst,  während 
der  zweite  dieselbe  von  da  an  bis  zur  Neuzeit  behandeln  soll.  Bei 
der  Darstellung  habe  ich  mich  im  allgemeinen  an  die  zeitliche  Auf- 
einanderfolge gehalten,  jedoch  hiervon  wiederholt  eine  Ausnahme 
gemacht,  z.  B.  wenn  es  sich  darum  handelte,  die  Leistungen  einer 
hervorragenden  Persönlichkeit  im  Zusammenhange  vorzuführen,  oder 
die  Entwickelung  einer  wichtigen  Methode  klarzustellen,  deren  Be- 
deutung sonst  nicht  in  der  richtigen  Weise  hätte  gewürdigt  werden 
können.  Gerade  die  Charakterisierung  der  Methoden,  welcher  man 
sich  zu  den  verschiedenen  Zeiten  bediente,  fand  ich  aber  für  weit 
wichtiger,  als  den  Erfinder  jeder  einzelnen  unbedeutenden  trigono- 
metrischen Formel  aufzuspüren,  obwohl  auch  Leser,  welche  sich 
hierüber  orientieren  wollen,  wie  ich  hoffe,  genügende  Anhaltspunkte 
finden  werden. 

Was  die  Quellen  anlangt,  aus  denen  ich  schöpfte,  so  war  ich 
stets  bestrebt,  auf  die  Originale  selbst  zurückzugehen,  die  mir  in 
den  reichen  Schätzen  der  Münchner  Hof-  und  Staatsbibliothek  in 
seltenem    Mafse    zu    Gebote    standen.      Die    orientalische    Litteratur 
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koiiute  ick  jedoch,  als  ihrer  Sprachen  uiikiiudig,  uur  iu  Übersetzungen 
lienützen,  wiihrenil  ich  für  die  Geschichte  der  Trigonometrie  im  Mittel- 
alter, soweit  es  möglich  war,  auch  handschriftliches  Material  ver- 
wendete. 

Die  Anwendungen  mufste  ich  selbstverständlich,  um  «las  Werk 
nicht  zu  sehr  auszudehnen,  von  meinem  Plane  ausschliefseu,  was 
mich  jedoch  nicht  hinderte,  gelegentlich  eine  bisherige  Ansichten 
richtig  stellende  oder  ergänzende  Bemerkung  einzuschalten;  aucii  die 
K'reismessung  konnte  nur  kursorisch  behandelt  werden,  und  in  der 
Darstellung  der  Geschichte  der  trigonometrischen  und  zyklometrischen 
Reihen  mufste  ich  mir  einige  Beschränkung  auferlegen.  Aufserdem 
konnte  ich  es  natürlich  nicht  als  meine  Aufgabe  betrachten,  ein 
Repertorium  aller,  namentlich  in  der  neueren  Zeit  erschienener  Hand- 
uiid  Schulbücher  zu  geben  —  das  ist  Sache  einer  Bibliographie  — 
ich  werde  daher  im  zweiten  Teile  nur  jene  Werke  inbetracht  zu 
ziehen  haben,  die  zur  Förderung  der  Wissenschaft  als  solcher  bei- 
trugen. 

Zum  Schlüsse  obliegt  mir  noch  die  angenehme  Pflicht,  meinem 
Freunde  und  Kollegen  Siegmund  Günther,  der  mich  mit  seinem 
reichen  Wissen  vielfach  unterstützte,  sowie  Herrn  Professor  Max 
Curtze,  dem  vorzüglichen  Kenner  mittelalterlicher  Litteratur,  welcher 
mich  auf  verschiedene  sehr  wichtige  Handschriften  hinwies  und  mir 
eigene  Auszüge  aus  solchen  gütigst  zur  Verfügung  stellte,  meinen 
lierzlichen  Dank  öftentlich  auszusprechen.  Auch  Herrn  Assistent 
Haller,  der  sich  mit  mir  in  die  mühevolle  Arbeit  der  Korrektur 
teilte,  sowie  dem  Herrn  Verleger  danke  ich  bestens  für  die  rasche 
Förderung  des  Druckes  und  für  die  gediegene  Ausstattung  des  Buches. 

München  im  August  1899. 

A.  von  Braun  in  ü  hl. 
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1.  Kajiitel. 

Spuren  der  Trigonometrie  bei  den  ältesten  Kulturvölkern. 

Wie  die  Anfänge  geometrischen  Denkens  bekanntlich  in  der 
Feldmessung  der  alten  Ägypter  ihren  Ursprung  hatten,  so  führen 
auch  die  ersten  Spuren  der  Trigonometrie  auf  die  Bedürfnisse  des 
praktischen  Lebens  bei  jenem  Volke  zurück.  In  der  That  weist  die 
älteste  historische  Überlieferung,  die  wir  kennen,  das  Vorkommen 
trigonometrischer  Verhältnisse  bei  den  uralten  Baudenkmälern  Ägyptens 
nach.  Das  British  Museum  besitzt  nämlich  unter  seinen  Schätzen 
aus  gi-auem  Altertum  einen  Papyrus,  der  nach  seinem  Entdecker  der 
Papyrus  Rhind  heifst  und,  wie  die  neuesten  Forschungen  ergaben, 
zur  Zeit  der  Hiksoskönige,  also  zwischen  2000  und  1700  vor  Christus, 
niedergeschrieben  ist.  Ja  man  hat  sogar  in  dem  in  den  Anfangs- 
worten des  Papyrus  angeführten  Könige  Ra-ä-us,  unter  welchem 
der  Schreiber  Ahmes  jenes  alte  Dokument  verfafste,  mit  grofser 
Sicherheit  den  Hiksoskönig  Apepa  oder  Apophis  der  Griechen 
erkannt').  In  diesem  Papyrus,  dem  einzigen  auf  Mathematik  bezüg- 
lichen, von  welchem  eine  vollständige  Übersetzung  und  Erläuterung 
vorliegt,  und  der  nach  Ansicht  seines  Herausgebers  ein  mathemati- 
sches Handbuch  der  alten  Ägypter  darstellt"),  finden  sich  unter  den 
daselbst  behandelten  geometrischen  und  stereometrischen  Aufgaben 
fünf),  die  unser  hervorragendes  Interesse  in  Anspruch  nehmen.  In 
den  vier  ersten  derselben  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  des 
„Seqt"  oder  des  Verhältnisses  gewisser  an  Pyramiden  vorkommender 
Längen,  welche  die  Namen  u^a  tebt,  piremus*)  und  qai  en  haru 
führen.  Der  Herausgeber  des  Papyrus  hat  diese  Worte,  deren  Be- 
deutung keineswegs  unmittelbar  klar  ist,  zu  interpretieren  vermocht, 


1)  Vgl.  hierüber  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathe- 
matik, I.  2.  Aufl.  Leipzig  1894.  22.  Wir  werden  dieses  Werk  im  Folgenden 
stets  kurz  mit  „Cantor"  zitieren.  —  2)  Ein  mathematisches  Handbuch  der  alten 
Ägypter,  übersetzt  und  erläutert  von  Aug.  Eisenlohr.  Leipzig  1877.  — 
3)  Eisenlohr,  Handbuch  pag.  134 — 149  No.  5G — 60.  —  4)  Hieraus  scheint  das 
griechische  Wort  TtvQa^i'g  entstanden  zu  sein. 
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indem  er  den  Umstand  benützte,  dass  die  Seitenflächen  der  noch 
erhaltenen  ägyptischen  Pyramiden  sämtlich  unter  einem  Winkel  von 
52  "  oder  einem  wenig  hiervon  abweichenden  Winkel  gegen  die  Grund- 
fläche geneigt  sind.  Unter  dieser  Annahme  aber  folgt  mit  Notwendig- 
keit, dafs  der  piremus  die  Kante  der  Pyra- 
mide ÄS  (Fig.  1)  und  der  uxn  tebt  die 
Diagonale  AC  der  bei  allen  Pyramiden 
quadratischen  Grundfläche  ist,  so  dafs  also 
der  Seqt  das  Verhältnis 

iuxa  tebt         OÄ  ^  o  a  n 

^^-^ =  -TS  ==  cos  <:  bA  O 

pu-emus  Aa 

darstellt.  Damit  war  dann  der  fragliche 
Winkel  geometrisch  konstruierbar.  Eine  Ab- 
weichung hiervon  bietet  sich  aber  in  der 
5.  Aufgabe  (No.  60)  dar,  in  welcher  es  sich 
um  ein  über  quadratischer  Grundfläche  er- 
richtetes, viel  steiler  als  die  gewöhnlichen  Pyramiden  zulaufendes 
Grabmal  handelt.  Das  hier  angegebene  Verhältnis  heifst  qai  en 
haru:  ^senti  und  scheint  nur  dann  eine  vernünftige  Deutung  zuzu- 
lassen, wenn  man  dem  Zähler  die  Bedeutung  der  Pyramidenhöhe  OS 
beilegt  und  |senti  =.B0,  d.  h.  gleich  der  halben  Seite  der  quadra- 
tischen Grundfläche  setzt ^).  Nimmt  man  dies  au,  so  gibt  hier  der 
Seqt,  „das  Verhältnis",  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels 
OBS,  der  hiermit  ebenfalls  konstruierbar  ist. 

Aufser  den  besprochenen  5*Aufgaben,  welche  uns  die  ältesten 
bis  jetzt  entdeckten  Spuren  der  Bestimmung  eines  Winkels  aus  den 
Seitenverhältnissen  rechtwinkliger  Dreiecke  bieten,  ist  für  uns  noch 
die  Aufgabe  No.  50")  von  Interesse,  indem  sie  ein  Quadrat  zu  finden 
lehrt,  welches  einer  Kreisfläche  gleich  sein  soll.  Bezeichnet  d  den 
Durchmesser  des  Kreises,  so  wird  als  Seite  des  Quadrates  d  —  — 
angegeben.  Hieraus  folgt  für  das  Verhältnis  des  Kreisumfanges  zum 
Durchmesser:  n  =  (-|)-  =  3,1604  ....  W^ie  man  auf  diese  merk- 
würdige Zahl  gekommen  ist,  darüber  lassen  sich  nur  Vermutungen 
aufstellen'),  während  ihr  Vorhandensein  durch  wiederholte  An- 
wendung sicher  gestellt  ist. 

Wenn  uns  ein  glücklicher  Zufall  in  den  Stand  setzte,  die  ersten 
trigonometrischen  Verhältnisse  in  einem  ägyptischen  Papyrus  zu  ent- 


1)  Vgl.  Cantor  I.  59 — 60,  dessen  Interpretation  wir  uns  hier  anschliefsen.  — 
2)  Eisenlohr,  Handbuch  124.  Damit  in  Verbindung  stehen  auch  die  Aufgaben 
No.  41,  42  und  48.  p.  100—109  und  117.  Vgl.  M.  Cantor  I.  57.  —  3)  Vgl. 
M.  Curtze,  Abhandl.  zur  Geschichte  der  Mathematik,  Heft  8.    1898.    p.  03. 
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decken,  dessen  Alter  bis  in  die  frühesten  Epochen  menschlicher 
Kultur  zurückreicht,  so  kommt  uns  kein  solch'  günstiger  Umstand 
bei  der  Aufsuchung  der  zweiten  Quelle  trigonometrischer  Lehren, 
nilmlich  der  rechnenden  Astronomie  zu  statten,  während  doch  gerade 
ihr,  wenigstens  in  späterer  Zeit,  unsere  Wissenschaft  ihre  Ausbildung 
verdankt.  Es  besteht  iiäralich  kein  Zweifel,  dafs  sowohl  die  Ägypter, 
als  auch  und  vielleicht  noch  früher  die  Chaldäer  die  Astronomie 
im  Anschlufs  an  die  Pseudowissenschaft  der  Astrologie  mit  grofser 
Vorliebe  pflegten,  die  einen,  indem  sie  sich  nach  der  Angabe  griechischer 
Schriftsteller')  graphischer  Verfahren  bedienten,  die  anderen  durch 
Verwendung  rechnender  Methoden,  mögen  diese  auch  noch  so  un- 
vollkommen gewesen  sein.  Dennoch  berichtet  uns  leider  über  die- 
selben kein  bis  jetzt  aufgefundenes  Dokument  Näheres,  so  dafs  wir 
nur  auf  Vermutungen  angewiesen  sind,  von  welchen  wir  eine,  die 
sich  auf  die  graphischen  Methoden  der  Ägypter  bezieht,  bei  Schilde- 
rung der  griechischen  Trigonometrie  ins  Auge  fassen  werden.  Hoffent- 
lich werden  die  in  den  letzten  Jahrzehnten  mit  so  grofsem  Eifer 
betriebenen  Studien  über  ägyptische  und  babylonische  Altertümer 
auch  auf  diese  mathematisch-astronomischen  Fragen  bald  ein  neues 
Licht  werfen. 

Aufser  den  Ägyptern  und  Chaldäern  erhebt  ein  anderes  Volk 
den  Anspruch,  zu  den  ältesten  Kulturvölkern  der  Erde  zu  zählen, 
nämlich  das  in  vieler  Hinsicht  so  merkwürdige  Volk  der  Chinesen. 
Da  dieselben  bekanntlich  eine  besondere  Vorliebe  für  das  Alte  haben, 
und  Kenntnisse  und  Erfindungen  bei  ihnen  nur  dann  Wert  besitzen, 
wenn  sie  ein  hohes  Alter  aufweisen  können,  so  sind  sie  gewohnt, 
ihre  Zeitangaben  mit  sehr  geringer  Gewissenhaftigkeit  zu  behandeln, 
und  der  unparteiische  Forscher  ist  daher  gehalten,  dieselben  stets 
mit  einer  gewissen  Vorsicht  zu  benützen.  Überhaupt  ist  es  ja  eine 
noch  keineswegs  gelöste  Frage,  ob  die  mathematischen  und  astrono- 
mischen Kenntnisse  der  Chinesen  ihnen  völlig  eigentümlich  sind, 
oder  etwa  auf  chaldäischen  Ursprung  zurückgeführt  werden  müssen. 
Manches  spricht  für  die  Richtigkeit  der  letzteren  Ansicht,  obwohl 
man  einen  Beweis  erst  dann  wird  erbringen  können,  wenn  einmal 
Näheres  über  die  Pflege  der  Wissenschaften  bei  jenem  Volke  be- 
kannt ist. 

Die  xmzweifelhaft  älteste  Schrift  der  Chinesen  über  Mathematik, 


1)  Theon  Smyrnaeus.  Edit.  Dupuis.  287  sagt:  ...tpigovreg  oi  /liv  ccQt&- 
ßritfxäg  TLvag,  cÖBJieQ  XaXdatoi,  ftjfl'däous,  oi  Si  Kai  ygafifiiKÜs,  maasg  AiyvTiziot, . . . 
und  ähnlich  Porphyrius,  De  «ta  Pythagorica.  Ed.  Kiefsling  12.  Vgl. 
femer:  Bretschneider,  Die  Geometrie  und  die  Geometer  vor  Euklides. 
Leipzig   1Ö70. 
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die  bis  jetzt  vollständig  veröffentlicht  und  von  E.  Biot  übersetzt 
vorliegt,  ist  der  Tcheou-pei-swan-king,  d.  b.  „Heiliges  Buch  der 
Rechnung,  genannt  Tcheou-pei."  Da  pei  das  Gnomen  und  Tcbeou 
der  Kreis  heifst,  so  kann  Tcbeou-pei  auch  „Gnomon  im  Kreise" 
bedeuten,  kann  sieb  aber  auch  auf  jene  Persönlichkeit  unter  der 
Tcheöu-Dynastie  beziehen,  die  nach  dem  ersten  Teile  des  in  Dialog- 
form geschriebenen  Werkes  zu  scbliefsen,  von  dem  Gelehrten  Schang- 
kao  unterrichtet  wird.  In  diesem  Falle  würde  die  Abfassung  des 
Werkes  um  das  Jahr  1100  vor  Christus  zu  setzen  sein.  Im  zweiten 
Teile  der  aus  zwei  Abschnitten  bestehenden  Schrift  sind  zwei  andere 
nicht  weiter  bekannte  Persönlichkeiten  redend  eingeführt:  Tschin- 
tsoe  belehrt  den  Yung-fang  und  zwar  in  weit  ausführlicherer 
Weise,  als  dies  in  dem  äufserst  kurzen  ersten  Teile  geschieht.  Die 
beiden  Abschnitte  gehören  denn  auch  ihrer  Entstehung  nach  keines- 
wegs derselben  Zeit  an,  denn  für  den  zweiten  Teil  ergiebt  sich  als 
Zeit  seiner  Abfassung  die  Periode  zwischen  213  vor  und  etwa 
300  nach  Chr.^).  Übrigens  sind  auch  die  in  diesem  Abschnitte  be- 
handelten Wahrheiten  so  einfacher  Natur,  dafs  sie  ganz  gut  schon 
in  jener  frühen  Zeit,  welcher  der  erste  Teil  wahrscheinlich  angehört, 
bekannt  gewesen  sein  können. 

Für  uns  hat  nur  eine  Stelle  am  Beginn  des  Werkes^)  einiges 
Interesse.  Es  heifst  nämlich  daselbst:  Der  kuu,  das  ist  ein  zur 
Messung  bestimmtes  rechtwinkliges  Dreieck,  ein  Winkel,  wie  auch 
wir  ihn  benützen,  dient  zum  Ziehen  gerader  Linien;  der  Yen- kuu, 
d.  h.  dieses  Dreieck  aufgerichtet,  dient  zur  Höhenmessung;  der  Fo- 
kuu,  d.  h.  dasselbe  Dreieck  abwärts  gerichtet,  wird  zur  Tiefen- 
messung benützt,  und  endlich  der  Ngo-kuu,  d.  i.  das  Dreieck  (in 
die  Ebene)  umgeklajjpt,  dient  zur  Messung  der  Entfernungen.  Diese 
verschiedeneu  Verwendungen  des  rechtwinkligen  Dreieckes  zu  Höhen-, 
Tiefen-  und  Distanzmessungen  weisen  darauf  hin,  dafs  der  Verfasser 
des  Tcheou-pei  mit  der  Ähnlichkeit  rechtwinkliger  Dreiecke  bekannt 
war  und  vielleicht,  ähnlich  wie  die  Ägypter,  aus  Verhältnissen  Winkel 
zu  bestimmen  vermochte.  Im  zweiten  Abschnitte  der  Schrift  finden 
sich  einige  astronomische  Bestimmungen  mit  Hilfe  des  Gnomons,  die 
aber  nicht  mehr  trigonometrische  Kenntnisse  zeigen,  als  die  eben 
angeführten  Daten.  Auch  der  Umstand,  dafs  das  Verhältnis  des 
Kreisumfangs  zum  Durchmesser  stets   gleich   3   gesetzt    wird'),    be- 


1)  Ed.  Biot,  Traduction  et  examen  d'un  ancien  ouvrage  chinois  intitulö 
Tcheou  pei,  litteralement:  Style  ou  signal  dans  une  circonference.  Journal 
Asiatique  1841.  p.  595  ff.  Vgl.  auch  Cantor  I.  636.  —  2)  Ebenda  p.  COl.  — 
3)  A.  a.  0.  013,  G14,  017. 
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weist  gerade  keine  hervorragenden  mathematischen  Kenntnisse  — 
ilie  Bekanntschaft  der  C'liinesen  mit  dem  Archimedischen  Werte 
n  ^  3]  gehört  wahrscheinlich  erst  dem  sechsten  Jahrhundert  n.  Chr. 
an,  und  Liu-hvvuy,  der  im  T.Jahrhundert  gelebt  haben  soll,  be- 
diente sich  des  Wertes  -^^  =  3,14 ').  Erst  aus  dem  Anfang  des 
7.  Jahrhunderts  n.  Chr.  haben  wir  Nachricht  von  einem  Handbuche 
der  Trigonometrie  „Tschau-pe-swan-king"-)  von  Tschau-Tschwang, 
welches  allerdings  als  eine  revidierte  Ausgabe  eines  viel  älteren 
Werkes  ausgegeben  wird.  Endlich  soll  während  der  Yuen -Dynastie, 
etwa  um  l;50n  n.  (Ihr.  Ko-Schau-king  die  sphärische  Trigono- 
metrie eingeführt  haben').  W^ir  sehen  also,  dals  eigentliche  trigono- 
metrische Kenntnisse  einer  Zeit  angehören,  in  welcher  die  Araber 
und  Perser  längst  ausgebildete  trigonometrische  Systeme  besafsen, 
die  ohne  Zweifel  schon  zur  Kenntnis  der  Chinesen  gelangt  waren. 
Anspruch  auf  eine  frühere  Ausbildung  trigonometrischer  Lehren 
dürfen  wir  ihnen  also  keineswegs  zusprechen. 

Wenden  wir  uns  nach  dieser  geringen  Ausbeute,  die  unsere 
Forschungen  in  der  Litteratur  der  ältesten  Völker  geliefert  haben, 
dem  begabtesten  Volke  des  Altertums,  den  Griechen,  zu,  deren 
Kultur  und  geistige  Entwickelung  sich  im  Laufe  der  Zeit  zu 
solcher  Höhe  emporschwang,  dals  sie  Jahrhunderte  lang  als  Basis 
für  die  Bildung  der  Völker  des  Abend-  und  Morgenlandes  diente. 
Aber  auch  die  hochentwickelte  Kultur  der  Griechen  ist  nicht  von 
selbst  entstanden,  sondern  sie  beruht,  wie  die  Forschungen  der  Neu- 
zeit unwiderleglich  nachgewiesen  haben,  namentlich  in  wissenschaft- 
licher Beziehung,  auf  ägyptischer  und  babylonischer  Grundlage. 
Besonders  in  der  Mathematik  und  Astronomie  waren  die  ägyptischen 
und  chaldäischen  Priester  die  ersten  Lehrmeister  der  Griechen,  und 
zu  ihnen  wanderten  die  lernbegierigen  Söhne  Hellas'  bis  zur  Mitte 
des  5.  Jahrhunderts  vor  Chr.  hinüber  und  brachten  manches  Samen- 
korn des  Wissens  mit,  das  sich  unter  der  Pflege  ihres  gewandten 
und  von  den  Fesseln  der  Priesterherrschaft  freien  Geistes  bald  zu 
hoher  Blüte  entfaltete. 

Auf  ägyptischen  Ursprung  weisen  daher  auch  die  wenigen  An- 
fänge trigonometrischer  Messungen  hin,  die  uns  aus  den  ältesten 
Zeiten  des   Griecheuvolkes  überliefert  sind.     So  wird  erzählt^),  dafs 


1)  Biernatzki  „Die  Arithmetik  der  Chinesen."  Journal  für  reine  und 
angewandte  Mathematik  1856.  LH.  73,74  imd  Cantor  I.  641.  —  2)  Biernatzki 
p.  68.  —  3)  Ebenda  70.  —  4)  Diogenes  Laertius  erzählt  dies  I.  c.  1.  n.  2, 
indem  er  es  aus  den  Denkwürdigkeiten  des  Hieronymus,  eines  Schülers  von 
Aristoteles,  schöpft. 
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Thaies  vou  Milet,  der  zwischen  G24  und  548  vor  Chr.  lebte  und 
sich  längere  Zeit  in  Ägypten  aufhielt,  die  Höhe  der  Pyramiden 
mittelst  ihres  Schattens  gemessen  habe  und  zwar,  iudem  er  denselben 
bestimmte,  wenn  seine  Länge  mit  der  Höhe  des  zu  messenden  Gegen- 
standes übereinstimmte.  Dafs  hier  nur  durch  die  Ungeschicklichkeit 
des  späteren  Berichterstatters  gerade  die  Pyramide,  bei  welcher 
diese  Art  von  einfachster  Messung  nicht  anwendbar  ist,  genannt 
wird,  dürfte  keinem  Zweifel  unterliegen.  Übrigens  kannte  Thaies 
unzweifelhaft  auch  das  Verfahren,  welches  die  Ähnlichkeit  der  Drei- 
ecke beuützt,  denn  sonst  wäre  es  ihm  wohl  nicht  möglich  gewesen, 
die  Entfernung  der  Schiffe  vom  Hafen  von  Milet  zu  bestimmen,  wie 
Pro  kl  US  von  ihm  berichtet^).  Wahrscheinlich  nahm  er  diese 
Messung  vor,  indem  er  von  einem  hohen  Standpunkte,  etwa  einem 
Turm  aus,  den  Winkel  bestimmte,  welchen  die  von  dem  Beobach- 
tungsorte nach  dem  Schiffe  gezogene  Gerade  mit  der  Vertikalen 
bildete.  War  nun  die  Höhe  des  Turmes  schon  vorher  gemessen,  so 
konnte  man  mit  Hilfe  der  Aliulichkeit  (aber  geometrisch  auch  nur 
mit  dieser)  auf  die  Entfernung  des  Schiffes  vom  Fufspunkte  des 
erstereu  schliefsen.  Man  erkennt  auf  den  ersten  Blick,  in  welch' 
innigem  Zusammenhange  diese  Messung  mit  der  Bestimmung  des 
Seqt  bei  den  Ägyptern  steht,  und  Thaies  bat  sie  sicher  bei  diesen 
gelernt  und  hiermit  die  Anfänge  einer  geometrischen  Proportions- 
lehre in  Griechenland  bekannt  gemacht -|. 

In  enge  Beziehung  zur  Trigonometrie  traten  später  auch  die 
Schattenmessungen  mittelst  des  Gnomons,  und  dieses  weist  hin- 
wiederum auf  babylonischen  Ursprung  hin,  denu  Herodot^j  sagt 
ausdrücklich:  „Die  Sonnenuhr  uud  das  Gnomen  sowie  die  Einteilung 
des  Tages  in  12  Stunden  erhielten  die  Griechen  von  den  Babylo- 
niern."  In  Hellas  scheint  das  Gnomon  zuerst  Anaximandros,  ein 
Zeitgenosse  und  Schüler  des  Thaies  (wahrscheinlich  611  geboren), 
eingeführt  zu  haben,  denu  Diogenes  Laertius  berichtet  von  ihm, 
dafs  er  iu  Sparta  ein  solches  aufstellte*).  Man  erkennt  sofort,  dafs 
die  Bestimmung  der  Sonnenhöhe  aus  den  Längen  vou  Gnomon  und 
Schatten  auf  das   Tangentenverhältnis    des  Höhenwinkels   führt; 


1)  Proklus,  Kommentar  zum  1.  Buche  der  Elemente  Euklids,  Zitat  aus 
Eudemus.  Ed.  Basü.  p.  92.  —  2)  Dabin  ist  die  Bemerkung  Bretschneiders 
a.  a.  0.  15.  75  zu  verbessern,  der  diese  Einführung  erst  dem  Pythagoras 
zuerkennt.  Vgl.  darüber  auch  Cantor  I.  67,  sowie  146  und  153—155.  — 
3)  Herodot  B.  II.  109.  Die  Einwirkung  chaldäiseher  Astronomie  auf  die 
griechische  ergiebt  sich  übrigens  auch  aus  verschiedenen  Stellen  des  Ptole- 
mäischen  Abnagest.  —  4)  Ahnlich  auch  Suidas.  s.  v.  'Avu^i(i(/.vSQog. 
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jedenfalls  hat  aber  Auaximander  uur  eiue  geometrische  Konstruktion 
desselben  vollzogen  —  Näheres  ist  uns  hierüber  nicht  überliefert. 
Das  eine  nur  wissen  wir,  dals  derselbe  aufser  einem  Buche  über  die 
„Sphäre",  d.  h.  über  die  Kreise  an  der  HimmelskugeP),  auch  einen 
Abrifs  der  zeichnenden  Geometrie  verfafste,  was  wiederum  auf  ägyp- 
tischen Ursprung  seiner  Kenntnisse  hinweist.  All'  dies,  vereinigt 
mit  Konstruktion  von  Gnomon  und  Sonnenuhr,  kann  auf  die  Ver- 
mutung führen,  man  habe  in  seinen  Leistungen  die  Anfänge  einer 
graphischen  Behandlung  sphärischer  Dreiecke  zu  suchen,  wie  wir  sie 
im  folgenden  Kapitel  kennen  lernen  werden. 

Das  bisher  Mitgeteilte  zeigt  uns,  dafs  die  Griechen  in  jener 
ältesten  Zeit,  wenigstens  soweit  uns  die  Überlieferungen  Material  an 
die  Hand  geben,  nicht  weit  über  jene  Kenntnisse  hinausgingen,  die 
sie  von  ihren  Lehrmeistern,  den  Ägyptern  und  Babylouiern  erhalten 
hatten,  und  auch  in  der  Blütezeit  der  griechischen  Mathematik,  als 
Alexandria  durch  das  Machtwort  des  grofsen  Eroberers  entstanden 
und  die  Hauptstadt  von  Ägypten,  die  Metropole  der  Wissenschaft 
geworden  war  (um  das  Jahr  300),  finden  wir  daselbst  keine  Spur 
von  einer  Ausbildung  trigonometrischer  Lehren.  Dieselben  wurden 
eben  erst  dann  zu  einem  eigentlichen  Bedürfnis,  als  ein  Aufschwung 
der  Astronomie  stattfand.  Erst  bei  dem  Astronomen  Aristarch 
von  Samos,  der  um  270  vor  Chr.  lebte,  begegnen  wir  daher  einem 
schwachen  Versuche,  trigonometrische  Verhältnisse  rechnerisch  zu 
bestimmen.  Von  ilim  ist  uns  nämlich  noch  ein  kleines  Schriftchen 
erhalten"),  in  welchem  er  das  Verhältnis  der  Entfernungen  des 
Mondes  und  der  Sonne  von  der  Erde,  sowie  die  Verhältnisse  der 
Durchmesser  dieser  Gestirne  zu  bestimmen  sucht.  Die  von  ihm  an- 
gewandte geistreiche  Methode^)  ist  heute  noch  in  der  Astronomie 
unter  dem  Namen  der  Methode  der  Monddistanzen  bekannt  und 
basiert  auf  der  Bestimmung  des  Winkels,  den  die  Verbindungslinien 
der  Erd-  und  Mondmittelpunkte  mit  dem  der  Sonne  miteinander 
bilden,  wenn  der  Mond  im  Viertel  steht.  Da  in  diesem  Falle  das 
Dreieck  Sonne — Erde — Mond  an  letzterem  rechtwinklig  ist,  so  treten 
hier  trigonometrische  Verhältnisse  auf,  und  die  Richtigkeit  von 
Aristareh's   Resultat  wird  nur  dadurch    beeinträchtigt,    dafs   er    den 


1)  Bretschneider  a.  a.  0.  61  und  62.  —  2)  Tlsgi  ^lyi^cbv  -/.ai  änoarri- 
fidrcov  i]Xiov  v.al  oiXrjvris,  deutsch  von  Nizze.  1856.  Lateinische  übers,  von 
Commandinus  1572.  —  3)  P.  Tannery  „Aristarque  de  Samos."  Mem.  de 
la  Sog.  des  sc.  de  Bordeaux.  Serie  2.  t.  V.  241  fif.  glaubt,  dafs  schon 
Eudoxus,  ein  Schüler  des  Piaton  (zwischen  409  und  356)  sich  dieser  Methode 
bedient  habe. 
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fraglichen  Winkel  zu  grol's,  uämlicL  gleich  o"  statt  ö"  aDnahm.  Die 
Verhältnisse,  zu  welchen  er  gelangt,  bestimmt  er  dadurch,  dal's  er 
sie  zwischen  zwei  Grenzen  einschliefst,  und  zwar  findet  er'): 

J3>sin3»>i;   i>sinl<>>i;    1  >  cos  1»  >  |^  und   l>cosl''>*|. 

Wohl  noch  älter,  als  diese  von  Aristarch  gegebenen  trigono- 
metrischen Verhältnisse,  dürften  gewisse  Formeln  sein,  welche  sieh 
in  den  feldmesserischen  Werken  des  um  das  Jahr  100  vor  Chr.^) 
lebenden  Heron  von  Alexandrien  finden,  indem  sie,  wie  die  ganze 
Geometrie  Herons,  direkt  auf  ägyptischen  Ursprung  hinweisen  und 
von    den    Griechen    vielleicht    nur    wenig    verbessert    wurden.     Wir 


1)  Ed.  Commandinus  prop.  VIII,  XII,  XIII,  XIV.    Um  die  Methode,  deren 
er   sieh   zur  Herstellung  dieser  Verhältnisse  bediente,   zu   erläutern,  teilen  wir 

die  Ableitung  des  ersten  mit:  JieiS,E 
und  31  (Fig.  2)  mögen  Sonne,  Erde 
und  Mond  stehen,  dann  ist  ^  E3fS 
=  90°.  SABE  sei  das  Quadrat  über 
SE,  -^  AEG  ==  <  GEB  =  224», 
'^DEB  =  <^ESM=3'>,DF\\  EB, 
dann  geht  der  Kreis  über  ED  durch  F. 
Indem  nun  mit  einem  beliebigen  Ra- 
dius £■<?  ein  Kreis  um  E  besclirieben 
wird,  ergiebt  sich  durch  eine  einfache 
geometrische  Betrachtung 

CB        Sect.  IE  G 


BB^  Sect  HEG' 
Dafemer^  =  l  +  ^^  =  l+^'=l+y2 

—  ist,  so  folgt :  ^-=-  >  -^  ■     Durch  Multiplikation  dieser  beiden  Un- 

gleichungen  kommt  dann:  ■=—  >  18   oder    ^^  >  18,  d.  h.  sin3''<— ;  femer 

60° 
10  ' 

oder 


ist  EF=  EM  die  Sehne  des  Peripheriewinkels  von  3°,  also  Bg.  EF=  6°  = 
und   die  Sehne  von  60°  ist  ijED,  also  ist  -Eitf  > -r   der  Sehne  v.   60°, 


^^^>-2Ö-'   "«id  folglich  ^^. 


1^  <  20;  d.  h.  sm3«  >  ^  .   -  Vgl.  hier- 


über  auch  R.  Wolf,  Geschichte  der  Astronomie.  München  1877.  p.  172 — 173, 
sowie  P.  Tannery,  Aristarque  de  Samos,  a.  a.  0.  —  Der  Hauptsatz,  auf  welchem 
die  Methode  des  Aristarch  beruht,  lautet:  Das  Verhältnis  zweier  Sehnen  ist 
kleiner  als  das  ihrer  Bögen.  Einen  Beweis  für  diesen  Satz  gibt  Aristarch  nicht. 
—  2)  Ph.  H.  Martin,  Recherches  sur  la  vie  et  les  ouvrages  d'Hfoon  d'Alexan- 
drie.  Memoires  pre'sentes  par  divers  savants  ä  l'academie  des  inscriptions  et 
des  belies  lettres.  Serie  I.  Paris  1854.  Cantor  I.  347.  Die  geometrischen 
Schriften  Herons  sind  von  Hultsch  herausgegeben:  Heronis  Alexandrini  geo- 
metricorum  et  stereometricorum  reliquiae.     Berlin  1864. 
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wollen  siu  daher  gleich  hier  anführen.  An  drei  Stellen')  der  Schriften 
Jlerons  finden  sich  nämlich  Formeln,  durch  welche  der  Inhalt  regel- 
luäfsiger  Vielecke  durch  das  Produkt  des  Quadrates  der  Seite  in  ge- 
wisse Zahlen  gegeben  wird.  Bezeichnet  man  den  Inhalt. des  Polygon.s 
von  11  Seiten  mit  I„,  die  Seite  mit  s„,  so  lauten  dieselben  folgender- 

imfofii-       T    —  '■''',°-       T   —  '-\"      lind      —  ^  s- •       T   —  '^  s2  •       7"   —"oS. 

inaisen.     i^  —  30*3)     -'s —  7*5     """    — 3 ''5 )     -'r, —  s"«'     -'7  —  12*71 

/    ==  29,2.    J    _  51  „2    „„,1     ^  3H„2.     J      ^   15  „2   .      T      ^  66,2   .    J     ^  M  gi 
-•.S  6  *8)    -^9  :8  ^9     """  6  ''91     •'lO  2  •'lO)     "'ll  7  ''lll    "'12  4  •'iS" 

n               180** 
Da   nun  aber  /„  =  —  s!  ctg ist,    so    erhellt   sofort    die    trigono- 

metrische  Bedeutiflig  der  Zahlenkoeffizienten.  P.  Tannery  hat  ein- 
gehende Untersuchungen  über  den  wahrscheinlichen  Ursprung  dieser 
Formeln  augestellt-)  und  kommt  zu  dem  Schlüsse,  dafs  sie  keiner 
allgemeinen  Methode  ihre  Entstehung  verdanken,  sondern  einzeln 
durch  sehr  einfache  Verfahren  erhalten  wurden.  Auch  wir  glauben 
nicht,  dafs  sich  Heron  etwa  einer  zu  seiner  Zeit  allerdings  schon 
bekannten  Sehneutafel  zu  ihrer  Berechnung  bediente'),  sonst  würde 
er  einerseits  sicher  eine  gröfsere  Annäherung  erzielt  haben,  als  sie 
seine  Formeln  bieten,  und  andrerseits  hätte  er  statt  der  gewöhnlichen 
Brüche,  die  in  der  Astronomie  allgemein  gebräuchlichen  Sexage.simal- 
brüche  sicher  verwendet,  zumal  in  diesen,  wie  wir  sehen  werden,  auch 
die  Sehneutafeln  der  Griechen  hergestellt  waren.  Gerade  hieraus 
glauben  wir  schliefsen  zu  dürfen,  dafs  die  mitgeteilten  Formeln  zu 
jenen  Überbleibseln  ägyptischer  Feldmefskuust  gehören,  die  Heron 
zweifelsohne  bei  Abfassung  seiner  praktisch-geometrischen  Scbriften 
zu  Gebote  standen. 

Wie  wir  sehen,  fand  sich  schon  Aristarch  in  die  Lage  versetzt, 
bei  seinen  astronomischen  Rechnungen  trigonometrische  Verhältnisse 
zu  bilden;  und  in  der  That  war  es  auch  die  Astronomie,  an  welcher 
sich  in  der  Folgezeit  die  Trigonometrie  zu  einer  wissenschaftlichen 
Methode  heranbildete.  Erst  mit  dem  Aufschwung,  den  jene  Wissen- 
schaft unter  dem  grofsen  Hipparch  nahm,  konnte  daher  von  einer 
eigentlichen  Trigonometrie  der  Griechen  die  Rede  sein,  die  wir  in 
dem  nächsten  Kapitel  schildern  wollen. 


1)  Heron  Geometria  102.  Mensurae  51 — .^3.  Liber  Geeponicus  75—77  und 
172—179.  Ed.  Hultsch  134.  206.  218.  229.  —  2)  P.  Tannery.  Arithmetique 
des  Grecs  dans  l'H^ron  d'Alexandrie.  M^moires  de  la  soc.  des  sc.  de  Bor- 
deaux, t.  IV.  1880.  —  3)  Vgl.  hierzu  Cantor's  abweichende  Ansicht.  I. 
p.  370—371. 


10  2.  Kapitel. 


2.  Kapitel. 
Die  Trigonometrie  der  Griechen, 


'»" 


§  1.    Die   graphische   Methode   und    die   Vorläufer   des    Ptolemäus. 

Hipparch,  der  Vater  der  Astronomie,  wie  ihn  die  Griechen 
nannten,  ist  in  Nicaea  geboren  und  lebte  um  150  v.  Chr.  teils  in 
Khodus,  teils  in  Alexandrien ^).  Er  wird  auch  als* der  Begründer  der 
Trigonometrie  bezeichnet,  wobei  man  sich  hauptsächlich  auf  zwei 
Stellen  stützt.  Die  eine  findet  sich  in  dem  Kommentar,  den  Theon 
von  Alexandrien  (um  365  n.  Chr.)  zum  Almagest  des  Ptolemäus") 
schrieb,  und  lautet  dahin,  dafs  Hipparch  12  Bücher  über  die  Berech- 
nung der  Sehnen  eines  Kreises  aus  den  Winkeln  geschrieben  hat, 
von  denen  sich  jedoch  keine  Spur  mehr  findet;  die  andere  Stelle  ist  in 
der  einzigen  Schrift  HijJjjarchs  enthalten,  die  auf  uns  gekommen  ist 
und  aus  dem  Kommentar  zu  den  Sternbeschreibungen  des  Eudoxus 
und  Aratus  besteht^).  Er  teilt  uns  hier  mit,  dafs  er  in  einem 
früheren  Werke  all'  das  in  jenem  Kommentar  Benützte,  „durch  Zeich- 
nung" bewiesen  habe^).  Die  von  ihm  verwendete  Methode  scheint 
also  eine  graphische  gewesen  zu  sein.  Man^)  hat  allerdings  geglaubt, 
darin  eine  Anspielung  auf  jene  von  Theon  erwähnte  Sehnenrechnung 
sehen  zu  müssen,  jedoch  besteht  nach  unserer ,  Ansicht  keine  Ver- 
anlassung, seine  Worte  künstlich  in  dieser  Weise  umdeuten  zu 
müssen,  da  die  CTriechen  thatsächlich  eine  rein  graphische  Methode 
zur  Auflösung  sphärischer  Dreiecke  besafsen,  die  uns  überhaupt 
die  älteste  trigonometrische  Methode  zu  sein  scheint.  Die 
Grundzüge  derselben  dürften  bis  auf  die  ägyptische  und  babylonische 


1)  Es  geht  dies  aus  Beobachtungen  hervor,  welche  von  ihm  126  und  161 
T.  Chr.  angestellt  sind  und  uns  in  dem  Almagest  des  Ptolemäus  lib.  III.  c.  1 
und  lib.  V.  c.  3  mitgeteilt  werden.  —  2)  Commentaire  de  Theon  d'Alexandrie 
sm-  le  Premier  livre  de  la  composition  mathematique  de  Ptolemee.  Traduit 
par  Halma.  Paris  1821.  110.  —  3)  T&v  'Agäzov  v.ai  EvS6i,ov  ipaivoiiirmv 
fjTjyjjciojv  ßißlia  y';  mit  einer  lateinischen  tJbersetz.  veröffentlicht  in  dem 
Uranologion  des  Petavius.  Lutetiae  1630  in  2°;  neuerdings  mit  deutscher 
übers,  herausgegeben  von  C.  Manitius.  Leipzig  1894,  —  4)  Die  Stelle  lautet 
(lib.  n.  c.  2):  „"Bxacroi'  yaQ  räiv  ilQrjfiivav  uTioäciiivvTui  diä  rwv  yganfiäv  iv 
xalq  v.a967.ov  Tcfgl  t&v  Toiovtav  ijiitv  avvrttayp,ivais  Tcgayiiaziiais.'^  Ed.  Pet. 
218.  Ed.  Manitius.  150  imd  151.  —  5)  Das  K'ähere  über  diese  Frage  siehe  in 
A.  V.  Braunmühl:  „Beiträge  zur  Geschichte  der  Trigonometrie,"  Nova  acta 
der  k.  Leop-Carol.  deutschen  Akademie  d,  Naturforscher  B.  LXXI.  4ff, ;  künftig 
mit  „Beiträge"  zitiert. 
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Astronomie  zurück  zu  leiten  sein,  da  sie  jedenfalls  die  niichstgelegene 
und  unmittelbar  au  die  Beobachtung  sicli  anscliliefsende  Methode 
der  Ortsbestimmung  auf  der  Kugel  ist*).  Erhalten  ist  sie  uns  in 
einer  Schrift  des  Claudius  Ptolemaeus  aus  dem  zweiten  Jahr- 
hundert n.  Chr.,  die  den  Titel  führt:  UsqI  avahj^^UTog.  Von  dem 
griechischen  Texte  sind  nur  mehr  Bruchstücke  vorhanden-),  dagegen 
besitzen  wir  eine  lateinische  Ausgabe  von  F.  Commandinus  vom 
Jahre  15()2  mit  einem  guten  Kommentar  desselben^).  Analemma 
bedeutet  soviel  wie  Hilfsfigur,  und  in  der  That  behandelt  die  Schrift 
die  Konstruktion  derjenigen  Figuren,  welche  zur  Verfertigung  einer 
praktisch  verwendbaren  Sonnenuhr  notwendig  sind.  Der  Kern  der 
hierzu  verwendeten  Methode  aber  besteht  in  der  Orthogonalprojektion 
der  Kugel  auf  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen:  den  Meridian, 
den  Horizont  und  den  Vertikalkreis*).  Will  man  auch  den 
ägyptisch-chaldäischen  Ursprung  dieser  Methode  nicht  zugeben,  so 
wird  man  sich  doch  der  Ansicht  nicht  entziehen  können,  dafs  sie 
das  älteste  den  Griechen  bekannte  Verfahren  war;  und  da  dasselbe 
sich  nicht  nur  auf  die  Bestimmung  der  Sonnenörter,  sondern  auch 
auf  die  Auf-  und  Untergänge  der  Sterne  anwenden  läfst,  so  wird  es 
wohl  Ilipparch  in  der  oben  angeführten  Stelle  im  Auge  gehabt 
haben,  indem  es  thatsächlich  diu  räv  ygcc^^üv  das  Gewünschte  zu 
leisten  vermag^).     Diese  Anschauung   steht  keineswegs  mit  der  Mit- 


1)  Strenge  Beweise  lassen  sich  hierfür  allerdings  bis  jetzt  nicht  anführen, 
wohl  aber  spricht  der  Umstand  dafür,  welchen  C.  Riel  in  seiner  Schrift  „Das 
Sonnen-  und  Sirius-Jahr  der  Ramessiden"  Leipzig  1875  in  4"  p.  239  und  '2'J4 
sehr  wahrscheinlich  macht,  „dafs  die  Ägypter  bereits  ein  nach  der  Polarprojektion 
entworfenes  Planisphär  mit  dem  Nordpol  als  Mittelpunkt  hatten".  (P.  Tannery 
weist  die  Erfindung  dieses  Instrumentes  Apollonius  von  Pergae  zu,  Recherches 
sur  Tastronomie.  Paris  1893.  52.)  Mithin  dürfte  ihnen  die  einfachere  und 
näherliegende  Orthogonalprojektion  um  so  mehr  bekannt  gewesen  sein.  Anderer- 
seits weifs  man,  dafs  Hipparch  in  vielen  Dingen  ein  Schüler  der  Chaldiier  war 
und  zuerst  in  Griechenland  die  Einteilung  des  Winkels  in  Grade,  Minuten  und 
Sekunden  einführte.  Vgl.  hierüber:  Lenormant,  Essai  sur  un  document 
mathdmatique  chalde'en.  Paris  1868.  8".,  woselbst  auch  die  Belege  für  diese 
Ansicht  angeführt  sind.  —  2)  Neuerdings  hat  J.  L.  Heiberg  diese  Bruch- 
stücke mit  der  Übersetzung  des  Wilh.  von  Moerbecke,  eines  Domini- 
kanermönches aus  Ostflandern  aus  der  2.  Hälfte  des  13.  Jahrh.  herausgegeben. 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  Suppl.  z.  40.  Jahrg.  1  ff.  —  3)  Dieser  Ausgabe, 
die  den  Titel  führt:  Gl.  Ptolemai  liber  de  Analemmate,  Romae  1562  in  i"., 
liegt  die  Übersetzung  Wilh.  von  Moerbeckes  zugrunde.  —  4)  Ed.  Comman- 
dinus carta  3.  —  5)  Dafs  Hipparch  in  der  That  im  Besitze  graphischer 
Methoden  war,  geht  auch  daraus  hervor,  dafs  er  auch  das  auf  der  stereo- 
graphischen Projektion  beruhende  Planisphärium  kannte.  Vgl.  hierüber:  Rei- 
naud     Geographie    d'Aboulfeda.     Paris   1848.    4".    I.    p.  50   und   262   der   Ein- 
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teilung  Theons  im  Widerspruch,  nacli  welcher  Hipparch  im  Besitze 
trigonometrisclier  Methoden  war,  um  sphärische  Dreiecke  direkt 
rechnerisch  zu  lösen;  denn  wir  werden  sehen,  dafs  auch  die  Araber, 
welche  bereits  eine  hochausgebildete  Trigonometrie  besafsen,  sich 
immer  noch  nebenher  der  Methode  des  Analemmas  bedienten,  ja 
dafs  dieselbe  sogar  im  Abendlande  noch  bis  in  das  17.  Jahrhundert 
herein  verwendet  wurde. 

Es  handelt  sich  im  Analemma  darum,  den  Ort  der  Sonne  zu 
einer  bestimmten  Tageszeit  zu  ermitteln,  üa  es  nun  zur  Einsicht  in 
die  Methode  genügt,  wenn  ma)i  die  Sonne  im  Äquator  annimmt,  was 
zur  Zeit  der  Äquinoktien  eintritt,  die  Figuren  aber  durch  diese  An- 
nahme wesentlich  einfacher  werden,  so  wollen  wir  diesen  speziellen 
Fall  näher  ins  Auge  fassen. 

Es  befinde  sich  die  Sonne,  von  dem  Orte  C  mit  der  Polhöhe  tp 
aus  gesehen,  im  Punkte  U  (Fig.  3a),  SZN  ist  der  Meridian,    Z  der 
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Fig.  3  a. 

Zenit,  SA^O  der  Horizont,  OMC  der  Äquator,  P  der  Pol,  OZC  der 
erste  Vertikal,  der  gröfste  Kreis  SZiV  heifst  nach  einer  sonst  nicht 
gebräuchlichen  Bezeichnung  der  Stundenkreis,  während  der  gröfste 
Kreis  durch  Z  und  den  Ost-  und  Westpunkt,  der  in  unserem  Falle, 
da  die  Deklination  Null  ist,  mit  dem  Äquator  zusammenfällt,  Hekte- 
moron  heifst.  Legt  man  noch  durch  E  den  Vertikal  ZZV,  dann 
sind  als  bekannt  zu  betrachten:  arc.  ZO  =  90"  —  t,  wo  t  den  Stunden- 
winkel bezeichnet,  und  arc.  31 S  =  9U"  —  qp,  während  gesucht  werden : 
aus  Dreieck  2;* FO  die  Sonnenhöhe  2^ Fund  die  Aszensionaldifferenz  VO 
und  aus  /\  EOQ:    QO  und  UQ.     Man  projiziert  nun^)  H  senkrecht 


leitung  und  R.  Wolf,  Handbuch  der  Astronomie,  ihrer  Geschichte  und 
Litteratur,  Zürich  1890.  II.  70.  Dieses  Werk  zitieren  wir  künftig  kurz: 
Wolf,  H.  A, 

1)  Analemma,  Ed.  Commandinus,  carta  15  und  16,  wo  Ptolemäus  nur  die 
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auf  die  Meridianebenc  nach  F,  auf  den  Horizont  nach  H  und  auf 
den  ersten  Vertikal  nach  Q' ,  milt  FG  ±  SN,  QT  ±CZ  und  zieht 
HG,  dann  ist  FG  =  ZH,  GH=  FE.  Da  XO  =  90"  —  <  gegeben 
ist,  so  findet  man  die  Lage  von  F,  indem  man  in  einer  Nebenfigur 
(Fig.  3b),  auf  welcher  der  Äquator  in  Stunden  geteilt  ist,  ZO  =  Pll' 
abliest  und  Z'  auf  den  Durchmesser  C'il/,  dessen  Lage  durch  die  Polhöhe  (p 
bestimmt  ist,  nach  F  projiziert.  Es  wird  dann  H'F=EF,  wie  man 
durch  Umklappen  der  Aquatorebene  in  die  Meridianebene  erkennt.  Zieht 
mau  noch  in  beiden  Figuren  IFK  ||  SN  und  LFG  ||  ZC,  'so  erkennt 
man,  dafs  arc.  Z/=arc.Z2;=  90"  —  arc.2;rist,  da  durch  Umklappen 
der  Ebene  des  Vertikals  EZV  in  die  Meridianebeue  Z  auf  /  zu 
liegen  kommt.  Somit  ist  in  Fig.  ;3b  arc.  IS  gleich  dem  gesuchten 
Bogen  2^V.  —  Um  arc.  OF  zu  finden,  macht  mau  in  Fig.  3b 
GX  =  FZ',  zieht  CX,  das  den  Meridian  in  X'  schneidet  und  hat 
arc.  ZX' =  arc.  0  F.  Die  Richtigkeit  dieser  Konstruktion  folgt,  in- 
dem man  den  Horizont  in  die  Meridianebene  umklappt,  wodurch  H 
nach  X  kommt,  da  GX  ^  GH  =  ZF  =  Z' F  gemacht  wurde, 
während  der  Radius  CHV  auf  den  Radius  CXX'  zu  liegen  kommt. 
Also  ist  auch  arc.  .S'F==  arc.  »S'X'.  —  Zur  Bestimmung  von  Bogen 
QO  oder  ZQ  macht  man  endlich  in  Fig.  3b  TY=Fi:',  CY 
schneidet  dann  den  Meridian  in  Y',  und  arc.  S  Y' =  arc.  Q  0.  Denn 
klappt  man  den  ersten  Vertikal  in  die  Meridianebeue  um,  so  kommt 
(/  nach  Y  und  der  Radius  CQ'Q  fällt  auf  CYT.  Endlich  ist 
arc.  S2J  =  arc.  SL,  da  L  und  U  in  der  zur  Meridianebene  senk- 
rechten Ebene  LUHG  liegen. 

Die  zu  dieser  graphischen  Konstruktion  verwendeten  Linien  sind 
H'F  =  ZF  =  sint  (Radius  =  1),  und  die  die  Lage  von  I  bestim- 
menden Stücke  FT  =  CF  sin (p  und  FG  =  CF  sin  (90»  —  qo).  Also 
sind  die  gesuchten  Bögen  hier  aus  ihren  Sinussen  kon- 
struiert, während  sich  die  Griechen  in  der  rechnenden 
Trigonometrie  stets  der  Sehneu  bedienten.  Dafs  Ptolemäus 
den  Vorteil,  der  in  der  Verwendung  der  halben  vor  den  ganzen 
Sehnen  liegt,  aus  diesen  Konstruktionen  nicht  erkannte,  hat  wohl 
seinen  Grund  darin,  dafs  er  sowohl  die  graphische,  als  die  Sehnen- 
methode von  seinen  Vorgängern  überkam  und  jede  nur  für  sich  in 
der  einmal  gewiesenen  Richtuug  zu  vervollkommnen  strebte.  Über- 
hauj)t  findet  sich  kein  Anhaltspunkt  dafür,  dafs  die  Griechen  es 
jemals  versuchten,  die  Projektiousmethode  mit  der  Rechnung  in  Ver- 
Konstruktion angibt,  während  Commandinus  die  Ableitung  beifugt.  Vgl.  auch 
Delambre,  Histoire  de  l'Astronomie  ancienne,  Paris  1817.  4°.  t.  ü.  458 — 504 
über  das  Analenxma.  llirigens  behandelt  Ptolemäus  auch  den  Fall  einer  be- 
liebigen Deklination:    caria  12~  — 14'  und  19'— 20''. 
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bindung  zu  setzen,  wie  es  uachmals  von  den  Indern  und  Arabern 
geschah. 

Aufser  dieser  graphischen  Methode,  die  Hipparch  zweifelsohne 
schon  besafs,  bediente  sich  derselbe,  wie  bereits  erwähnt,  auch  seiner 
Sehueutafeln.  Dieser  bedurfte  er  z.  B.  zur  Berechnung  der  Ober- 
fläche der  bewohnten  Erde,  dio  er  nach  den  Überlieferungen  Strabo's 
durch  eine  Art  Triangulation  vollzog*).  Dabei  griff  er  das  Verfahren 
des  Eratosthenes  energisch  an,  der  sich  bei  demselben  Probleme  noch 
ohne  trigonometrische  Rechnung  zu  behelfen  gesucht  hatte").  Wie 
Hipparch  seine  Sehuentafel  berechnet  hat,  dafür  haben  wir  leider 
keinen  Anhaltspunkt,  wir  wissen  nur,  dafs  das  von  Ptolemäus  mit- 
geteilte Berechuungsverfahreu  gegenüber  dem  älteren  eine  wesent- 
liche Vereinfachung  aufweist").  Auf  dasselbe  werden  wir  weiter 
unten  zu  sprechen  kommen,  wenn  wir  unsere  Kenntnisse  über  die 
Entwickelung  der  gi-iechischen  Trigonometrie  in  der  Zeit  zwischen 
Hipparch  und  Ptolemäus  dargelegt  haben. 

Da  begegnen  wir  nun  zunächst  dem  Astronomen  Menelaus 
von  Alexandrien,  der  um  das  Jahr  98  n.  Chr.  in  Rom  lebte*). 
Auch  von  ihm  wird  bei-ichtet,  dafs  er  6  Bücher  über  Sehneu  ge- 
schrieben habe,  die  aber  leider  ebensowenig  auf  uns  gekommen  sind, 
wie  die  12  Bücher  Hipparchs.  Dagegen  ist  uns  eine  Sphärik  dieses 
Astronomen  erhalten^),  die  unser  Interesse  in  hohem  Mafse  erregt. 
Denn  wohl  hatte  nach  Anaximander  auch  Autolykus  von  Pitane 
um  330  V.  Chr.  ein  Buch  über  die  Sphäre  geschrieben"),  hatte 
Euklid   seine   Phänomena'')   und   um   180  v.  Chr.    der   Alexandriner 


1)  Vgl.  hierüber  H.  Berger,  Geschichte  der  wissenschaftlichen  Erdkunde 
der  Griechen.  3.  Abteil,  p.  135  S.  —  2)  Ebenda  p.  105.  Dafs  um  jene  Zeit 
trigonometrische  Methoden  schon  allgemein  bekannt  waren,  geht  auch  aus 
Polybius  (203 — 121)  IX.  19  hervor,  der  die  Möglichkeit,  die  Höhe  einer 
Mauer  aus  der  Feme  trigonometrisch  zu  messen,  erwähnt.  Vgl.  hierüber 
Berger  a.  a.  0.  4.  Abt.  p.  29 — 31  incl.  Hierauf  wurde  ich  durch  S.  Günther 
aufmerksam  gemacht.  —  3)  Commentaire  de  Theon  110.  —  4)  Ptolemäus 
Almagest  Hb.  7  teilt  zwei  Beobachtungen  desselben  mit.  Die  Berechung  der 
Jahreszahl  derselben  bei  Ideler,  „Historische  Unters,  über  die  astron.  Be- 
obachtvmgen  der  Alten."  Berlin  1806.  8".  35.  —  5)  Menelai  sphaericorum 
libri  tres  sind  von  F.  Maurolykus  v.  Messina  zum  ersten  Male  aus  arabi- 
schen und  hebräischen  Handschr.  ins  Lateinische  übersetzt  worden  und  1558 
in  2".  erschienen.  Diese  Ausgabe  lag  uns  vor.  Später  hat  Halley  eine  neue 
Ausgabe  besorgt.  Oxoniae  1758  in  8".  —  6)  De  sphaera  quae  movetur  liber 
unus  und  eine  zweite  Schrift:  De  ortibus  et  occasibus  libri  duo.  Neueste  Aus- 
gabe von  Heiberg.  1886.  8°.  —  7)  Von  dieser  Schrift  gibt  es  mehrere  Aus- 
gaben; die  älteste  ist  von  Barth.  Zamberti  aus  dem  Jahre  1505.  Übersetzt 
und  erläutert  von  Nokk  1850.   8". 
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Hypsikles  ein  Schriftchen  über  die  Auf-  und  Untergänge  der 
Sterne  verfafst'),  und  Theodosius  von  Tripolis  ebenfalls  eine 
Sphilrik  gegeben-),  aber  in  allen  diesen  Schriften  tiudet  sich  keine 
Spur  trigonometrischer  Rechnungen.  Ganz  anders  das  Werk  des 
Menelaus.  Dasselbe  gibt  in  grofser  Vollstiindigkeit  diejenigen  geo- 
metrischen Sätze,  auf  welche  sich  die  Trigonometrie  der  kriechen 
aul'baute  und  behandelt  im  letzten  Buche  schon  die  Beziehungen 
zwischen  Sehnen  und  Bogen,  so  dafs  es  wahrscheinlich  ist,  dafs  die 
verlorene  Sehueurechuuiig  sich  unmittelbar  an  dieses  Buch  auschlofs. 
Es  scheint  uns  daher  unbedingt  notwendig,  auf  den  reichhaltigen 
Inhalt  des  Werkes  näher  einzugehen,  zumal  derselbe  bisher  nicht  in 
der  wünschenswerten  Weise  gewürdigt  wurde. 

Schon  gleich  in  der  2.  prop.  des  I.  Buches  wird  der  sphärische 
Winkel  eingeführt  und  in  der  prop.  3  folgt  die  Definition  des  sphäri- 
schen Dreieckes,  dessen  Eigenschaften  hier  zum  erstenmale  in  der 
uns  bekannten  Litteratur  eingehend  behandelt  werden.  Unter  an- 
derem findet  sich  in  prop.  XX  der  Satz  bewiesen,  dafs  die  Winkel- 
summe des  sphärischen  Dreieckes  zwischen  zwei  und  sechs  Rechten 
liegt;  die  Kongruenzsätze  sind  bis  auf  einen  vollständig  angegeben, 
und  an  die  in  prop.  XXVI  nachgewiesene  Bestimmtheit  des  Drei- 
eckes durch  Angabe  seiner  drei  Winkel  ist  die  Bemerkung  geknüpft, 
dafs  hieraus  für  die  sphärischen  Dreiecke  eine  Menge  von  Eigen- 
schaften folgen,  die  den  ebenen  Dreiecken  nicht  zukommen.  Weiter 
finden  sich  die  Sätze  über  die  Nichtkongruenz  von  Dreiecken,  die 
nur  in  2  Stücken  übereinstimmen,  eingehend  auseinandergesetzt.  — 
Am  wichtigsten  sind  aber  für  uns  die  Lehren,  welche  Menelaus  im 
dritten  Buche  vorträgt.  Dasselbe  beginnt  mit  jenem  Satze,  der 
nachmals  die  Bezeichnung  „Transversalensatz  des  Menelaus"  erhalten 
hat  und  ihm  zu  den  beiden  Gleichungen  Anlafs  gibt^): 


1)  'AvaipoQi'KÖg.  Herausgegeben  von  K.  Manitius  1888.  Osterprogramm 
des  Gynin.  v.  hl.  Kreuz  in  Dresden.  Hier  scheint  die  babylonische  Einteilung 
des  Ki-eises  in  360"  zum  erstenmale  enthalten  zu  sein.  Vgl.  Cantor  I.  341. 
—  2)  Die  Sphärik  ist  zum  erstenmale  1558  in  Paris  erschienen,  deutsch  von 
Nizze,  Stralsund,  und  von  demselben  griechisch  und  lateinisch,  Berlin  1852. — 
Obgleich  diese  Schrift  längst  nach  Entstehung  der  Sehnenrechnung  zustande 
kam,  so  enthält  sie  doch  nichts  über  Trigonometrie,  nicht  einmal  die  Bezeich- 
nung sphärisches  Dreieck  kommt  darin  vor,  während  sie  eine  sehi-  vollständige 
geometrische  Theorie  der  Kugelkreise  umfafst.  —  Alle  die  erwähnten  Schriften 
sind  uns  dadurch  erhalten  geblieben,  dafs  sie  später  in  eine  Sammlung  auf- 
genommen wurden,  welche  der  „kleine  Astronom"  hiefs  und  jenen  zum  Studium 
diente,  die  sich  nach  Durcharbeitung  des  Euklid  mit  dem  Almagest  beschäf- 
tigen   wollten.    —    3)   Die   Ausdrucksweise    der    Griechen,   die    natürlich    solche 
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GE 

GZ    DB         ,    GA 
DZ-  AB    "'^'^    ÄE- 

GB     ZB 

AE 

DZ    BE 

Fig.  4. 


(Fig.  4.) 

Dafs  die  Figur  noch  zwei  weitere  älauliclie  Gleichungeu  liefert,  ge- 
mäfs  dem  Umstände,  dafs  man  jede  der  4  Linien  als  Transversale  des 
aus  den  drei  übrigen  gebildeten  Dreieckes  auf- 
fassen kann,  erkannte  weder  Menelaus  noch  sein 
Nachfolger  Ptolemäus^),  da  sie  nicht  von  dem 
Gedanken  ausgingen,  ein  Dreieck  durch  eine 
Transversale  zu  schneiden,  sondern  die  Bezieh- 
ung der  Linien  BE  und  GB  zu  den  Linien 
BA  und  GA  ins  Auge  fafsten.  Menelaus  über- 
trägt nun  (in  lemma  4  und  prop.  II)  diesen 
Transversaleu satz  sofort  auf  die  Kugel,  indem 
er  wieder  an  zwei  verschiedeneu  Figuren  die  folgenden  beiden  Ana- 
logien nachweist^): 

crd(2(?E)_  cr(i(2&Z)     crd(2I)J5)         ,    crd  (2g^)  ^  crd(2  gJ)    crd  (2Z.B) 
<^rA{2AE)  ~  crd(2D.Z)  '  crd  (2  B  A)  ^"^^   crd  (2  AE)~  crA{iDZ)-  crd  (2  B  £) ' 

welche  sich  aus  der  in  Fig.  5  dargestellten 
aus  Bögen  gröfster  Kreise  bestehenden  Figur 
ergeben').  Dieser  Satz,  der  später  den  Namen 
der  „Regula  sex  quantitatum"  erhielt,  bildet 
das  Fundament  der  sphärischen  Trigonometrie 
der  Griechen,  die  aus  ihm  allein  hervorgeht. 
Es  ist  dies  insofern  ein  bemerkenswerter  Um- 
ßr  stand,  als  es  sonst  eine  Eigentümlichkeit  der 
griechischen  Geometrie  ist,  stets  die  für  jeden 
Einzelfall  nötigen  Sätze  eigens  zu  entwickeln,  statt  sie  wie  hier 
durch    Spezialisierung    eines    allgemeinen    Theorems    zu    erhalten. 


Fig.  5. 


Gleichungen  nur  in  Worten  anführen,  ist  folgende:  „Es  steht  GE  zu  ^JEJ  im 
zusammengesetzten  Verhältnis  von  GZ  zu  DZ  und  DB  zu  AB'';  unsere 
Schreibweise  GE  ■  DZ  ■  AB  =  AE  ■  GZ  ■  DB  kannten  sie  nicht. 

1)  Der  Kommentator  Theon  erkannte  wohl  die  beiden  noch  fehlenden  Rela- 
tionen (Theon  Commentar.  Ed.  Halma.  234  und  238),  aber  auch  er  sah  nicht, 
dafs  sie  die  einzigen  4  Relationen  dieser  Art  sind,  und  stellte  daher  noch  zwei 
andere  auf,  deren  Identität  mit  zweien  jener  Fundamentalformeln  aus  unserer 
Schreibweise  unmittelbar  ersichtlich  ist.  —  2)  Statt  des  griechischen  Wortes  evd-eia 
haben  wir  hier  das  lateinische  chorda  in  der  Abkürzung  crd,  das  wir  auch  bei- 
behalten werden,  geschrieben;  wir  bemerken  übrigens,  dafs  Mauroly  kus  in  seiner 
Ausgabe  der  Sphärik,  den  Arabern  folgend,  statt  der  Sehnen  überall  den  Sinus 
schreibt.  —  3)Ptolemäus  hat  den  ersten  dieser  Sätze  samt  Beweis  dem  Menelaus 
entnommen  (Almagest  lib.  I.  c.  11.  Ed.  Halma  54—55,  Ed.  Heiberg  74—75),  den 
zweiten  jedoch  nicht  bewiesen.     Theon   füllte  in   seinem  Kommentar  (a.  a.  0. 
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üb  Menelaus  der  Erfinder  der  nach  ihm  benannten  Fundamental- 
theoreme  ist,  oder  ob  schon  Tlipparcli  dieselben  kannte,  läfst  sich 
nicht  mehr  endgiltig  entscheiden '),  wenn  auch  das  letztere  sehr 
wahrscheinlich  ist. 

AuCser  dieser  Regel  der  sechs  Gröfseii  findet  sich  aber  in  der 
Sphärik  des  Menelaus  noch  ein  Satz"),  welcher  später  in  der  Ent- 
wickelungsgeschichte  der  Trigonometrie  grofse  Bedeutung  gewonnen 
hat,  indem  er  zu  der  sogenannten  „Regula  quatuor  quantitatum"  An- 
lafs  gab.  Satz  111  im  ;>.  Buche  heifst  näm- 
lich folgendermafsen:  Wenn  zwei  Dreiecke 
ABG  xmA  DEZ  (Fig.  6),  die  Wmkel  A 
und  D  und  G  und  Z  bezüglich  gleich  haben, 
oder  wenn  sich  diese  Winkel  zu  ISO"  er- 
gänzen, so  besteht  die  Gleichung: 

erd  {^AB)  crd  (2  D  E) 

erd  (2BG)  ~  crd  (iEZ)'  Fig.  n. 

Legt  man  nun  die  beiden  Dreiecke  so  aufeinander,  dafs  sich  die 
gleichen  Winkel  A  und  B  decken  und  nimmt  speziell  ■^G  =  ^Z=  90", 
so  gibt  diese  Gleichung  genau  die  Regel  der  vier  Gröfsen,  wie  sie 
nachmals  von  den  Arabern  und 
den  Astronomen  des  Abendlandes 
benützt  wurde.  Von  nicht  ge- 
ringer Bedeutung  ist  ein  dritter 
Satz^),  der  bisher  ebensowenig  wie 
der  eben  angeführte  beachtet  wurde, 
indem  er,  wie  sich  zeigen  wird,  zu 
der  „Tangentenregel"  der  Araber 
führte.    In  jJrop.  V.  lib.  III  heifst  rig.  7. 

es  nämlich:  Hat  man  die  beiden  Dreiecke  ABG  und  DEZ  (Fig.  1), 
die  bezüglich  bei  A  und  D  rechtwinklig  sind  und  in  den  Winkeln 
G  und  Z  übereinstimmen,  und  legt  mau  das  letztere  Dreieck  so  auf 
das    erstere,    dafs    diese    Winkel    sich    decken,    verlängert    daun    die 


Ed.  Halma  241)  diese  Lücke  aus  und  zeigte  aufserdem,  wie  man  die  2.  Gleich. 
direkt  aus  der  ersten  erhalten  kann. 

1)  Delambre  a.a.O.  1. 1.  245  neigt  sich  dieser  Ansicht  zu,  und  M.  Chasles, 
Geschichte  der  Geometrie,  deutsch  v.  Sohncke  1839.  299,  glaubt  sogar,  dafs  der 
Satz  schon  in  den  Porismen  des  Euklid  gestanden  habe.  —  2)  Darauf  habe  ich 
zuerst  in  meiner  Abhandlung:  Nassir  Eddin  Tüsi  und  Regimontan.  Abhandl. 
der  k.  Leopold.-Carol.  Deutschen  Akademie  der  Naturforscher  B.  LXXI.  1897. 
p.  42  aufmerksam  gemacht.  —  3)  Vgl.  die  eben  zitierte  Abhandlung  p.  47  ff., 
wo  gezeigt  ist,  wie  aus  diesem  Satze  unmittelbar  die  „Tangentenregel"  des 
Arabers  Abü'l  Wafä  hervorging. 

T.  B  r  axxum  ühl,  Geschichte  der  Trigonometrie.    I.  2 
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Bögen  AB  und  B'E',  bis  sie  sich  im  Pole  H  von  AG  schneiden 
und  macht  DT  =90",  so  besteht  die  Gleichung: 

crd(2^.B)  _  cxä.ii ED)     cvä(2BH) 
ciA (2  AG)  ~  crd  (2Z>Z)  '  crd  (2^2")  ' 

die  sofort  mit  Beachtung  von  DZ  =  D'G,  ET  =  E' H,  ED  =  E' D' 

in  7^  „,  j,  =  ^^ — jJ^ ,  die  „Tangenten-  oder  Schattenregel"  der  Araber 

übergeführt  werden  kaun^).  Aufser  diesen  Hauptsätzen  bemerken 
wir  noch  die  Gleichung 

crd  2(c  +  6)  crd  180°  +  crd  (ISO"  —  2  J^)  g 

crd2(c  —  h)         crd  180""^  crd  (180"  —  2A)   ^' 

oder  in  unserer  Sprache  -^—, r^  =  —-^ 1 ,   welche   sich  auf  ein 

'■  sm  (c  —  6)         1  —  cosA ' 

bei  G  rechtwinkliges  Dreieck  bezieht,  dessen  Seiten  mit  c,  h,  a,  und 
dessen  Winkel  mit  C,  B,  A  bezeichnet  werden.  Hieran  schliefst  sich 
eine  ganze  Reihe  von  Sätzen,  welche  teils  Beziehungen  zwischen  den 
Sehnen  von  Bogeustücken  festlegen,  die  bei  der  Teilung  eines  Drei- 
eckswinkels in  mehrere  gleiche  Teile  auf  der  gegenüberliegenden 
Dreiecksseite  entstehen,  teils  solche  Relationen  zwischen  den  Seiten 
zweier  Dreiecke  herstellen,  die  gewisse  Stücke  gemeinsam  haben. 
Methoden  zur  Berechnung  sphärischer  Dreiecke  sind  allerdings  nirgends 
angeführt,  doch  dürfte  kein  Zweifel  bestehen,  dafs  die  mitgeteilten 
Sätze  zur  Vorbereitung  auf  sie  dienten.  Eine  vollständige  Kenntnis 
dieser  Methoden  sowie  der  hierzu  dienlichen  Sehnenrechnung  der 
Griechen  gewinnen  wir  erst  aus  dem  grofsen  Werke  des  Alexan- 
driners Claudius  Ptolemaeus,  welches  in  der  Zeit  zwischen  125 
und  151  nach  Chr.^)  verfafst  wurde  und  den  Titel  führt  „KluvöCov 
IlTolenaiov  ^a^tjfia&ixrj  (jisyahf)  Gvvra^is".  In  der  späteren  Litte- 
ratur  heifst  es  allgemein  „der  Almagest"*).  Wir  werden  daher  diese 
kostbare  Hinterlassenschaft  des  griechischen  Altertums,  insoweit  sie 
für   unsere  Zwecke   von   Interesse   ist,  eingehend  besprechen,   indem 


1)  Eüx  AG  =  90«  folgt:    r-^l^,  =    ^^^?°;  vgl.  Almagest  lib.  I.  c.  XII. 
°       tg  E  B        sm  B  G      °  ° 

Ed.  Halma  1.60.  Ed.  Heiberg  82— 83.  —  2)  a.a.O.  lib.m.  prop.III.  -  3)  Cantor 
I.  387—388.  F.  Boll,  Studien  über  Cl.  Ptolemäus.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte 
der  griechischen  Philosophie  und  Astrologie.  Leipzig  1894,  fixiert  die  Lebens- 
zeit des  grofsen  Astronomen  von  100 — 178.  Aufser  der  mit  einer  französischen 
tXbersetzung  versehenen  Ausgabe  des  Abbe  Halma.  2  Bände.  Paris  1816.  4".  ist 
jüngst  Pars  I  einer  Neuausgabe  von  Heiberg,  Leipzig  bei  Teubner  in  8"  er- 
schienen. —  4)  Über  die  Entstehung  des  Wortes  Almagest  siehe  Koppe:  Die 
Lehre  von  den  Logarithmen  und  dem  Sinus  im  Unteiricht.  Programm  des 
Andreas-Gymnasiums  in  Berlin  1893. 
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wir  zuerst  die  Selinenrechnung  und  dann  die  Trigonometrie  be- 
luindeln,  wie  sie  im  1.  Buche  des  Almagest,  mit  dem  IX.  Kapitel 
beginnend,  entwickelt  sind. 


§  2.    Die  Sehnenrechnung  der  Grieclien. 

P  tele  maus  teilt  zunächst  den  Kreisumfang  in  ;5G0  und  den 
Durchmesser  in  120  Teile,  %Qr]^utu,  in  welchen  er  die  Sehnen  nach 
dem  Sexagesimalsystem  ausdrückt,  um,  wie  er  sagt,  Brüche  zu  ver- 
meiden. Es  wird  nämlicli  der  Radius  in  GO'',  diese  in  Gü'  und  diese 
wieder  in  GO"  geteilt:  partes,  partes  minutae  primae  und  partes 
minutae  secundae  heifsen  sie  in  den  späteren  lateinischen  Über- 
setzungen, woher  unsere  Bezeichnung  Minuten  und  Sekunden  stammt. 
Hieraus  folgt  für  den  Radius  »•  =  G(P  =  216000  Sekunden,  und  so- 
mit ist  1"  =  0,000004621)...  >•.  Das  Verhältnis  des  Kreisumfanges 
zum  Durchmesser  setzt  Ptolemäus  3'' 8'  30"  :  1  =  jjp  =  3,1416G...'), 
während  es  Archimedes  bekanntlich  zwischen  3^  und  SJ"  fand. 

Es  sind  im  Ganzen  vier  Hauptprinzipien,  mit  deren  Hilfe  die 
Tafel  der  Sehnen  von  30  zu  30  Minuten  der  Winkel  berechnet  wird 
—  eine  Tafel,  die  bis  ins  10.  Jahrhundert  und  darüber  allen  astro- 
nomischen Rechnungen  zugrunde  gelegt  wurde-). 

I.  Nach  den  Sätzen  Euklids  werden  die  Seiten  des  regelmäfsigen 
Drei-,  Vier-,  Fünf-,  Sechs-  und  Zehneckes  in  Teilen  des  Radius  aus- 
gedrückt, woraus  sich  folgende  Sehnen  ergeben:  crdSG"  =  37^4'  55"; 
crd  72"  =  70^  32'  3";  crd  GO»  =  60'';  crd  90"  =  84^  51'  10";  crd  120" 
=  lOS''  55'  23".  Da  aber  die  Sehnen  zweier  Bögen,  welche  sich  zu 
einem  Halbkreis  ergänzen,  quadriert  und  addiert  das  Quadrat  des 
Durchmessers  geben,  so  hat  man  hiermit  auch  die  Sehnen  der 
Supplemeutarbögeu  der  vorigen;    z.  B. 


crd  (180"  —  36«)  =  crd  (144«)  =  |/120- —  (crd  36")'  =  114^  7'  37". 

II.  In  Form  eines  Lemmas  wird  der  sogenannte  Ptolemäische 
Satz,  dafs  in  einem  Kreis -Vierecke  die  Summe  der  Rechtecke  aus  je 
zwei  Gegenseiten  gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden  Diagonalen 
ist,    aufgestellt    imd    bewiesen'),    und    mit    seiner   Hilfe    werden    die 


1)  Almagest  VI.  c.  7.  Ed.  Halma  I.  421.  Ed.  Heiberg  513.  —  2)  Eine 
sehr  schöne  Darstellung  der  Sehnenrechnimg  und  der  Trigonometrie  des  Ptole- 
mäus bei  Ideler:  Die  Trigonometrie  der  Alten.  Zach:  Monatliche  Korrespon- 
denz zur  Beförderimg  der  Erd-  und  Himmelskunde.  Juli  1812.  XXVI  B.;  vgl. 
auch  Cantor  I.  389—392  und  R.  Wolf,  H.  A.  I.  16.3—165.  —  3)  Almagest. 
Ed.  Halma  I.  29—31.     Ed.  Heiberg  36—39. 

2* 
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Sehnen  der  Summe  und  der  Differenz  zweier  Längen  berechnet,  also 

die    Addition sformelu    der    trigonometrischen    Funktionen    gegeben '). 

III.   wird  die  Sehne  des  halben  Bogens  aus  jener  des  ganzen  in 

folgender    Weise    bestimmt.     Es    sei    die    Sehne    GB  =  a    gegeben, 

und  D  halbiere  den  Bogen  GJB\  man  sucht  DG 

=  crd  — - —     Macht    man   AE  =  AB  =  d 

auf  Durchmesser  AG,  dann  ist  A  ABD 
(^^J\ADE,  also  auch  DE  =  DB  =  DG, 
also  AEDG  gleichschenklig,  also  EZ=ZG 
=  ^(AG  —  AB).  Ba  nun  BG  =  a  bekannt 
ist,  so  ist  auch  AB  ^=  d  und  somit  ZG  be- 
kannt. Da  aber  AADG  rechtwinklig  ist, 
so  folgt  hieraus  GD  ^  ')/2r  •  GZ.  Soweit  Ptolemäus;  setzt  man 
in  die  letztere  Gleichung  den  Wert  von  GZ  ein,  so  kommt 


Fig.  8. 


welche  Formel  für  r 


GD  =  y)\2r~ 
1,  und  arc  BG 


d), 
=  2a  in  sm- 


K        -t  /l  —  cosa 

5my=    y ^ 

übergeht.  Hiermit  findet  man  z.B.  aus  crd  12°  die  Sehnen  von  6",  3", 
dann  crd  If"  =  F  34'  15"  und  endlich  crd-f  =  0^  47'  8".  Verbindet 
mau  jetzt   die   unter   II.   und   III.   gegebenen  Sätze   miteinander,   so 


1)   Sind   in   dem   Kreisviereck   (Fig.  a)  ABGB,   AG  =  a,   AB  =  b   ge- 
geben,  so  kennt  man   auch  die  Supplementarsehnen  DG  =  a,  DB  =  b',  und 

die  gesuchte  Sehne  GB 
=  X  der  Differenz  der 
Bögen  AG  und  AB  ist, 
wenn  AZ ^r  den  Radius 
des  Kreises  bezeichnet: 

a  ■  V  —  ab 

^  =  ;^ ; 

2r 

so  ergibt  sich  z.  B. 
crd.  12"  aus  crd  72°  und 
crd  60°    zu    12^  32'  56". 


Fig.  b. 


Setzt  man  <^  AZG  =  2a,  -^AZB  =  2|3  und  r=  1,  so  setzt  sich  diese  Formel 
unmittelbar  in  sin  (a  —  ß)  ^  sin  a  cos  (3  —  cos  a  sin  ^  um.  Um  die  Sehne  der 
Summe  zweier  Bögen  zu  erhalten,  hat  man  (Fig.  b)  crd  .45  ^  a,  crd  uff  =  6, 
also  auch  BD  ^  a\  EG  =  b',  und  es  folgt  aus  dem  Viereck  BGDE: 
ab'  —  ab 


GD  = 


2r 


woraus  sich  x  =  AG  =  yir- —  GD-  ergibt.     Für  -^AZB 


=  a  und  <^  BZG  =  ß  und  r  =  1  geht  diese  Formel  leicht  über  in  unsere: 
cos  {a  -\-  ß)  ^  cos  a  cos  ß  —  sin  a  sin  ß.  Ptolemäus  setzt  bei  seiner  Ableitung 
arc.  ^S -j- ärc.  JS(?  <;  180°  voraus,  eine  Beschränkung,  die  Theon  .später  in 
seinem  Kommentar  p.  195,  Ed.  Halma  aufhebt.  In  dieser  Vei-wendung  des 
Ptolemäischen  Satzes  dürfte  wohl  die  von  Theon  angeführte  Vereinfachung  der 
Sehnenrechnung  gegenüber  seinem  Vorgänger  Hipparch  teilweise  liegen. 
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kiizin  man  tlie  Sehnen  der  sümtliclien  Bögen  in  Intervallen  von  je 
1',"  bereclinen.  Somit  bleibt  nur  noch  die  Bestimmung  der  Sehneu 
jener  Winkel  übrig,  welche  innerhalb  des  Zuwachses  von  li  liegen. 
Zu  diesem  Behufe  leitet  Ptolemäus  sehr  scharfsinnig  eine  IV.  Methode 
ab,  die  auf  ein  Interpolationsverfahren  hinauskommt.  Damit 
umgeht  er  die  Dreiteilung  des  Winkels,  welche  die  Sehne  von  J 
direkt  aus  jener  von  f  liefern,  aber  die  Aufli)sung  einer  Gleichung 
S.Grades  erfordern  würde.  Es  sei  (Fig.  8)  arc.  ^J5  <  arcBfr  be- 
liebig gegeben ,  dann  ist  -j-j^  <  — ^-j-j. ;    es    ist    dies    derselbe   Satz, 

dessen  sich  schon  Aristarch  bediente  (Seite  8.  Anm.  1),  doch  beweist 
ihn  Ptolemäus,  während  ihn  jener  als  bekannt  voraussetzte.    Ist  nun 

AB  =  cvd^}\  BG  =  cv<\l'> ,    dann    ist  ^  <  *,    also    Ba<{AB. 

Aber  es  wurde  bereits  gefunden  J..B=0'' 47'  8",  also  crdl"  <  1^2' 50". 

Ist  ferner  AB  =  crd  1»,  BG  =  erd  f  =  1"  34'  15",  so  folgt  ^^<\, 

also  crd  1"  >  1^2'  50".  Da  also  die  Grenzen,  zwischen  denen  die 
Sehne  von  P  eingeschlossen  ist,  nicht  mehr  um  einen  Sexagesimal- 
teil  der  zweiten  Ordnung  voneinander  entfernt  sind,  so  kann  man 
crd  1"  =  l'' 2' 50"  setzen^).  Hieraus  folgt  dann  unter  Anwendung 
von  in.  crd|  =  O'' 31' 25",  und  man  hat  jetzt  die  Mittel,  um  die 
Tafel  von  ^  zu  |  zu  berechnen,  womit  sich  Ptolemäus  begnügt. 
Die  so  berechnete  Tafel  besteht  aus  drei  Columnen.  In  der  ersten 
links  befinden  sich  in  zwei  Sjialten  die  Bögen  in  Graden  {neQifpE- 
Qsiäv)  und  Minuten,  die  zweite  zeigt  neben  jedem  Bogen  seine  Sehne 
und  hat  daher  drei  Spalten  für  Sechzigteile  (uoigcä),  Minuten  (ai,i]xo6TÜ 
jtQioTa)  und  Sekunden  [ösvtsqo)  der  Sehnen  (avd-eiäv).  In  der  dritten 
Columne  steht  neben  jeder  Sehne  der  dreifsigste  Teil  dessen,  was  zu  ihr 
kommen  mufs,  um  die  nächste  Sehne  zu  geben,  und  zwar  ist  dieser 
Bruchteil  auf  Minuten,  Sekunden  und  Terzen  berechnet.     Ihre  Über- 


1)  Ptolemäus  sagt  wörtlich  (Ed.  Halma  I.  36  Ed.  Heiberg  46):  oicrs, 
InH  T&v  avzwv  tSflx^r}  y.ai  fiii^av  «ai  sXüaacov  j]  ti^v  fitoLV  fioiQctv  v-rcozsivovaa 
(v&tla  v.al  rccvTrjv  SriXovÖTi  f^oiiiv  Toiovroiv  ä  (3'  v"  'iyyiara,  oi'cov  ioriv  17  Sia- 
fisTQog  px."  Eigentlich  ergibt  sich  für  crd  1°  <  1''  2' 50"  12'",  diese  12"' 
werden  aber  von  Ptolemäus  als  belanglos  weggelassen.  —  Fr.  Woepcke  hat 
dieses  Verfahren  mit  der  Lagrange' sehen  Interpolationsmethode  geprüft  (Liou- 
ville,  Jom-nal  de  Mathömatiques  1854.    160  und  165)   und  gefunden,    dals   der 

hierbei  besansrene  Fehler  <'  — ^r  ist  und  keinen  Einflufs   auf  den  Genauigkeits- 

grad  der  Tafel  ausübt,  da  hierbei  nur  Gröfsen  vernachlässigt  werden,  die  <  \ " 
sind;  dagegen  würde  dieser  Fehler,  der  der  Methode  anhaftet,  sofort  fühlbar 
werden,  wenn  die  Gröfsen  der  Tafel  auf  Terzen,  Quarten  etc.  berechnet  wären, 
was  auch  die  Araber,  wie  wir  später  sehen  werden,  sehr  wohl  bemerkten. 


22 


Kapitel. 


sclirift  ist  e^rixoaräp,  womit  angedeutet  sein  soll,  dals  die  in  ihr 
stehenden  Zahlen  zu  den  Minuten  oder  Sechzigsteln  des  Grades  ge- 
hören. Wir  lassen  eine  Probe  der  Tafel  hier  folgen,  wie  sie  in  der 
Ausgabe  von  Halma  p. 38 ff.  angegeben  ist'),  (Ed.  Heiberg  48—63). 


KANONION  TSIN  EN  KTKAil  ETBEISIN 

IleeKpsgsiiäv 

Ev&ii&v 

'E^r]v.oatä)V 

Moiqiöv 

M 

JT 

J 

M 

n 

j 

T 

0 
1 
1 

.30 

0 

30 

0 
1 
1 

31 

2 

34 

25 
50 
15 

0 
0 
0 

2 

2 
2 

50 
50 
50 

2 
2 
3 

0 

30 

0 

2 
2 
3 

5 
37 

8 

40 

4 

28 

0 
0 
0 

2 
2 

2 

50 

48 
48 

Zum  Vergleiche   mit   unsern   Sinustafeln  rechnen   wir  z.  B.   die 
Sehne  von  1"  0',  welche  1 ''  2'  50"  beträgt  in  den  sin  30'  für  Radius  1 


um.     Das  gibt: 


sin  30'  =  \  crd  (1«  0')  =  O''  31'  25"  =  >|«f  =  ^^,  =  0,0087268, 

während  eine  unserer  siebenstelligen  Tafeln  0,0087265  gibt,  also 
stimmen  die  beiden  Werte  in  6  Dezimalen  überein.  Eine  eingehen- 
dere Prüfung  zeigt  jedoch,  dafs  die  6.  Stelle  nicht  überall  sicher  ist. 
Somit  hat  Ptolemäus  in  seiner  Sehnentafel  eine  von  30  zu 
30  Sekunden  fortschreitende  in  den  ersten  5  Dezimalen 
genaue  Tafel  geliefert^). 


1)  Vgl.  Kaestner,  Geschichte  der  Mathematik.  Göttingen  1796.  8".  I.  515.  — 
In  der  Ausgabe  von  Halma  steht  im  griechischen  Text  statt  der  Null  ö,  Ptole- 
mäus hatte  also  wenigstens  ein  Zeichen  für  das  Fehlen  der  Einheiten,  während 
die  Griechen  die  eigentliche  Null  nicht  vei-wandten.  Nesselmann,  Algebra  der 
Griechen.  Berlin  1842.  92;  Cantor  I.  118.  —  Das  T  in  der  Tafel  bedeutet  zQita; 
femer  läuft  diese  von  0"  bis  180»,  Bögen,  die  gröfser  als  180"  sind,  kommen  über- 
haupt nicht  vor.  Almagest  I.  c.  11.  Ed.  Halma  I.  31.  Ed.  Heiberg  47.  — 
2)  Vgl.  hierüber  Ideler  a.  a.  0.  23.  —  Mit  den  in  der  Tafel  angegebenen 
Dreifsigsteln  der  Differenzen  kann  man  die  Sehne  irgend  eines  zwischenliegenden 
Winkels  bequem  ausrechnen.  Will  man  z.  B.  crd  72°  15',  so  steht  bei  crd  72" 
=  70P  32'  3"  unter  ^|»ixoffrä)j' :  0^'  0'  50"  45'"  als  Zuwachs  für  1'.  Das  15fache 
hiervon  gibt  12' 41"  15'".  Also  ist  crd  72"  15' =  70^  44' 44"  15"'.  Es  ist 
hierbei  vorausgesetzt,  dafs  die  Zunahme  der  Sehne  im  Verhältnis  der  Zunahme 
des  Bogens  stattfindet,  eine  Voraussetzung,  deren  Richtigkeit  innerhalb  der  an- 
genommenen Grenzen  Ptolemäus  übrigens  nicht  beweist. 
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§  ;5.    Dio  Trigonometrie  des  Ptolemäus  und  seiner  Nachfolger. 

Im  XI.  Kapitel  des  ersten  Buches  seiner  „Grofsen  Zusammen- 
stelhmg"  wolclies  die  Überschrift  trägt:  „Vorbereitungen  für  die 
sphärischen  Sätze"  beginnt  Ptolemäus  seine  eigentliche  Trigonometrie, 
indem  er  zunächst  den  uns  schon  bekannten  Transversalensatz  für 
Ebene  und  Kugel  vorausschickt  und  dann  in  zwei  Sätzen  zeigt'), 
wie  man  aus  dem  Verhältnis  der  Sehnen  zweier  Bögen  Ali 
und  jBG,  die  einzeln  <  180"  sind  und  ihrer  Summe  oder 
Differenz  die  einzelnen  Bögen  selbst  finden  kann.  Wir 
wollen  für  den  Fall,  dafs  die  Summe  der  Bögen  gegeben  ist,  die 
Rechnung,  wie  sie  Ptolemäus  ausführt,  in  unserer  Schreibweise  dar- 
stellen, einmal,  weil  dieselbe  ein  anschauliches  Bild  von  der  Art  und 
Weise  der  Rechnung  gibt,  wie  sie  die  Griechen  in  solchen  Fällen 
vollzogen,  und  weil  uns  andererseits  dieser  Satz  noch  oft  be- 
gegnen wird. 

Sei    in    Fig.    9    arc.  AB  =  a,    arc.  BG  =  ß,    so    ist    bekannt 

(*rtl  ^  a 

^  \  —  X  und  a -{- ß  =  6  =  &VC.AG,  während  u  und  ß  gesucht 
crcl  2ß  '     '^  '  r     o 

werden.      Sei    DZ±AG,     GX±BD     uud 

AI  A.  BD,    dann    ist    zunächst   ■^ADZ=y> 

und  somit  AZ  =  ^cxAß,  also  auch  AG  =  2AZ 
=  crd  0  bekannt.  Aber  AE  :  GE  =  AI :  GX 
=  crd  2(t  :  crd  2/3  =  /l  :  1.     Hieraus  folgt: 

AJS  +  GE  _AG__  Mii 

AE  AE  X  Pig  9 

uud  somit  AE  =  ^^-  und  EG  =  ^"^-    Also  ist  ZE  =  AE  —  AZ 

=  J'^^    crd  6.     Da    ferner   I)Z=  ^ AB'  —  AZ^  =  ^ r-  —  ""— 

bekannt  ist,  so  ist  auch,  wie  Ptolemäus  angibt,  ^EDZ  bekannt. 

ZE 

Uns  würde  sich  dieser  Winkel  unmittelbar  aus  i^EDZ  =  yj:  er- 
geben; da  aber  der  Grieche  keine  Tangenten  kennt,  so  mufs  er  erst 
ED  =  yZD-  -f  EZ-  berechnen  und  kann  dann  crd  {2ZDE)  =  2r^ 
setzen,  woraus  sich  mittelst  der  Sehnentafel  -^  ZDE  =  —  ergibt. 
Nimmt  man  hierzu  •^^iZ)Z=  .-,  so  folgt  jetzt  «  =  arc.  AB  =  — ^ 
uud   ß  =  arc.  BG  ^  — ^ —  "). 


1 

3 

-'^ 

''\ 

r-A 

D 

1)  A.  a.  0.  Ed.  Halma  1.  ö2  if.,  Ed.  Heiberg  70  ff.  —  2)  Diese  Rechnung 
war  entschieden  ein  für  die  Griechen  schwieriges  Problem  und  zeigt,  dafs  schon 
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Nach  diesen  Vorbereitungen  wendet  nun  Ptolemäus  die  scliwer- 
fällige  Regel  der  6  Gröfseu  oder  den  Transversalensatz  stets  direkt 
auf  die  jeweiligen  astronomischen  Probleme  an,  wobei  jedoch  immer 
nur  rechtwinklige  Dreiecke  zugrunde  gelegt  werden.     Schiefwinklige 

Dreiecke  behandelten  die  Griechen  nur,  in- 

\^  dem  sie  dieselben  durch  einen   senkrechten 

\\  Bogen  in  zwei  rechtwinklige  zerfällten.    Wir 

führen   für   diese   Methode   ein   Beispiel  an: 

Es  sei  aus  Ekliptikschiefe  (^  A  in  Fig.  10) 

und  Länge   (arc.  c)    die    Deklination    (arc.  a) 

der  Sonne  zu  bestimmen^).    Verlängert  man 

die  Seiten  6  und  c  des  bei  C  rechtwinkligen 

A  ABC,  so  dafs  ^5'  =  .4C"=  90"  werden 

und   legt   dann    den    gröfsten   Kreisbogen   HC,    der    die   verlängerte 

Seite  a  va.  S  trifft,   so  ist  8  der   Pol   von  arc.  J^C,    also   auch   SC 

=  SC  =  90"  und  der  Transversalensatz  gibt 

crä2BC  _crA2AB_     cri  2  B'C 
crd  2 SC   "~  crd2.4.B'  '  crA  2 SC    ' 

oder  da  arc.  JB' C  = -^  J.,  so  ist: 

crd  2  a     crd  2  c        crd  2^4. 

crd  180»         crd  180»  '  crd  180»' 

woraus  schliefslich  crd  2a  = "rli80°"      folgt ^).     Setzen  wir  diese 

Formel  in  unsere  Bezeichnungsweise  um,  so  ergibt  sich  die  bekannte 
Gleichung:  sin  a=  sin  c  •  sin^4,  die  also  implicite  hier  in  An- 
wendung kommt. 

Wenn  man  nun  in  dieser  Weise  die  im  Almagest  behandelten 
astronomischen  Aufgaben  durchgeht  und  die  jedesmal  in  Anwendung 
kommende  Form  des  Transversalensatzes  in  die  uns  geläufige  Gestalt 
umschreibt,  so  findet  man,  dafs  die  beiden  von  Ptolemäus  angewandten 


Ptolemäus  zur  Anwendung  der  Verhältnisse  der  Salinen  doppelter  Bögen  ge- 
zwungen war,  so  dafs  man  sich  wundem  mufs,  dafs  er  nicht  auf  den  Gedanken 
kam,  die  halben  Seimen  einzuführen.  Den  Gang  der  Rechnung  hat  schon 
Dclambre  a.  a.  0.  II.  43  mitgeteilt,  jedoch  entspricht  seine  Darstellung  nicht 
ganz  der  des  Ptolemäus  (I.  52).  Dagegen  hat  er  in  seinen  Noten  zur  Almagest- 
ausgabe von  Halma  3.  und  6.,  sowie  in  seiner  Hist.  del  Astr.  auc.  II.  43 — 44 
gezeigt,  wie  man  diese  Aufgabe  einfacher  mit  Einführung  der  Tangenten 
lösen  kann. 

1)  Almagest  lib.  I.  c  XII.  Ed.  Halma  57.  Ed.  Heiberg  82—83.  —  2)  Wir 
heben  hier  ausdi-ücklich  hervor,  dafs  die  Griechen  keinerlei  Formelschreibweise, 
wie  etwa  die  im  Texte  angewandte  befafsen,  sondern  alle  ihre  Verhältnisse  in 
Worten  aussprachen. 
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Gleichungen  dieses  Satzes  folgende  4  unserer  Ti  Fuiidaiuentalformeln 
für  das  rechtwinklige  sphärische   Dreieck  umschliefsen: 

I.  sin  a  =  sin  c  ■  sin  A, 
IL  tg  a  =  sinb  ■  tg^, 

III.  cos  c  =  cos  a  ■  cos  b, 

IV.  tg  6  =  tg  c  •  cos  A  *). 

Die  beiden  noch  fehlenden  Gleichungen  V.  cos  A  =  cos  a  ■  sin  ]i  und 
Vi.  cos c  ==  ctg^-1  ■  ctgi?  konnte  Ptolemilus  bei  der  Art,  wie  er  den 
Transversalensatz  handhabte,  nicht  finden,  obgleich  sie  sich  aus 
Fig.  10  unmittelbar  ergeben,  wenn  man  die  Gleichungen  II  imd  IV^ 
auf  A  SBB'  anwendet.  Von  den  vier  den  Griechen  bekannten  Ana- 
logien gestatten  aber  nur  I  und  III  die  unmittelbare  Aufsuchung 
des  gewünschten  Stückes  mit  der  Sehnentafel,  während  II  und  IV» 
da  ihnen  die  Kenntnis  der  Tangenten  fehlte,  erst  umgeformt  werden 
uiufsten.     So  lautet  z.  B.  11  in  der  Schreibweise  der  Alten: 

crd  2  a  crd  2  6  crd  2  A 

crd(180<'  — 2  a)  ^  crd  180»  '  crd  (180"  —  2^1)  ""  ^  ' 

Ist  die  rechte  Seite  q  bekannt,  so  folgt  hieraus  leicht 


crd(2«.)  =  2r]/~|^,, 

da  crd  180"  =  2r  ist.  In  dieser  Form  findet  sich  nun  allerdings  die 
Rechnung  bei  Ptolemäus  nirgends  ausgeführt-),  woraus  übrigens 
keineswegs  folgt,  dafs  er  überhaupt  nicht  imstande  war  aus  II 
oder  IV  die  gesuchte  Gröfse  direkt  zu  finden,  ohne  dafs  er  sich 
Tangententabellen  berechnet  hatte^),  von  denen  sich  in  der  griechi- 
schen Litteratur  keine  Spur  findet.  Denn  zur  Berechnung  des 
Winkels  a  aus  II  dient  gerade  jenes  Lemma,  das  Ptolemäus  seinen 
Anwendungen  vorausschickt,  und  das  wir  auf  Seite  23  auseinander- 
setzten.    Man    braucht  in   demselben  nur    a  ==  a,   ß  =  90°  —  a    zu 


1)  Die  drei  letzten  Formeln  findet  man  z.  B.  in  folgenden  Aufgaben  des 
Almagest,  wo  sie  an  erster  Stelle  vorkommen:  11.  in  lib.  I.  c.  XII.  Ed.  Halma  60. 
Ed.  Heiberg  82:  Bestimmung  der  Bektaszension  aus  Ekliptikschiefe  und  Dekli- 
nation; ni.  in  lib.  n.  c.  n.  Ed.  Halma  68.  Ed.  Heiberg  91:  Aus  der  gegebenen 
Dauer  des  längsten  Tages  Morgen-  und  Abendweite  zu  berechnen;  IV.  in  lib.  H. 
c.  II.  Ed.  Halma  69—70.  Ed.  Heiberg  92—93:  Die  Polhölie  aus  dem  Azimut 
des  Aufgangspunktes  der  Sonne  und  der  Dauer  des  längsten  Tages  zu  finden. 
Natürlich  finden  sich  dieselben  FoiTaeln  noch  an  vielen  anderen  Stellen  an- 
gewendet. —  Wir  werden  sie  im  Folgenden  kurz  als  Fundamentalformeln 
mit  den  ihnen  hier  beigelegten  Nummern  bezeichnen.  —  2)  Delambre  a.  a.  0. 
II.  55.  —  3)  Delambre  hält  dies  für  sehr  wahrscheinlich  (ebenda  52),  eine  An- 
sicht, der  wir  uns  nicht  anschliefsen  können. 
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setzen,  daiiii  ist  a  -{-  ß  =  90"  =  G  gegeben,  und  da  auch  das  Ver- 
hiiltuis  der  Chorden  dieser  Winkel  bekannt  ist,  so  findet  man  un- 
mittelbar die  Bögen  a  und  90"  —  a.  Übrigens  umgeht  Ptolemäus 
die  Schwierigkeit  gewöhnlich,  indem  er  zuerst  mit  den  Formeln  III 
und  IV  andere  Stücke  des  Dreiecks  berechnet  und  dann  erst  auf  die 
gesuchten  schliefst.  So  z.  B.  sucht  er,  um  aus  c  und  A,  b  zu  linden, 
welches  die  Formel  IV  direkt  geben  würde,  zuerst  mit  I  die  Seite  a 
und  bestimmt  dann  aus  11  mit  Hilfe  von  a  und  Ä  das  gesuchte 
Stück '). 

Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dafs  die  Griechen  imstande 
waren,  mit  ihrer  Methode  alle  Fälle,  die  bei  rechtwinkligen  sphäri- 
schen Dreiecken  vorkommen  können  „bis  auf  einen",  zu  lösen,  näm- 
lich die  Berechnung  der  Seiten  aus  den  drei  AVinkeln.  Dieser  Fall 
bietet  sich  aber  in  der  Astronomie  nicht  dar,  und  so  blieb  er  denn 
auch  unberücksichtigt,  bis  sich  die  Trigonometrie  zu  einer  von  der 
Astronomie  unabhängigen  selbständigen  Wissenschaft  gestaltete.  Auch 
die  polare  Aufgabe,  aus  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  die  Winkel 
zu  bestimmen,  die  mit  ihrer  Methode  zu  bewältigen  ist-),  wurde 
von  ihnen  ignoriert,  wenigstens  findet  sich  im  Almagest  von  ihr 
keine  Spur. 

Die  Berechnung  ebener  Dreiecke  spielt  natürlich  in  der  Astro- 
nomie eine  untergeordnetere  Rolle,  worin  auch  der  Grund  für  die 
frühere  Ausbildung  der  sphärischen  Trigonometrie  liegt.  Dennoch 
kommt  Ptolemäus  au  verschiedenen  Stellen  seines 
Almagest  in  die  Lage,  auch  zur  Berechnung  ebener 
Figuren  Mittel  anzugeben  ^ ).  Auch  hierbei  wird  direkt 
nur  das  rechtwinklige  Dreieck  in  Betracht  gezogen, 
zu  dessen  Berechnung  die  beiden  Formeln  (Fig.  11) 

c  crd(2  J.)  ,  ,n   ..  a  ■  ISO*" 

a  =  5^ — - ;      crd  (2  Ä)  =  

120*  c 

in  Verbindung  mit  dem  Pythagoräischen  Satze  ausreichen.  Die 
schiefwinkligen    Dreiecke    werden    durch    eine    Senkrechte    in    zwei 


Fig    11- 


1)  Diesen  Weg  schlägt  Ptolemäus  z.  B.  im  13.  Kap.  iles  I.  Buches  ein,  um 
aus  Bkliptikschiefe  und  Länge  der  Sonne  die  Rektaszension  zu  berechnen ,  in- 
dem er  zuerst  die  Deklination  bestimmt.  —  2)  Delambre  a.  a.  0.  II.  61  S. 
—  3)  So  bei  Bestimmung  der  Sohattenlänge  eines  Gnomons  lib.  II.  c.  V. 
Ed.  Halma  74.  Ed.  Heiberg  98  ff.;  bei  Bestimmung  der  Anomalie  lib.  IV.  c.  V 
und  der  Exzentrizität  des  Mondes  lib.  V.  c.  VIII.  —  S.  Günther  machte 
mich  darauf  aufmerksam,  dafs  solche  Berechnungen  ebener  Dreiecke  auch 
in  der  Geographie  des  Ptolemäus  vorkommen.  Vgl.  hierüber  H.  Berger,  Ge- 
schichte der  wissenschaftl.  Erdkunde  der  Griechen.  4.  Abt.  Leipzig  1893. 
131—135. 
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rechtwinklige  zerlegt  und  mit  den  eben  erwübuten  Formeln  be- 
lumdelt.  Dies  führt  ihn  bei  der  im  Buche  der  Verfinsterungen') 
iiuf'treteuden  Aufgabe,  einen  Winkel  aus  den  drei  Seiten  zu  be- 
stimmen, zu  einem  Verfahren,  aus  dem  sich 
später  unser  Cosinussatz  entwickelte.  Er 
sucht  zunächst  die  Differenz  der  beiden  Basis - 
abschnitte  (Fig.  12),  die  die  Höhe  macht,  und 

js c* 

findet    CD  —  DB  = ,    da    nun    noch 

CD  -f-  DB  =  a  ist,  so  hat  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  un- 
mittelbar CD  und  DB;  nun  folgt  weiter  AD  =  j/c*  —  DB-  und 
somit,  wie  oben 

,,.,„.        ÄD120P         .        j^nn^       AD -120^ 
crd  {2B)  = und    crd  (2C)  = r ■  • 

Damit  haben  wir  alle")  Mittel  kenneu  gelernt,  deren  sich  Ptole- 
mäus  zur  Bestimmung  ebener  und  sphärischer  Dreiecke  bediente,  und 
die  Griechen  der  späteren  Zeit  haben  nichts  Wesentliches  mehr  hin- 
zugethan.  Wir  haben  nur  noch  einige  Ergänzungen  zu  erwähnen, 
welche  der  schon  wiederholt  genannte  Theon  von  Alexandrien^) 
in  seinem  Kommentar  zu  den  Lehren  des  Almagest  hinzufügte. 
Eine  Durchsicht  dieses  Kommentars  läfst  erkennen,  dafs  derselbe 
viel  Überflüssiges  enthält  und,  trotz  seiner  Breite  und  Weitschweifig- 
keit, durchaus  nicht  immer  klar  und  übersichtlich  geschrieben  ist. 
Am  erwähnenswertesten  ist  vielleicht  der  Umstand,   dafs  er  uns  mit 


1)  Lib.  VI.  c.  7.  Ed.  Halma  423— 424.  Ed.  Heiberg  516— 518fF.  Bereclmung 
der  Gröfse  des  bei  einer  Sonnenfinsternis  vom  Monde  verdeckten  Teiles  der 
Sonnenscheibe.  —  2)  Es  ist  nicht  richtig,  wenn  R.  AVolf,  H.A.  I.  225  meint, 
dafs  die  Griechen  schon  den  Sinussatz  für  das  schiefwinklige  Dreieck  kannten. 
Derselbe  findet  sich  nirgends,  weder  für  die  Ebene,  noch  für  die  Kugel.  — 
Ungefähr  ein  Jahrhundert  vor  Theon  hatte  Pappus  von  Alesandrien  eben- 
falls einen  Kommentar  zum  Almagest  geschrieben,  da  aber  Theon  den- 
selben benützte  —  ein  Bruchstück  von  ihm  enthält  der  Anfang  der  Er- 
läuterungen zum  V.  Buche  —  so  dürfte  sein  Inhalt  jedenfalls  den  uns  be- 
kannten des  Theon'schen  Werkes  kaum  übertroffen  haben.  —  3)  Theon 
lebte  in  Alexandria  zur  Kegierungszeit  Theodosius'  des  Grofsen  und  wird 
gewöhnlich  zum  Unterschiede  von  dem  zu  Smyrna  lebenden  Zeitgenossen 
des  Ptolemäiis,  Theon  Smyrnaeus,  der  Jüngere  genannt.  Nach  seiner 
eigenen  Angabe  beobachtete  er  in  Alexandria,  wo  er  am  Museum  lehrte,  im 
Jahre  365  nach  Chr.  eine  SonnenfLnstemis ,  und  seine  Bemerkungen  zu  den 
chronologischen  Handtafeln  des  Ptolemäus  erstrecken  sich  bis  372,  vielleicht 
sein  Todesjahr.  Von  seinem  Kommentar  zum  Almagest  fehlen  die  Kommentare 
zum  III.,  zu  einem  Teile  des  V.,  zum  XI.  und  Xu.  Buche;  ein  günstiger  Zufall 
ist  es  für  uns,  dafs  jener  zum  ersten  Buche  erhalten  blieb. 
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der  Sexagesimalrecliuuug  der  Griechen  bekannt  macht  und  dafs  er 
bei  Wiederholung  der  Rechnungen  des  Ptolemäus  eine  gröfsere  Ge- 
nauigkeit anstrebt  und  wenigstens  einigermafseu  die  Genauigkeits- 
grenzen der  im  Almagest  entwickelten  Methoden  untersucht').  Aufser- 
dem  müssen  wir  noch  ein  nicht  unwichtiges  Theorem  mitteilen ,  das 

er  im  2.  Buche  seines  Kommentars 
beweist").  Es  ist  dies  der  Satz,  dafs 
die^  Zuwächse  der  Sehnen  bei 
konstant  wachsenden  Bögen  ab- 
nehmen. Die  konstanten  Inkremente 
des  Bogeus  AB  (Fig.  13)  seien  die 
Bögen  BC=CD  =  DE,  dann  ist 
zu  beweisen,  dafs  der  Zuwachs  der 
Sehne  BB'  gröfser  ist,  als  der  Zuwachs,  den  die  Sehne  GC  erleidet, 
also  GL  >  DK.  Nun  haben  die  Dreiecke  BGF  und  GFD  die 
Seite  CF  gemeinsam,  BC=GD  und  ^BCF>FCD,  also  ist 
BF>FD,  also  auch  FG>DK,  oder  CL>DK.  Heute  erkennt 
man  die  Richtigkeit  des  Satzes,  indem  man  y  =  smx  setzt  und 
(hj  =  COS. rclx  bildet;  da  nun  d.c  konstant  ist,  so  nimmt  dy  mit 
wachsendem  x  gegen  Null  ab.  Diesem  Hilfssatze  werden  wir  später 
noch  bei  den  Arabern  begegnen,  die  ihn  nützlich  zu  verwerten  ver- 
standen. 

Da  Theon,  wie  aus  dem  Angeführten  erhellt,  durchgreifende  Ver- 
besserungen der  trigonometrischen  Methoden  nicht  einzuführen  im- 
stande war,  so  sehen  wir,  dafs  in  dem  Zeitraum  zwischen  der  Mitte 
des  zweiten  und  dem  Ende  des  vierten  Jahrhunderts  ein  völliger 
Stillstand  in  der  Fortbildung  der  geometrischen  Rechnungsmethodeu 
eingetreten  sein  mufste,  eine  Erscheinung,  die  in  ähnlicher  Weise 
auch  in  den  anderen  Gebieten  der  Mathematik,  wie  in  der  Astro- 
nomie, zu  beobachten  ist.  Theon s  Kommentar  ist  das  letzte  uns  er- 
haltene Werk,  das  aus  der  Schule  der  Neuplatoniker  hervorging, 
denn  wenn  uns  auch  Suidas  überliefert  hat,  dafs  die  gelehrte  Tochter 
Theons,  die  unglückliche  Hypatia,  welche  im  Jahre  415  von  einem 
christlichen  Pöbelhaufen  ermordet  wurde,  unter  anderen  mathemati- 
schen  Schriften  einen  astronomischen  Kanon  oder  Kommentar  ver- 


1)  So  findet  er  z.  B.,  Commentaire  Ed.  Halma  203,  dafs  1^  2'  .50"  <  cid  1» 
<  l'' 2' 50"  12"'  ist,  wie  wir  dies  schon  S.  21  bemerkten,  und  sagt  die  12"' 
können  weggelassen  werden,  da  sie  <  -l"  sind;  auch  weist  er  (213 — 214)  darauf 
hin,  dafs  Ptolemäus'  Methode  zur  Umgehung  der  Dreiteilung  bei  Bögen  von 
gröfserem  Intervalle  nicht  zu  verwenden  ist.  —  2)  Auf  das  hat  schon  Delambre 
a.  a.  0.  II.  570 — 571  aufmerksam  gemacht. 
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fafst  habe,  so  ist  doch   leider  von  ihren  Werken    nichts    mehr   iiul' 
uns  gekommen. 

Jahrhunderte  hing  war  Alexandria  das  Zentrum  der  Bildung,  die 
Pflanzstätte  der  Wissenschaften  gewesen.  Aus  der  Vereinigung  ägyp- 
tischer und  asiatischer  Kenntnisse  hatte  der  überlegene  hellenische 
Geist  neue  wissenschaftliche  Systeme  zu  schaffen  verstanden,  und 
namentlich  Mathematik  und  Astronomie  waren  zu  hoher  Blüte 
gediehen.  Selbst  als  Cäsar  im  Jahre  47  seine  Legionen  gegen  die 
Stadt  am  Nildelta  ins  Feld  führte,  und  bei  ihrer  Eroberung  das 
Brucheion  mit  seinen  Bücherschätzen  ein  Raub  der  Flammen  wurde, 
fand  man  bald  wieder  wenigstens  einen  teilweisen  Ersatz  an  der 
grofsartigen  Bibliothek,  welche  Attalus  IIL,  König  von  Pergamuni, 
einst  bei  seinem  Tode  im  Jahre  133  v.  Chr.  dem  römischen  Senate 
vermacht  hatte,  indem  der  Triumvir  Antonius  dieselbe  im  Serapis- 
tempel zu  Älexandria  aufstellen  liefs.  Bald  hatte  sich  die  neue 
Akademie  gebildet,  die  Schule  der  Neupythagoräer  entstand  und 
wurde  im  dritten  Jahrhundert  nach  Chr.  von  jener  der  Neuplato- 
niker  abgelöst,  die  Ammonius  ins  Leben  rief.  Ob  Ptolemäus  dieser 
Schule  angehörte,  wissen  wir  nicht,  wohl  aber  seine  Kommentatoren 
Pappus  und  Theon  und  des  letzteren  Tochter  Hypatia.  Mit  ihrem 
Tode  verschwindet  Alexandria  aus  der  Geschichte  der  Eutwickelung 
mathematischer  und  astronomischer  Wissenschaften,  und  wenn  auch 
an  der  neugegründeten  Hochschule  in  Athen  der  Neuplatonismus 
noch  eine  Zeit  lang  sein  Leben  fristete,  so  ging  doch  aus  seinem 
Schofse  keine  Persönlichkeit  mehr  hervor,  welche  unser  spezielles 
Interesse  in  Anspruch  nimmt.  Ebensowenig  Bemerkenswertes  wurde 
in  unserer  Wissenschaft  an  der  von  Theodosius  IL  im  Jahre  425  in 
Konstantinopel  gegründeten  Universität  geleistet,  und  auch  der 
Aufschwung  der  mathematischen  Wissenschaften^),  welcher  unter 
Leon,  dem  Mathematiker,  zur  Zeit  des  Kaisers  Theophilus  (82!) — 842) 
in  Byzanz  stattfand,  bewirkte  nur  eine  Wiederaufnahme  lange  ver- 
nachlässigter Studien,  ohne  in  unserem  Fache  Neues  zu  bieten.  Erst 
unter  der  Herrschaft  der  Paläologen  (1258)  begann  in  Byzanz  eine 
fruchtbare  Thätigkeit  in  mathematischer  und  astronomischer  Hinsicht 
sich  zu  entwickeln.  Da  jedoch  der  Anstofs  hierzu  von  der  inzwischen 
aufgeblühten  arabisch-griechischen  Litteratur  ausging,  und  die  Griechen 
die  Schriften  ihrer  Vorfahren  erst  wieder  aus  orientalischen  Quellen 
kennen  lernten,  so   müssen  wir  eine  Besprechung  der  wissenschaft- 


1)  Vgl.  K.  Krumbacher,  Geschichte  der  byzantinischen  Litteratur  von 
Justinian  bis  zum  Ende  des  oströmischen  Reiches  (827 — 145.S).  2.  Aufl.  Mün- 
chen 1897.    620  ff. 
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liehen  Thiitigkeit  dieser  Periode  auf  später  verschieben.  Dagegen 
haben  wir  noch  einige  Worte  bezüglich  des  Überganges  der  mathe- 
matisch-astronomischen Wissenschaften  der  Griechen  an  die  übrigen 
Kulturvölker  beizufügen. 

Man  sollte  erwarten,  dafs,  nachdem  Alexandria  in  die  Hand  der 
Römer  gekommen  und  eine  Provinzialstadt  des  grofsen  weltumsjiau- 
nenden  Reiches  geworden  war,  mit  der  Verschiebung  der  politischen 
Macht  auch  der  Schwerpunkt  der  geistigen  und  wissenschaftlichen 
Eutwickelung  nach  Rom  verlegt  worden  wäre.  Das  war  aber  keines- 
wegs der  Fall;  denn  wenn  es  auch  einzelne  Astronomen,  wie  Mene- 
laus  gab,  die  zeitweise  in  Rom  lebten,  wenn  auch  Philosopheuschulen, 
wie  die  des  Plotinus  (224  n.  Chr.)  daselbst  entstanden,  so  fristeten 
doch  die  Wissenschaften,  die  nur  idealen  Zwecken  dienten,  daselbst 
ein  kümmerliches  Dasein.  Der  Geist')  der  Römer  war  zu  sehr  auf 
das  rein  Praktische  gerichtet,  als  dafs  z.  B.  die  Astronomie  daselbst 
jemals  zu  besonderer  Blüte  hätte  gelangen  können.  Was  die  Römer 
allein  interessierte,  war  die  für  ihre  Grenzregulierungen  unentbehr- 
liche Feldmefskunst^).  Aber  auch  hierin  haben  sie  bei  den 
Griechen  Anlehen  gemacht,  indem  sie  sich  der  Methoden  des  uns 
schon  bekamiten  Herou,  des  Geodäten,  bedienten  —  eine  selbständige 
Weiterentwicklung,  etwa  nach  trigonometrischer  Seite  hin,  war  von 
ihnen  weder  zu  erwarten,  noch  trat  sie  auch  wirklich  ein,  so  dafs  es 
für  unsere  Zwecke  völlig  belanglos  ist,  ihre  Thätigkeit  weiter  zu 
verfolgen. 

Anders  war  es  bei  einem  Volke,  das  schon  frühzeitig  in  Be- 
rührung mit  hellenischer  Bildung  und  hellenischer  Wissenschaft  trat 
und  teils  vermöge  einer  unverkennbaren  Naturanlage,  teils  infolge 
seines  religiösen  Kultus  sich  zu  mathematischen  und  astronomischen 
Studien  hingezogen  fühlte:  wir  meinen  die  Inder,  deren  Anteil  an 
der  Entwickelung  unserer  Wissenschaft  wir  im  folgenden  Kapitel 
schildern  wollen. 


1)  Cicero  sagt  hierüber  (Tuscul.  Quaest.  lib.  I.  c.  2.  §  5:  „Die  Geometrie 
stand  bei  den  Griechen  in  höchsten  Ehren,  weshalb  nichts  glänzender  ist,  als 
ihre  Mathematiker,  bei  den  Römern  aber  ist  das  Mafs  jener  Kunst  durch  den 
Nutzen  des  Rechnens  und  Ausmessens  begrenzt."  —  2)  Vgl.  hierüber  M.  Cantor: 
Die  römischen  Agrimensoren  und  ihre  Stellung  in  der  Geschichte  der  Feldmefs- 
kunst.     Leipzig  1875.  8°.,  und  Geschichte  II.  496—521. 
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3.  Kapitel. 
Die  indische  Trigonometrie. 

§  1.    Berechnung  der  Sinustafeln. 

Die  luathematiscli-astrouoiuiscbeu  Kenutuisse  der  luder  hatten 
ebenso  wenig,  oder  noch  weniger,  als  die  der  Griechen  auf  heimi- 
schem Boden  ihre  erste  Entstehung  gefunden.  Schon  in  den  ältesten 
Zeiten  stand  Indien  mit  den  umliegenden  Völkerschaften  in  regen 
Handelsbeziehungen,  und  es  darf  daher  kein  Wunder  nehmen,  wenn 
sich  Spuren  chaldäischer  Wissenschaft  in  ihrer  eigenen  finden').  Die 
Eroberungszüge  Alexanders  des  Grofseii  (.327)  aber  hatten  einen 
engen  Kontakt  mit  hellenischer  Kultur  und  Bildung  eröffnet,  der 
unter  den  Seleuciden  sich  noch  inniger  gestaltete,  als  der  Begründer 
dieser  Dynastie,  Seleukus  Nikanor  (312 — 280),  durch  Vertrüge  mit 
dem  König  der  Inder  die  Grenzen  seiner  Herrschaft  feststellte.  Und 
als  sich  orientalische  Teile  seines  Reiches  losgetrennt  hatten,  welche 
zu  unabhängigen  Satrapien  wurden,  hielten  die  griechischen  Fürsten, 
die  selbst  wieder  in  beständigen  Beziehungen  zu  ihrem  Mutterlande 
standen,  das  freundschaftliche  Verhältnis  mit  Indien  aufrecht.  So 
kam  es,  dafs  schon  damals  griechische  Wissenschaft  nach  Indien  ver- 
pflanzt wurde-).  Aber  auch  noch  in  späterer  Zeit  fand  dieser  Über- 
gang statt,  und  die  astronomische  Litteratur  der  Hindu  scheint  uns 
sowohl  die  ältere,  als  auch  die  neuere  Periode  der  griechischen  deut- 
lich erkennen  zu  lassen^).  Jedoch  steht  es  andererseits  aufser  Zweifel, 
dafs  die  Inder,  die  mit  ebenso  grofsem  rechnerischen  Talente  begabt 
sind,  wie  die  Griechen  mit  geometrischen  Anlagen  ausgestattet 
waren,  die  überkommenen  Methoden  nach  der  rechnerischen  Seite 
hin  ausbildeten  und  dabei  manches  Originelle  hinzuthaten.  So  läfst 
sich  z.  B.  ihre  Berechnunsi  der  Sinustabellen  bei  keinem  andern  der 


1)  J.  B.  Biot,  Etudes  sur  rAstronomie  Indienne  et  sur  rastronomie 
Chinoise.  Paris  1862,  8°.  81.  —  2)  Vgl.  hierüber:  Reinaud,  Memoire  sur 
rinde.  Paris  1849.  242  ff.  —  Weber,  Zur  Geschichte  der  indischen  Astro- 
logie. Indische  Studien.  Bd.  IL  1853.' 2.36  tf.  und  242  ff.  —  Sürya-Siddhänta. 
Ed.  Burgess.  Journal  of  the  American  orieutal  Society  vol.  11.  470 — 475.  — 
Whitney,  Oriental  and  linguistic  studys  1874.  365  ff.  —  M.  Cantor,  Graeco- 
indische  Studien.  Zeitschrift  f.  Math,  und  Phys.  1877.  XXII.  liistor.  Abteil. 
1—5,  sowie  Gesch.  der  Math.  I.  2.  Aufl.  559—561.  —  3)  Der  Wortlaut  ihi-er 
in  Versen  gegebenen  Regeln  zeigt  nämlich  deutlich,  dafs  dieselben  ausschliefs- 
lich  mit  Benützung  der  Projektionsmethode,  also  der  älteren  Methode  der 
Griechen,  und  nicht  mit  dem  Satze  des  Menelaus  abgeleitet  sind,  -während  ihi- 
Planetensystem  völlig  mit  dem  künstlichen  Epizykelsystem  des  Ptolemäus  über- 
einstimmt, also  einer  weit  späteren  Zeit  angehört. 
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bekannteu  Kulturvölker  nachweisen,  und  gerade  der  Kern  jener  uns 
aus  dem  Analemma  bekannten  Methode,  die  Orthogonalprojektiou,  die, 
soviel  uns  bekannt,  die  Griechen  nur  zur  graphischen  Bestimmung 
der  Sonnenörter  führte,  veranlafste  sie  zur  erstmaligen  Einführung 
des  Sinus  statt  der  Sehne  und  wurde  in  ihrer  Hand  zu  einer 
fruchtbaren  astronomischen  Rechnungsmethode. 

Von  der  uns  interessierenden  Litteratur  der  Inder  ist  uns  aller- 
dings noch  nicht  allzuviel  bekannt  geworden,  doch  genügt  das  Wenige, 
um  einen  Einblick  in  ihre  Trigonometrie  zu  gewinnen,  die  wie  bei 
den  Griechen,  nur  zum  Zwecke  astronomischer  Berechnungen  ver- 
wendet wurde.  Wir  müssen  daher  ihre  astronomischen  Siddhäntas', 
ihre  Systeme,  zu  Rate  ziehen,  deren  sie  eine  ganze  Reihe  besafseu 
und  noch  besitzen^). 

Das  älteste  dieser  Werke,  soweit  sie  noch  erhältlich  sind,  ist 
der  Sürya-Siddhänta,  oder  die  „sichere  Wahrheit  enthüllt  durch 
die  Sonne";  doch  auch  seine  Entstehung  fallt  wahrscheinlich  erst  in 
das  vierte  Jahrhundert  nach  Chr."),  woraus  jedoch  keineswegs  ge- 
folgert werden  darf,  dafs  die  darin  überlieferte  Wissenschaft  nicht 
viel  früher  schon  im  Besitze  der  Inder  war,  denn  auch  die  spätere 
Siddhänta-Litteratur  weist  gegen  dieses  älteste  Werk  soviel  wie 
keinen   Fortschritt   auf^),   und   auch   das  jüngste    der    Systeme,    der 


1)  Bezüglich  der  bis  jetzt  in  modei'ne  Sprachen  übersetzten  Siddhänta- 
Litteratur  sei  bemerkt,  dafs  zuerst  Davis  in  den  Asiatic  researches  of  the 
Society  of  Bengal  vol.  11.  1807  die  1789  entstandene  engl.  Übersetzung  eines 
Auszuges  aus  dem  Sürya-Siddhänta  veröffentlichte;  1861  erschien  dann  in  der 
Bibliotheca  Indica,  Serie  30,  Calcutta,  ein  gröfserer  Teil  desselben  von  dem 
Inder  Pundit  Bäpü  Dewa  Sästri  1860  ins  Englische  übersetzt,  zugleich  mit 
einer  Version  der  astronomischen  Teile  des  Siddhänta-(,!iromani  von  L.  Wil- 
kinson,  und  1860  veröffentlichte  E.  Burgess  eine  mit  wertvollen  Anmerkungen 
versehene  Übersetzung  des  ganzen  Sürya-Siddhänta  im  Journal  of  the  American 
oriental  Society  VI.  New-Haven,  welche  jedoch  Whitney  p.  366  Anm.  1  seiner 
Oriental  and  linguistic  studys  2.  Serie,  1874  vollständig  als  sein  Werk  in  An- 
spruch nimmt  und  bemerkt,  dafs  nur  bei  der  Abfassung  der  Anmerkungen 
mathem.  Inhaltes  sich  Professor  Newton  beteiligt  habe.  Aufser  diesen  Aus- 
gaben lag  uns  noch  G.  Thibauts  engl.  Version  des  Panchasiddhänticä 
von  Varäha-Mihira  (Ende  des  5.  Jahrhunderts),  Benares  1889  vor.  — 
Brahmagupta  (geb.  ö98)  schrieb  Brähma-sphuta-Siddhänta,  oder  das  ver- 
besserte System,  in  welchem  das  12.  und  18.  Kapitel  rein  mathematischen 
Inhaltes  sind.  Diese  beiden  Kapitel  sind  im  Verein  mit  den  algebraischen 
Abschnitten  im  Siddhänta - Qiromäni  von  H.  Th.  Colebrooke  unter  dem 
Titel  Algebra  with  arithmetic  and  mesuration  from  the  Sanscrit  of  Brahma- 
gupta and  Bhaskara  translated  by  H.  Th.  Colebrooke,  London  1817  veröffent- 
licht. Brahmagupta  ist  geboren  598  nach  Chr.  und  ßhäskara  Akärya,  der 
Verfasser  des  Siddhänta-(,-'iromäni  1114.  • —  2)  Whitney,  Or.  and  ling.  st.  201. 
—  3;  Dies  bestätigen  alle  Kenner  der  indischen  Litteratur  (z.  B.  Biot  a.  a.  0.  20) 
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Siddhiinta- (^iromüni,  der  von  Bbäskara- Akärya  aus  deiu 
12.  Jahrhundert  stammt,  ist  hiervon  uiclit  ausgeschlossen.  Wir 
können  uns  daher  mit  der  Darstellung  der  trigonometrischen  Metho- 
den begnügen,  wie  sie  sich  aus  dem  Sürya-Siddhänta  ergeben. 

Nun  sind  alle  astronomischen  Lehrbücher  der  Inder  und  also 
auch  dieses  in  Versen  geschrieben,  die  nur  die  nackten  Kcchuungs- 
regeln  olitie  Begründung  oder  Beweis  angeben,  und  man  ist  daher 
gezwungen  aus  dem  Wortlaute  derselben  auf  ihre  Entstehung  zurück- 
zuschlidseu.  Anhaltspunkte  hierzu  bietet  die  Kenntnis  ihrer  Kech- 
uuuü'smethoden,  welche  uns  durch  Colebrooke  vermittelt  wurden^) 
und  erkennen  lassen,  dafs  ihnen  die  Lehre  von  den  Proportionen 
völlig  geläufig  war.  Ihre  geometrischen  Resultate  haben  sie  daher 
nur  mit  Hilfe  ähnlicher  Dreiecke,  auf  die  sie  die  Regel  der  drei 
Gröfsen  anwenden  konnten,  erzielt.  Sollte  aber  dieses  einfache 
Hilfsmittel  genügen,  um  sphärische  Probleme  zu  lösen,  so  war  es 
am  nächsten  liegend,  die  Kugel  auf  drei  zu  einander  senkrechte 
Ebenen  zu  projizieren,  eine  Methode,  die  sie  in  der  Gnomonik 
der  Griechen  schon  fertig  vorfanden.  Thatsächlich  läfst  sich  auch 
jede  der  indischen  Regeln,  ohne  irgend  welchen  Zwang,  aus  den 
Elementen  der  durch  diese  Projektionen  erhaltenen  Figuren  zu- 
sammensetzen. 

Doch  beginnen  wir  zunächst  mit  dem,  was  wir  über  die  Sinus- 
tafeln der  Inder  und  ihre  Herstellung  mitteilen  können.  Da  finden 
wir  nun  zunächst  in  dem  noch  nicht  genannten  Werke  Ar  y  ab  ha - 
tiyam  des  476  nach  Chr.  geborenen  Aryabhata  im  dritten  Ab- 
schnitte-) folgende  Entstehung  des  Sinus  angegeben: 
„Teile  den  vierten  Teil  des  Kreises  mittelst  eines 
Dreieckes  und  eines  Viereckes  (in  gleiche  Teile), 
so  hast  du  auf  dem  Radius  alle  gewünschten  Halb- 
sehnen  (djyä-ardhä,  oder  ardhä-djyä,  oder  kurz  mit 
Weglassuug  von  ardhä  =  halb,  djyä)  der  Bögen  (cäpa).'' 
D.  h.  doch,  man  teile  den  Quadranten  in  eine  An- 
zahl gleicher  Teile;  ist  dann  AG  ein  solcher  Teil  (Fig.  14)  und  fällt  man 
CD  _L  OH,  so  entsteht  die  dreieckige  Figur  CDB  und  die  viereckige 
ACDO,  OB  ist  die  Halbsehne  des  doppelten  Bogens  AC  oder  unser 
Sinus,  und  alle  diese  Sinusse  werden  auf  dem  Radius  OB  abgelesen. 


und  wir  haben  uns,  soweit  es  die  eben  angeführte  Litteratur  erlaubte,  von  der 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  überzeugt. 

1)  Colebrooke  a.  a.  0.  Lihiväti.  Cap.  III.  sect.  VI;  ferner  Arneth,  Ge- 
schichte der  Mathematik  p.  174.  —  2)  Ein  Teil  dieses  Abschnittes  ist  von 
Rodet  ins  Französische  übersetzt:    Journal  asiatique  7.  Serie  XIII.  1879. 

V  B  raun  m  üb  1.  Geschichte  der  Trigonometrie,  I.  3 
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Diese  und  die  eutsprecliende  Stelle  im  Sürya-Siddliän ta^) 
siud  die  ältesten  der  uns  bekannten  Litteratur,  in  denen  der 
Sinus  auftritt,  und  den  Indern  kommt  das  Verdienst  zu, 
denselben  zuerst  eingeführt  zu  haben. 

Nun  teilen  die  Inder,  wie  die  Griechen,  babylonischer  Überliefe- 
rung folgend,  den  Kreis  in  360"  =  21600'  und  setzen  den  Sinus  des 
96.  Teiles  desselben,  oder  des  24.  Teiles  des  Quadranten,  wie  Arya- 
bhäta  sagt"),  d.  h.  sin  3°  45'=  sin  225',  den  kramadjyä,  d.h.  geraden 
Sinus,  gleich  225',  ein  von  der  Gepflogenheit  der  Griechen  völlig  ver- 
schiedenes Verfahren.  Hierauf  wird  sowohl  im  Aryabhätyam,  als  im 
Sürya-Siddhänta  beistehende  Sinustafel  mitgeteilt,  die  aufser  den 
Sinussen  auch  noch  die  Werte  des  Sinus  versus,  utki'amadjyä  ge- 
nannt, enthält^). 


No. 

Bögen 

Indische  Sinus 

Wahre 

Werte  in 

Mia. 

Sinus 
versus 

Sinus  in 
120  Teilen 
des  Bad. 

in  Gr. 
n.  Min. 

in  Min. 

in  Min. 

1.  Diff. 

2.  Di£f. 

in  Teilen 
des  Bad. 

1 

3» 

45' 

225' 

225' 

224 

222 

219 

215 

210 

205 

199 

191 

183 

174 

164 

154 

143 

131 

119 

106 

93 

79 

65 

51 

37 

22 

7 

0,065445 

224,84' 

7' 

7' 51" 

2 

7« 

30' 

450 

449 

—  2 

0,130599 

448,72 

29 

15' 40" 

3 

11» 

15' 

675 

671 

-  3 

0,195172 

670,67 

66 

23'  25" 

4 
5 

15» 
18° 

45' 

900 
1125 

890 
1105 

—  4 

—  5 

0,258871 
0,321408 

889,76 
1105,03 

117 

182 

31'  4" 
38'  34" 

6 

22» 

30' 

1350 

1315 

—  5 

0,382489 

1315,57 

261 

45' 56" 

7 

26» 

15' 

1575 

1520 

—  6 

0,442117 

1520,48 

354 

53'  5" 

8 

30» 

1800 

1719 

—  8 

0,500000 

1718,88 

460 

60' 

9 

33° 

45' 

2025 

1910 

—  8 

0,555555 

1909,91 

579 

66' 40" 

10 

37» 

30' 

2250 

2093 

—  9 

0,608784 

2092,77 

710 

73'  3" 

11 

41» 

15' 

2475 

2267 

—  10 

0,659395 

2266,67 

853 

79'  7" 

12 

45» 

2700 

2431 

-  10 

0,707097 

2430,86 

1007 

84' 51" 

13 

48» 

45' 

2925 

2585 

—  11 

0,751894 

2584,64 

1171 

90'  13" 

14 

52» 

30' 

3150 

2728 

—  12 

0,793484 

2727,35 

1345 

95'  13" 

15  ' 

56° 

15' 

3375 

2859 

-  12 

0,831588 

2858,.'38 

1528 

99' 46" 

16 

60° 

3600 

2978 

—  13 

0,866201 

2977,18 

1719 

103' 56" 

17 

63» 

45' 

3825 

3084 

—  13 

0,897033 

3083,22 

1918 

107' 38" 

18 

67° 

30' 

4050 

3177 

—  14 

0,924084 

3176,07 

2123 

110' 53" 

19 

71° 

15' 

4275 

3256 

—  14 

0,947062 

3255,31 

2333 

113' 38" 

20 

75» 

4500 

3321 

—  14 

0,965969 

3320,61 

2548 

115' 56" 

21 

78° 

45' 

4725 

3372 

—  14 

0,980803 

3371,70 

2767 

117' 43" 

22 

82» 

30' 

4950 

3409 

—  15 

0,991565 

3408,34 

2989 

119' 

23 

86° 

15' 

5175 

3431 

—  15 

0,997964 

3430,39 

.^/213 

119' 45" 

24 

90» 

5400 

3438 

1,000000 

3437,75 

3438 

120'  1" 

1)  Asiatic  researches  ü.  245  und  Ed.  Burgess  196.  Cap.  U.  No.  15.  — 
2)  Cap.  I.  Strophe  X.  Möglich  ist,  dafs  die  Sinustafel  der  Inder  ihren  Ursprung 
bei  den  Babyloniem  hat,  da  sie  auf  der  Sexagesimalteilung  derselben  beruht;  vgl. 
auchRodet  a.  a.  0.  414  und  Whish,  Tranaactions  of  the  Litt. Soc.of  Madras  I.  70. 
—   3)   Die   vier   ersten    Spalten    und    die   9.   dieser  Tafel   sind   dem   Siirya-Sid- 
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Die  Bildung  der  Zahleuwerte  dieser  Tafel  wird  im  Sörya- 
SiddhiUita  mit  so  klaren  Worten  angegeben'),  divls  sie  sich  unmittel- 
bar durch  die  Formel 

sin  (in  +  1)«)  =  siu  (««)  +  {z/„4.i  —  ^'^^} 

ausdrücken  läl'st,  wo 

a  =  225'  =  sin  «     und     z^„  + 1  =  sin  (««)  —  sin  (h  —  1)« 

ist  und  in  der  5.  Spalte  der  Tabelle  berechnet  steht.  Schwieriger 
zu  beantworten  ist  die  Frage,  wie  die  Inder  zu  dieser  mechanischen 
Interpolationsformel  kamen,  welche,  wie  die  in  Spalte  8  angegebenen 
exakteren  Sinuswerte  zeigen,  zu  hinlänglich  genauen  Resultaten  führte. 
Wir  kommen  zur  Beantwortung  dieser  Frage  durch  eine  Notiz, 
welche  Davis  einem  Kommentar  des  Sürya-Siddhänta  entnommen 
hat-);  aus  derselben  ergibt  sich  nämlich,  dafs  die  Inder  die  Regel, 
welche  wir  in  Gestalt  obiger  Formel  schrieben,  erst  nach  der  Kon- 
struktion der  Tabelle  aus  den  Zahlen  derselben  herausgelesen  haben, 
was  bei  ihrer  zahlentheoretischen  Veranlagung  durchaus  kein  Wunder 
nimmt.  In  der  That  war  es  auch  aus  der  Bildung  der  ersten  und 
zweiten  Differenzen,  die  doch  sehr  nahe  lag^),  unschwer  zu  ersehen, 
dafs  die  zweiten  Differenzen,  /}",  mit  den  Sinussen  wachsen  und  zwar 
in  der  Weise,  dafs  das  Verhältnis  des  Sinus  zur  entsprechenden 
zweiten  Differenz   eine  Konstante  c  ist,  die  nahezu  mit  sin«  =  225' 

übereinstimmt,    so    dafs    man    hat:     z/?,  ^  ^ Ferner    zeigt    die 

Tafel  direkt,  dafs  sin  (n  -|-  1)«  —  sin««  =  ^„  +  1  —  ^:,  ist,  aus 
welchen   beiden  Beziehungen    sich    die    fragliche    Regel    ergibt.      Die 


dbänta  entnommen.  Ed.  Burgess  197,  die  wahren  Sinuswerte  sind  von  dem 
Herausgeber  berechnet,  während  sich  die  in  der  5.  Spalte  befindlichen  ersten 
Differenzen  im  Aryabhätyam  finden,  und  die  zweiten  von  uns  berechnet  sind. 
Die  letzte  Spalte  endlich  enthält  die  Sinusse  in  1'20  Teilen  des  Durchmessers  aus- 
gedrückt, wie  sie  sich  im  Paiichasiddhäntika  des  Varäha-Mihira  a.  a.  0.  (24) 
finden.  Diese  Zahlenwerte  gehen  also  in  jene  der  i.  Spalte  durch  Multipl.  mit 
^^^  über.  Eine  solche  Einführung  des  Radius  von  120"  läfst  unzweifelhaft  auf 
griechischen  Einflufs  schliefsen,  und  Varäha-Mihira  spi-icht  thatsächlich  an 
verschiedenen  Stellen  von  einem  solchen. 

1)  Asiatio  researches  II.  245,  wo  übrigens  die  Regel  zur  Berechnung  des 
sinus  versus  falsch  angegeben  ist,  während  die  berechneten  Zahlen  richtig  sind. 
Dies  hat  schon  Delambre  bemerkt  a.  a.  0.  I.  457  und  es  auf  einen  Fehler  des 
Abschreibers  zurückgeführt;  in  der  Ausgabe  von  Burgess,  dem  offenbar  ein 
anderes  Original  vorlag,  ist  dieser  Fehler  auch  vermieden  a.  a.  0.  196.  Vers  22. 
—  2)  Asiatio  researches  11.  246 — 247.  —  3)  Der  Kommentar  von  Raganätha 
gibt  auch  an,  dafs  diese  Regel  von  den  zweiten  Differenzen  abhänge.  Journal 
of  american  oriental  society  VI.  200. 
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Inder  stellten  sich  dieselbe  jedenfalls  her,  um  die  Tafel  jederzeit 
leicht  aus  dem  Gedächtnis  berechnen  zu  können.  Die  Konstaute  c 
wurde  wohl  nur  empirisch  bestimmt.  Genauer  ergibt  sich  dieselbe 
durch  eine  einfache  Rechnung,  die  Wöpcke^)  angestellt  hat,  zu 
227'  48,5". 

Wie  erhielten  nun  aber  die  Inder  die  Zahlen  ihrer  Tabelle  ur- 
sprünglich? Im  Aryabhatyam  findet  sich  für  n  der  Wert  i),1410 "). 
Nun  sucht  der  Inder  die  Gröfse  des  Kreisbogens  in  Minuten,  der 
seiner  Länge  nach  dem  Radius  gleichkommt  —  ein  Gedanke,  auf 
den  ein  Grieche  nie  gekommen  wäre,  da  es  ihm  absolut  ferne  lag, 
eine  Gerade  durch  einen  Kreisbogen  zu  messen  —  und  findet  aus 
der  Proportion  r' :  r  =  180  ■  60  :  )■%,  r'  =  3437,73...',  oder  in  ganzen 
Zahlen,  die,  wie  schon  die  Tafel  gezeigt  hat,  allein  berücksichtigt 
werden,  r  ==  3438'.  Aus  der  Definition  des  Sinus  ergab  sich  dann 
sin  90"  =  3438'  und  aus  dem  regulären  Sechsecke  sin  30"  =  y  =  1719' 

-—  =  2978'.    Ferner  liefs  sich  ebenfalls  leicht  geo- 
metrisch   schliefsen,    dafs    sin  45"  =  cos  45"  ^  1/—    ist,    und    dieser 

Wert  vom  Radius  abgezogen  lieferte  sinvers  45".  Mit  diesem  multi- 
plizierte man  den  Radius,  und  die  Quadratwurzel  aus  dem  halben 
Produkt  gab  sin  22"  30'.  Hierauf  wurde  das  Quadrat  dieses  Wertes 
von  dem  Kadius  abgezogen,  und  die  Wurzel  aus  der  Differenz  ergab 
sin  67"  30'  =  cos  22"  30'.  Hieraus  folgt  weiter  r  —  cos  67"  30' 
=  sinvers  67"  30'  und  r  —  cos  22"  30'  =  sinvers  22"  30'  u.  s.  f.  Aus 
dieser  Darstellung,  die  dem  Sürya-Siddhäuta  entnommen  ist*),  erkennt 
man  die  Vertrautheit  der  Inder  mit  den  Beziehungen,  die  wir  durch 

die  Formeln  sin"«  +  cos-«  =  1,  sin^a  +  sinvers^«  =  (2sinYJ  , 
oder  sin^^l/— ^^-^ — -       für   >•  =  1    ausdrücken    und    denen    wir 

schon  bei  den  Griechen  begegneten.  Thatsächlich  genügen,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  diese  Formeln,  um  die  sämtlichen  24  Sinus- 
und  Sinus  versus-Werte  zu  erhalten.  Die  Sinusse  zwischenliegender 
Winkel  konnten  dann  leicht  mittelst  der  ersten  Diiferenzen  inter- 
poliert werden. 


1)  Nouvelles  Anuales  1854.  XIII;  vgl.  auch  Playfour,  Transactions  of  the 
roy.  Soc.  of  Edinbourgh  1798.  IV.  part.  n.  83  ff.  —  2)  Die  Inder  besitzen 
übrigens  auch  den  Archimedischen  Wert  ^3  und  den  Wert  yio.  Vgl.  A.  Marre, 
Nouvelles  Annales  1846.  571  und  Cantor  I.  604  und  006.  —  .3)  Asiatic  resear- 
ches  II.  247.  —  4)  Die  beiden  hier  angegebenen  Formeln  finden  sich,  natürlich 
in  Worten,  in  Varäha-Mihiras  Panchasiddbäntikä.  Ed.  Thibaut.  Cap.  TV. 
Vers  3  u.  4.    p.  (24). 
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Man  hat  die  Frage  aufgeworfen,  warum  die  Inder  gerade  von 
8"  45'  zu  3"  45'  ihre  Tafel  berechneten.  Wöpcke*)  sieht  mit  Recht 
den  Grund  hierfür  darin,  dafs  sie  nur  imstande  waren,  die  Zwei- 
teilung der  Sinusse  vorzunehmen,  und  von  sin  90"  =  3438'  aus- 
gehend schliefslich  zu  sin  225' =225'  gelangen  mufsten,  wenn  sie 
sich,  wie  dies  dem  Charakter  ihrer  Methode  entspricht,  nur  auf 
Minuten  beschränkten.  Weiter  konnte  die  Operation  dann  nicht 
mehr  getrieben  werden,  denn  da  die  Sinusse  mit  abnehmenden  Win- 
keln abnehmen,  so  müssen  die  Sinusse  von  Winkehi,  die  kleiner  als 
225'  sind,  umsomehr  den  Bögen  gleich  werden. 

Aufser  der  geschilderten  Methode  zur  Berechnung  der  Sinus- 
tafeln, welche  in  den  ältesten  indischen  Werken  niedergelegt  ist,  teilt 
Bhäskara  in  seinem  Siddhünta-Qiromäni,  dem  verbesserten  System, 
noch  eine  andere  mit,  welche  dazu  dient,  eine  Sinustafel  von  Grad 
zu  Grad  herzustellen.  Zunächst  giebt  er  an,  dafs  sin  1°  =  60'  sei 
(in  Teilen  des  Radius  3438'),  ohne  jedoch  zu  verraten,  wie  er  zu 
diesem  Werte  gelangt-).  Um  dann  hiermit  die  Sinusse  der  übrigen 
Winkel  zu  bestimmen,  gibt  er^)  die   Additionsformel  in    der  Form 

.     f      1     n\         sin  a  cos  ö    .    cos  a  sin  ß         ,  .,  .      ,  ,. 

an:    sin  \a  +  p)  = + ; — -  und  aus  ihr  gewinnt  er  die 

Gleichung  sin (k  +  1")  =  /sin  «  —  ^^j  +     ^°l,  "  ,   mit  der  er  seine 

Rechnung    vollendet.     Die  letztere  Formel   ergibt   sich,    wenn    man 
sin  1»  60  •         10        ,    ^  ,        , 

^^  =  3438  =  573  ^^^^t'  wodurch 

^-l-6i  =  SS  =  0,999846247... 
kommt,   ein  Wert,   der   auf  5  Dezimalen   mit  dem  richtigen  stimmt. 


1)  Nouvelles  Annales  .1854.  XIII.  390.  —  2)  Siddhänta-Ciromäni.  Ed.  Wil- 
kinson  263 — 268.  Bhiiskara  sagt  hier  nur,  die  Regel,  mit  der  man  diese 
Werte  erhalte,  heil'se  Pratihägajyakä  (268.  Vers  23)  und  sei  in  seiner  Lilaväti  ge- 
geben, aber  für  eine  genaue  Berechnung  sei  sie  nicht  ausreichend,  weshalb 
er  davon  abstehe,  dieselbe  mitzuteilen.  Schon  Cantor  hat  (I.  618)  darauf 
aufmerksam    gemacht,    dafs    die    hiermit   gemeinte    Formel 

^~  ^P*  -  B{P-  B) 

heifse  (Lilaväti  bei  Colebrooke  a.  a.  0.  94.  §  213),  wo  s  die  gesuchte  Sehne, 
d  der  Durchmesser,   B  der  Bogen,  P  die  Kreisperipherie   bedeuten.     Berechnet 

man   mit   dieser  Formel,   deren  Entstehung  ganz  rätselhaft  ist,  -^  =  sin  1",    so 

kommt  für  B  =  2,  P  =  360",  tl  =  2  ■  3438,  61,05  statt  60,  wie  Bhäskara  ge- 
nauer annimmt.  —  3)  Vers  21 — 22.  „This  excellent  rule  called  Jya-Bhärarä  has 
been  prescrib'cd  for  a.scertaining  the  other  sines." 
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2.    Methode  der  indischen  Trigonometrie. 


Wir  bemerkten  scheu,  dals  die  indische  Trigonometrie,  die  nur 
zu  astronomischen  Zwecken  diente,  aus  jener  Projektionsmethode  her- 
vorging, welche  die  Griechen  zu  ihrer  graphischen  Lösung  spärischer 
Dreiecke  verwendeten.  Aber  in  der  Hand  der  rechengewaudten  Inder 
ging  dieses  Verfahren  sofort  in  ein  rechnerisches  über,  das  die 
schwerfällige  Sehnenmethode  der  Griechen  durch  Einführung  des  bei 
diesen  Konstruktionen  unmittelbar  und  stets  sich  darbietenden  Sinus 
wohl  zu  ersetzen  vermochte.  Gerade  der  Gebrauch  dieser  Projektions- 
methode mufste  sie  bei  Einführung  der  Zahlenrechuung  sofort  auf 
die  Vorteile  hinweisen,  welche  die  Benützung  der  halben  vor  der 
ganzen  Sehne  bietet*).  Wir  wollen  diese  Auseinandersetzungen  durch 
zwei  Beispiele  erläutern,  die  wir  dem  Sürya-Siddhänta  entnehmen. 
Es  heifst  daselbst  Vers  (31  und  62^):  „Multipliziere  den  Sinus  der 
Deklination  (der  Sonne)  mit  dem  Aquinoktialschatten  und  dividiere 
durch  12  (die  Länge  des  Gnomons);  das  Resultat  ist  der  Erdsinus 
(kshitijyä).  Dieser  multipliziert  mit  dem  Radius  (der  Himmelskugel) 
und  dividiert  durch  den  Radius  des  Tagkreises  gibt  den  Sinus  der 
AszensioualdifFerenz  (cara).  Die  Anzahl  der  Athemzüge,  welche  die 
AszensionaldifFerenz  ausmachen,  ist  gegeben  durch  den  entsprechenden 
Bogen.  Füge  diesen  hinzu  und  ziehe  ihn  ab  von  dem  vierten  Teile 
des  entsprechenden  Tages  und  der  Nacht,  und  der  Rest  ist  der  halbe 
Tag  und  die  halbe  Nacht,  wenn  die  Deklination  nördlich  ist .  .  ." 
Zum  Verständnis  dieser  Strophen  ist  folgendes  vorauszuschicken:  die 
Polhöhe  des  Beobachtungsortes  wird  dadurch  gemessen,  dafs  man 
zur  Zeit  der  Äquinoktien  die  Länge  des  Schattens  bestimmt,  den  ein 
vertikales  Gnomon  von  12  Fingern  wirft;  ferner  wird  die  Zeit  durch 
Athemzüge  gemessen,  und  zwar  ist  ein  Athemzug  (präna)  =4" 
unserer  Zeitbestimmung,  6  pränas  =  1  vinädi  =  24",  60  viuädis 
=  1  nädi  ^24',  60  nüdis  =  1  Tag;  ein  Athemzug  ist  also  äqui- 
valent 1'  Bogenmafs^).  Die  angeführten  Regeln  leiten  .sich  nun 
naturgemäfs  folgendermafsen  ab*).  Es  sei  (Fig.  15)  ZNZ' S  der 
Meridian,  Z  Zenit,  Z'  Nadir,  SON  der  Horizont,  also  SN  die  Mittags- 
uud  OC  die  Ost-Westlinie,  ZOZ'  der  erste  Vertikal,  PP'  die  Welt- 
axe,  also  arc.  NP  =  cp  =  der  Polhöhe,  EE'  der  Schnitt  der  Äquator- 


1)  Vgl.  hierzu  die  Ansicht  Cantors  I.  618,  der  glaubt,  die  Inder  hätten 
den  Sinus  „wie  durch  einen  Zufall"  gefunden.  —  2)  Ed.  Burgess.  Cap.  IL  233. 
Diesen  Versen  entsprechen  mit  unbedeutenden  Abweichungen  die  Verse  26—28 
im  Panchasiddhäntikä  (27),  (28)  der  Übersetzung.  —  3)  Surya-Siddhänta.  Ed. 
Burgess  119.  —  ij  Ebenda  232—234. 
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ebene  EOE'  mit  der  des  Meridians,  und  die  Sonne  befinde  sich  in 
H,  so  ist,  wenn  D^D"  den  Parullelkreis  zu  EOE'  durcli  £  dar- 
stellt, der  den  Horizont  in  Ä  trifft,  ütcDHä  der  halbe  Tagbogen 
der  Sonne,  und  <^  DPA  =  -^  ECG  =  (q  sein  Mais.  Legt  man 
ferner  die  Vertilcalebene  ZEC,  die  den  Horizont  in  CO'  schneidet, 
projiziert  E  senkrecht  auf  denselben  nach  B,  und  konstruiert  die 
Projektionen  E'  und  R'  von  E  und  li  auf  die  Meridianebene,  zieht 
E' B'  und  sucht  ebenso  die  Projektion  A'  von  A,  zieht  den  Kreis 
PAP',  der  den  Äquator  in  G  trifft,  und  projiziert  noch  G  senkreckt 
nach   G',  E  nach  U  und  D  nach  F,    zieht  BA,   CG  und  DC,   so 


folgt:  arc.  DE  =  ^  ECD  =  d  =  Deklination  der  Sonne,  also  sin  d 
=  DF  =  BC,  da  die  Sinusse  auch  für  den  Radius  r  der  Kugel  stets 
durch  Linien  ausgedrückt  vperden.  Ferner  ist  HC  proportional  dem 
Aquiuoktialschatten,  HE  proportional  12  Fingern,  d.h.  der  Länge 
des  Gnomons.    Aus  A  A'BC  ~  A  CEH  folgt  dann 


A'B 


BC  ■  HC        sin  ä  ■  Aquiuoktialschatten 


EH 


12 


also    ist    die    Strecke   A'B   der    Erdsinus    (nach    Vers  61);     ferner 

A'BGC        Ä'Br 


folgt    aus    ABA'A'^  ACG'G,     dafs    CG'  = 
ist.     Es  ist  aber  CG'  =  sin  CGG'  =  sin  OCG 


AB  BD 

sin  OG,   d.  h.  der 
Sinus  der  gesuchten  Aszensionaldifferenz,  und  aus  demselben  erhält 
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man  mit  der  Sinustabelle  den  Bogen  OG,  der  zu  90"  addiert  den 
Stunden winkel  t^  und  von  90"  subtrahiert,  dessen  Supplement  liefert 
und  somit  die  Dauer  des  halben  Tages  und  der  halben  Nacht  be- 
stimmt. 

Für  die  zweite  Formel  ergibt  sich  aus  dem  vorhergehenden 
Vers  60  noch  eine  etwas  andere  Form,  indem  daselbst  BD  =  CF 
^r  —  sinversd  gesetzt  ist-');    sie  lautet  dann 

r  sm  ö  ■  HC 

sm  «  = -. jT — — 

(r  —  smvers  o)  •  12 

für  K  =  Aszensioualdifferenz.  Es  ist  merkwürdig,  dal's  die  Inder,  die 
doch  den  Cosinus  kennen,  ja  sogar  einen  eigenen  Namen  „coti- 
djyä"   für   ihn   haben,   den   Nenner   nicht   durch   cos  (J   ersetzt   haben. 

TT  ri 

Thut    man    dies    und    setzt    zugleich   -f^  =  tg9,    so    kommt   unsere 

Formel  sin «  =  tgd  •  tgqp.  Es  ist  -wohl  zu  bemerken,  dafs  Ptole- 
mäus")  dieselbe  mittelst  des  Satzes  von  Menelaus  in  der  Form  findet: 

crd(2«)  =^  ,,,llS'l.s)  ■  ^W^V  ^^  '^'^«^"  ^^^^^"  ^«'■'""" 
spricht  sich  deutlich  die  verschiedene  Art  der  Ableitung  aus. 

An  dieses  Beispiel  müssen  wir  noch  ein  zweites  anschliefsen, 
welches  uns  zu  einer  wichtigen  Bemerkuug  Anlafs  bieten  wird.  In 
den  Versen  34,  3.5  vmd  36^)  ist  die  Aufgabe  behandelt,  die  Sonnen- 
höhe zu  einer  beliebigen  Stunde  des  Tages  aus  Meridionaldistanz, 
Deklination  und  Polhöhe  zu  bestimmen.  Die  Regeln  lauten:  „Wenn 
man  den  Radius  um  den-  Sinus  der  Aszensionaldifferenz  vermehrt  im 
Falle  einer  nördlichen  Deklination,  oder  vermindert  im  Falle  einer 
südlichen,  so  erhält  man  das  Tagmafs  (antyä,  woraus  sich  der  halbe 
Tagbogen  bestimmen  läfst);  dieses  vermindert  um  den  Sinus  versus 
des  Stundeuwiiikels  (nata),  dann  multipliziert  mit  dem  Radius  des 
Tagbogens  und  dividiert  mit  dem  Radius  (der  Kugel)  gibt  den 
'Divisor'  (cheda);  der  letztere  wieder  multipliziert  mit  dem  Sinus 
des  Complemeutes  der  Breite  und  dividiert  durch  den  Radius  giebt 
den  Sinus  der  Höhe..."*).  In  derselben  Figur  ist  -^EFQ  =  t  der 
Stunden  winkel,  <):  HCC  =  h  die  Höhe  der  Sonne,  dann  folgt  un- 
mittelbar aus  der  Figur: 
EG'  =  sinvers  t^  (=  CE  +  cos  <„  =  r  +  sin  a),  Q'E  =  sinvers  f, 


1)  Im  Panchasiddhäntikä  i.st  BD  =  fr^  —  sin*  3  gesetzt,  p.  (27).  Vers  23. 
—  2)  Almagest  lib.  II.  c.  III.  Ed.  Halma  70—71.  —  3)  Sürya-Siddhänta  cap.  III. 
Ed.  Burgess  259 — 260.  —  4)  Dem  Sinne  nach  die  gleiche  Regel  findet  sich  im 
Panchasiddhäntikä  Vers  42,  43.  p.  (32),  nur  ist  dort,  wie  überhaupt  durchweg, 
der  Sinus  versus  vermieden. 
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(liier   Ist  Q  der  Schnittpunkt  des  Kreises  FEP'  mit  dem  Äquator, 
uiul  Q'  seine  senkrechte  Projektion  auf  die  Meridianebene)  und  hier- 
aus E  Cr'  —  Q' l'j  =  (/  G'  =  sinvers  tg  —  sinver-s  t.     Es  ist  aber 
„,  , ,        Q'G'  ■  BD        (sinvers  <„  —  sinvers  <)7i/J 
^^  =        CE        =  7~  5 

ferner  ist  sin  h^ER=  S'R',  und  da  A  Z'  R'A'  ~  A  EHC  ist,  so 
folgt  sin  /(  = 7^ — ,  also  endlich 

.     ,  (sinvers  t„  —  sinvers  t)  B  D  sin  (90"  —  q>) 

r  ■  r  ' 

welche  Formel  genau  dem  Wortlaute  der  Verse  entspricht.  Setzt 
man  hier  noch  BD  =  cos  tf  und  r  =  1,  so  kommt: 

sin  h  =  (sinvers  t^  —  sinvers  t)  cos  d  cos  9. 

Beachtet  man  ferner,  dafs  — cos/^  =  sin«  ^  tg^  tggj  war,  so  geht 
diese  letztere  Formel  schliefslich  über  in 

sin  h  =  sin  d  sin  tp  -\-  cos  S  cos  ip  cos  t , 

in  welcher  Form  wir  sie  durch  direkte  Anwendung  unseres  Cosinus- 
satzes auf  das  A  ZPU  erhalten  würden. 

Damit  ist  also  gezeigt,  dafs  sich  schon  bei  den  Indern  die 
ersten  Spuren  des  zweiten  Hauptsatzes  der  sphärischen 
Trigonometrie  finden^j,  indem  die  indische  Formel  für  sin /t 
demselben  äquivalent  wird,  sobald  man  t^  auf  die  früher  angegebene 
Weise  berechnet  hat.  Natürlich  kann  hier  nur  von  Spuren  dieses 
Satzes  die  Rede  sein,  denn  weder  gibt  der  Wortlaut  der  indischen 
Regel  direkt  diesen  Satz,  noch  erkannten  die  Inder  seine  allgemeine 
Verwendbarkeit  auf  beliebige  sphärische  Dreiecke;  dies  war  aber, 
wie  wir  sehen  werden,  auch  bei  den  Arabern  noch  nicht  der  Fall, 
denen  man  bisher  die  Erfindung  desselben  zuschrieb.  Dagegen  wird 
sich  zeigen,  dafs  er  sich  thatsächlich  aus  der  Projektionsmethode  des 
Aualemmas  entwickelt  hat. 

Solcher  Beispiele  liefsen  sich  noch  eine  ganze  Reihe  aus  den 
Siddhäutas  der  Inder  anführen,  doch  hoffen  wir,  dafs  die  mitgeteilten 
genügen  werden,  um  zu  beweisen,  dafs  sie  ihre  Regel  nicht  durch 
Methoden  der  sphärischen  Trigonometrie,  wie  sie  Ptolemäus  ver- 
wendet, sondern  durch  geschickte  Anwendung  ihrer  Sinusrechnung 
auf  jene  Projektionsmethode  gewannen,  die  die  Grundlage  der  Gno- 
monik  bildete").     Wahrscheinlich  hat  das  Festhalten   an  dieser  ihrer 


1)  Hierauf  habe  ich  zuerst  aufmerksam  gemacht  in  den  schon  angeführten 
„Beiträgen"  p.  15. —  2i  Der  Sinussatz  für  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  findet 
sich  übrigens  in  einer  ihrer  Regeln  implizite  angewendet,  indem  (cap.  II.  Vers  28 
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SinusrechiiuDg  sie  auch  in  späterer  Zeit  noch  gehindert,  sich  der 
Methode  des  Ptolemäus  zu  bedienen,  als  dessen  Almagest,  der  schon 
Varüha-Mihira  bekannt  war,  in  Indien  längst  Eingang  gefunden 
hatte^).  Auch  der  konservative  Sinn  der  Brahmanen,  in  deren 
Händen  die  Pflege  der  als  heilig  geltenden  Wissenschaften  allein  lag 
uud  heute  noch  liegt,  mochte  zu  diesem  Festhalten  an  einmal  ge- 
wonnenen Methoden  beitragen  und  einer  weiteren  Ausbildung  indi- 
scher Trigonometrie  hindernd  im  Wege  stehen.  Eine  solche  Aus- 
bilduno-  durch  Verbindung  der  griechischen  und  indischen  Trigono- 
metrie  wurde  unserer  Wissenschaft  erst  zuteil,  als  nach  jener 
Periode  des  Niederganges  der  mathematischen  Studien  in  Griechen- 
land und  den  griechisch  redenden  Provinzen  des  Eömerreiches,  die 
wir  im  zweiten  Kapitel  berührten,  ein  orientalisches  Volk  das  Erbe 
der  Griechen  und  Inder  übernahm ,  das  aus  einfachen  Nomaden- 
stämmen der  arabischen  Wüste  hervorgegangen,  in  der  kurzen  Zeit 
zweier  Jahrhunderte  sich  zu  staunenswerter  kultureller  Entwickelung 
emporschwang.  Seine  hervorragenden  Verdienste  um  unsere  Wissen- 
schaft solleu  in  den  folgenden  2  Kapiteln  geschildert  werden. 


4.  Kapitel. 
Ausbau  der  Trigonometrie  bei  den  Ostaraberu  uud  Persern. 

§   1.    Übergang  der  griechisclien  und  indischen  Mathematik  in  die 

Hände  der  Araber. 

Im  Jahre  622  der  christlichen  Zeitrechnung  war  Mohammed,  der 
Prophet,  aus  seiner  Vaterstadt  Mekka  geflohen  uud  nach  zehn  Jahren 
erbitterter  Kämpfe,  die  von  wechselnden  Erfolgen  begleitet  waren, 
starb  er  auf  dem  Gipfel  seiner  Macht.  Doch  diese  kurze  Zeit  hatte 
genügt,  um  seinen  fanatischen  religiösen  Ideen  die  Herrschaft  zu 
sichern.  Seine  Nachfolger,  die  Khalifen,  verbreiteten  sie  mit  dem 
Schwerte,   und   die  Annahme   des  neuen  Glaubens  war  vor  allem  die 


des  Sürya-Siddhänta.   Ed.  Burgess  201)  die  Dekhnation  aus  der  Ekliptikschiefe 

und  der  Länge  durch  die  Formel   sinS  =  berechnet  wird:  aber  auch 

r 

diese  läfst  sich  leicht  mit  Hilfe  der  Projektionsmethode   finden;    a.  a.  0.   202. 

1)  Vgl.  Cantor  I.  559—560.  —  Chi-.  Henry's  Ansicht  (Lettre  a  M.  le  prince 

Boncompagni  sur  divers  points  de  Thistoire  des  mathematiques.    Bulletino  di 

bibliogr.  e  di  storia  XX.  392),  dafs  die  Inder  die  4  Grundregeln  des  sphärischen 

Dreieckes,  wie  Ptolemäus,  besafsen,  kann  ich  mich  nach  eingehendem  Studium 

der  Siddhäntas  nicht  anschliefsen. 
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Bedingung  für  die  Erlangung  des  Bürgerrechtes  und  der  Zugehörig- 
ivcit  zur  herrschenden  Klasse.  Aber  wenn  auch  der  Fanatismus  der 
ersten  Nachfolger  dos  Propheten  Gesetze  aufstellte,  nach  welchen 
kein  C'hrist  oder  Jude  in  Staatskanzleien  augestellt  werden  durfte'), 
ja  wenn  selbst  noch  im  8.  Jahrhundert  der  Khalif  Härün  Arraschid 
(786 — 809)  verordnete,  dafs  die  Andersgläubigen  sich  einer  beson- 
deren Kleidung  bedienen  müfsten")  und  dafs  alle  Kirchen  niederzu- 
reifsen  seien,  so  wurdeu  diese  Bestimmungen  doch  nach  und  nach 
immer  laxer  gehandhabt  und  vielfach  umgangen.  Der  Grund  hierzu 
lag  einfach  darin,  dafs  die  arabischen  Herrscher  mit  sicherem  Blicke 
erkannten,  wie  notwendig  ihnen  zur  Begründung  ihrer  Weltherrschaft 
die  hohe  geistige  und  kulturelle  Entwicklung  der  unterworfenen 
VölkerstUmme  sei,  die  sie  daher  nicht  verdrängten,  sondern  ihren 
eigenen  Zwecken  dienstbar  zu  machen  suchten. 

Von  Damaskus,  der  Residenz  der  ersten  Khalifen  aus  dem 
Stamme  der  Omajaden,  verlegten  die  Abbasiden,  die  im  Jahre  750 
die  Herrschaft  an  sich  gerissen  hatten,  vier  Jahre  später  unter  Al- 
Mansür  (7ö4 — 775)  ihren  Sitz  nach  Bagdad  am  Euphrat,  wo  früher 
die  Weltstadt  Babylon  gelegen  war.  Sie  verstanden  es,  diese  Stadt 
nicht  nur  zum  Zentrum  der  äufseren  politischen  Macht,  sondern  auch 
zur  Metropole  einer  neuen  Kulturentwickelung  zu  erheben,  in  der 
namentlich  die  mathematischen  und  astronomischen  Wissenschaften 
nach  ihrem  Niedergange  unter  der  Herrschaft  der  Römer  eine  erste 
Neublüte  erlebten. 

Nachdem  das  Arabische  die  allgemeine  Litteratursprache  ge- 
worden war,  begann  eine  ungemein  fruchtbare  übersetzerische  Thätig- 
keit.  Aus  dem  Syrischen,  aus  dem  Persischen,  aus  dem  Griechischen, 
aus  dem  Indischen  wurden  wertvolle  Werke  durch  eingeborene  An- 
dersgläubige übertragen^)  und  der  Ofleutlichkeit  übergeben:  ihre  be- 
fruchtende Wirkung  liefs  auch  nicht  lange  auf  sich  warten.  Unter 
den  ersten  Abbasiden  waren  es  namentlich  der  schon  erwähnte 
Al-Mansür,  dann  Härün  Arraschid  und  vor  Allen  Al-Mamün 
(813 — 833),  die  sich  mit  den  bedeutendsten  Gelehrten  ihrer  Zeit  um- 
gaben und  deren  wissenschaftliche  Bestrebungen  auf  das  kräftigste 
unterstützten.  Mit  ihrer  Regierungszeit  beginnt  die  Geschichte  der 
mathematischen  Wissenschaften  bei  den  Arabern. 

Aus  zwei  Quellen  namentlich  flössen  den  Arabern  die  Kenntnisse 


1)  G.  Weil,  Geschichte  der  islamitischen  Völker  von  Mohammed  bis  zur 
Zeit  des  Sultans  Selim  übersichtlich  dargestellt.  Stuttgart  1866.  8°.  p.  20.  — 
2)  A.  V.  Kremer,  Kulturgeschichte  des  Orients  unter  den  Chalifen.  Wien  1877. 
n.    167.  —  3)  Cantor  I.   654. 


44  4-  Kapitel. 

in  Mathematik  und  Astronomie  zu:  aus  dem  Wissen  der  Inder  und 
aus  dem  der  Griechen.  Schon  unter  den  ersten  Abbasiden  wurden 
indische  AVerke  der  schönen  Litteratur,  Werke  über  Musik,  Medizin 
und  Astrologie  nach  Bagdad  gebracht  und  in  die  Landessprache 
übersetzt.  Was  aber  speziell  die  Einführung  der  indischen  Astro- 
nomie und  damit  der  trigonometrischen  Kenntnisse  der  Inder  anlangt, 
so  ist  uns  eine  Erzählung  darüber  erhalten,  aus  der  wir  das  Wich- 
tigste mitteilen.  „Im  156.  Jahre  der  Hidschra  (773)",  so  erzählt  der 
Astronom  Ibn  Al-Adami'),  „erschien  vor  dem  Khalifen  Al-Mansür 
ein   Mann,    welcher   in    dem   unter   dem   Namen   Sindhind   bekannten 

Kalkül sehr  unterrichtet   war.     Dieser  befafs  Methoden,  um   die 

Gleichungen  zu  berechnen,  welche  auf  die  von  ~  zu  \  bestimmten 
kardadjas  gegründet  sind....  Alles  dies  befand  sich  in  einem 
Werke,  von  dem  er  sagte,  er  habe  es  aus  den  kardadjas  ausgezogen, 
welche  den  Namen  eines  indischen  Königs  tragen,  der  Fi  gar  heifst, 
und  für  eine  Minute  berechnet  waren.  Al-Mansur  befahl  dieses 
Werk  ins  Arabische  zu  übersetzen  und  darnach  ein  Buch  zu  ver- 
fassen, welches  die  Araber  zur  Grundlage  ihrer  Rechnungen  über  die 
Planetenbewegungen  nehmen  könnten.  Diese  Arbeit  wurde  dem 
Mohammed  ben  I  brähimAl-Fazäri  anvertraut,  welcher  darnach 
ein    Werk    schuf,    welches    die    Astronomen    den    grofsen    Sindhind 

nennen Die  Gelehrten  dieser  Zeit  bis  zur  Epoche  des  Al-Mamün 

arbeiteten  namentlich  nach  diesem  Werke.  Für  letzteren  wurde  ein 
Auszug  aus  dem  Buche  hergestellt  von  Abu  Dscha'far  Mohammed 
ben  Müsä  Al-Chwariz'mi,  welcher  sich  desselben  auch  zur  Ab- 
fassung seiner  Tafeln  bediente,  die  in  den  Ländern  des  Islam  be- 
rühmt sind Er  stellte  seine  Gleichungen  nach  der  Methode  der 

Perser  und  die  Deklinationen  der  Sonne  nach  der  Art  und  Weise 
des  Ptolemäus  auf....  Diejenigen  Astronomen  jener  Zeit,  welche 
sich  der  Methoden  des  Sindhind  bedienten,  schätzten  das  Werk  sehr 

und  verbreiteten  es  rasch " 

Es  besteht  kein  Zweifel,  dafs  der  in  dieser  wichtigen  Erzählung 
erwähnte  grofse  Sindhind^)  einer  der  Siddhäntas  der  Inder  war,  und 


1)  Al-Hosaia  ben  Mohammed  ben  Hamid,  genannt  IbnAl-Adami, 
lebte  um  900.  Sein  von  ihm  verfafstes  Tafelwerk  wurde  920  nach  seinem  Tode 
von  einem  Schüler  herausgegeben.  Notices  et  extraits  des  manuserits  de  la 
Bibl.  nat.  VII.  12G.  Anm.  3.  Auch  ein  späterer  arabischer  Schriftsteller  Ibn  al 
Kifti  im  13.  Jahrh.  führt  in  seinem  AVerke  Taryk  Al-Hokamä,  d.  i.  Chronik  der 
Gelehrten,  einen  Teil  dieser  Erzählung  an.  Casiri,  Bibliotheca  arabico-hispana  I.  428. 
—  2)  Es  beweist  dies  unter  anderem  eine  Stelle  in  Al-Birünis  „India",  die 
Reinaud  in  seinem  Memoire  geographique,  histoiique  et  scientifique  sur  l'Inde 
(Möm.  de  rinst.  Nat.  de  France,  acad.  des  inscr.  et  des  belies  lettres.    XVIII,  Paris 
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WöpckeM  und  Sachau")  liaben  durcli  eingehende  Untersuchungen 
festgestellt,  dafs  hiermit  kein  anderer  als  der  Siddhäuta  Brahma- 
guptas'  gemeint  ist,  dessen  vollständige  Veröffentlichung  daher  von 
grol'sem  Interesse  wiire^). 

Betrachten  wir  die  obige  Mitteilung  genauer,  so  fallt  uns  zu- 
nächst das  Wort  kardadja  auf.  Es  ist  dasselbe  zweifelsohne^)  aus 
dem  indischen  kramadjyä,  gerader  Sinus,  im  Gegensatz  zu  sinus 
versus,  entstanden  und  bezeichnete  somit  anfangs  jeden  Sinuswert, 
wurde  aber  dann  später  demjenigen  Sinus  allein  beigelegt,  der  gleich 
seinem  Bogen  ist.  Noch  später  bezeichnete  man  damit  gewisse  an- 
dere Sinusse,  wie  sin  15"  •''),  in  welcher  Bedeutung  wir  das  Wort 
kardaga  sogar  noch  im  In.  Jahrhundert  z.  B.  bei  G.  Peurbach  an- 
treffen werden^).  Weiter  entsteht  die  Frage,  ob  die  erwähnten 
Tafeln  die  von  uns  mitgeteilten  indischen  Tafeln  waren,  oder  ob  sie 
sich  etwa  an  jene  anlehnten,  deren  Berechnungsmethoden  im  Sid- 
dhänta-(,!iromäni  angegeben  sind  (Seite  37),  und  die  von  Grad  zu 
Grad  fortlaufen.  Fast  möchte  man  der  letzteren  Ansicht  zuneigen'), 
da  es  heifst,  die  kardadjas  waren  von  -'  zu  J-  berechnet,  doch  läfst 
sich  diese  Frage  nicht  endgiltig  entscheiden,  solange  man  den  Brähma- 


1849.  331)  übersetzt  hat.     Daselbst  heifst  es:     „Le   mot  SindhLad   qui  est  usitö 
chez  nous,  repond  ä  ce  que  les  Iniliens  nomment  Siddhäuta." 

1)  Journal  asiatique  6.  Serie.  I.  1863.  Wöpcke  sagt  daselbst,  der  im  Texte 
erwähnte  König  Figar  sei  identisch  mit  Vyägr'a  oder  Vyägr'amüka,  unter 
welchem  Brahmagupta  im  Jahre  628  sein  Werk  verfafste.  —  2)  E.  C.  Sachau 
sagt  in  seiner  Übersetzung  von  Al-Birünls  „India"  II.  191:  „It  was  he,  who 
taught  the  Arabs  astronomj'  before  they  became  acquainted  with 
l'tolemy;  for  the  famous  Sindhind  of  the  Arabian  litterature,  frequently 
mentioued,  but  not  yet  brouglit  to  light,  is  a  translation  of  his  Brahma- 
sidhänticä."  —  3)  Colebrooke  hat  a.  a.  0.  nur  die  mathematischen  Kapitel 
desselben  veröffentlicht.  —  4)  Reinaud,  Memoires  de  rAcadämie  des  inscrip- 
tions  et  des  belies  lettres  XVIII.  313  und  Wöpcke,  Nouvelles  Annales  de 
math,  1854.  XIII.  386.  —  5)  Steinschneider,  Miscellen  aus  der  Geschichte 
der  Mathematik.  Bibliotheca  mathematica.  Serie  2.  V.  114  findet  diese  Be- 
deutung bei  Gerhard  von  Cremona.  —  6)  Peurbach  und  seine  Zeitgenossen 
haben  das  Wort  kardaga  aus  den  Toledanischen  Tafeln  des  spanischen  Arabers 
Al-Zarkäli  oder  Arzachel  entnommen.  Darüber,  dafs  sich  dieses  Wort  in  der 
a.  Bedeutung  in  jenen  Tafeln  findet,  vgl.  B.  Boncompagni,  Intomo  all'  opera 
d'Albiruui  sull'  India.  Bulletino  di  bibl.  e  di  storia  II.  184—185.  —  7)  Für 
diese  Ansicht  hat  man  noch  die  Stelle  jener  Erzählung  angeführt,  welche 
lautet:  „Die  kardadjas  waren  für  eine  Minute  berechnet."  Doch  scheint  hier 
die  Interpretation  Wöpckes,  dieser  Ausdruck  bedeute  „bis  auf  eine  Minute 
genau"  richtig  zu  sein,  da  in  der  ganzen  uns  bekannten  Hindulitteratur  Sinus- 
werte von  Bögen,  die  von  Minute  zu  Minute  fortschreiten,  nirgends  zu 
finden  sind. 
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sphuta-siddlianta  nicht  selbst  keimt.  Wir  werden  übrigens  selieu, 
dafs  die  Araber  noch  mauclies  andere,  als  die  Sinustafeln  der  indi- 
schen Litteratiir  entnommen  haben. 

Ungefähr  um  dieselbe  Zeit,  als  die  Araber  mit  indischer  Wissen- 
schaft bekannt  wurden,  fingen  sie  auch  an,  sich  mit  der  reichen 
griechischen  Litteratur  zu  befassen.  Zuerst  waren  es  syrische  Arzte, 
die  an  den  Hof  nach  Bagdad  berufen  wurden  und  infolge  ihrer  feinen 
Bildimg  bald  hohes  Ansehen  genossen,  das  sich  rasch  auf  das  ganze 
Griechentum  und  dessen  Wissenschaft  übertrug.  So  wissen  wir*), 
dal's  bereits  Härüu  Arraschid's  Wezir  Jahjä  ihn  Chälid,  der 
Barmekide,  den  Almagest  übersetzen  liefs,  doch  scheint  diese  Über- 
setzung nicht  besonders  gelungen  zu  sein,  da  sie  noch  unter  dem- 
selben Herrscher  von  Abu  Hasan  und  Salm  an  und  dann  durch 
Haddschädsch  ihn  Jüsuf  ihn  Matar  verbessert  wurde.  Ein  Jahr- 
hundert später  folgt  dann  wieder  eine  neue  Übersetzung  desselben 
Werkes  durch  Hunaiu  ihn  Ishäk  (f  873),  die  aber  ebenfalls  sehr 
der  Verbesserung  bedurfte,  da  dieser  Gelehrte  wohl  ein  ausgezeich- 
neter Philologe,  aber  kein  Mathematiker  war.  Beide  Eigenschaften 
aber  vereinigte  in  sich  der  gelehrte  Tfibit  ihn  Kurrah  (836 — 901), 
der  denn  auch  eine  nach  allen  Richtungen  hin  entsprechende  Über- 
setzung des  Almagest  lieferte,  die  von  dem  etwas  späteren  Al- 
Farabi  (890 — 953)^)  mit  einem  Kommentar  versehen  wurde.  Täbit 
behandelte  auch  den  Satz  des  Menelaus  in  einem  eigenen  Buche') 
aus  welchem  wahrscheinlich  das  in  späteren  Schriften  erwähnte 
„lemma  in  18  modis"  herstammt.  Es  sind  hiermit  einfach  die  18  ver- 
schiedenen Formen  gemeint,  in  welche  sich  eine  Produktengleichung 
des    Trans versalensatzes    umschreiben   läfst,    wenn    man    sie    als    zu- 


1)  Vgl.  bezüglich  dieser  und  der  folgenden  Angaben  Cantor  1.  CGO — 662. 
—  2)  M.  Steinschneider,  Al-Farabi,  des  arabischen  Philosophen  Leben  und 
Schriften.  Mem.  de  St.  Petersburg.  7.  Serie.  XIII.  —  3)  Gerhard  von  Cre- 
mona  (1114—1187)  hat  die  Schrift  unter  dem  Titel  „Liber  thebit  de  figura 
alkata  (Katta  =  sector)  tractatus  I  übersetzt.  Über  diese  figura  kata  gibt  es 
eine  Reihe  von  Abhandlungen.  Eine  arabische  Handschrift  befindet  sich  in 
der  vizekönigl.  Bibl.  zu  Kairo.  Vgl.  Suter,  Zeitschr.  f.  M.  n.  Phys.  XXVIII. 
20.  Ein  Manuskript  der  envähnten  lateinischen  Übers,  ist  in  der  Bibliotheque 
nat.  zu  Paris  Cod.  7377  B,  ein  anderes  ebenda  Cod.  952.  2  (Suppl.  arab.), 
desgleichen  in  der  öffentlichen  Bibl.  zu  Basel  Cod.  F.  11.  33.  Vgl.  weitere 
Litteraturangaben :  M.Steinschneider,  Die  mittleren  Bücher  der  Araber,  Ztsch. 
f.  M.  u.  Ph.  X.  494  ff.  und  „Die  Mathematik  bei  den  Juden."  Bibl.  math.  1897. 
78  und  80,  sowie  M.  Curtze,  Über  die  Handschrift  R.  4°.  2,  Problematum 
Euclidis  explicatio  der  kgl.  Gymnasialbibl.  zu  Thorn.  Zeitschr.  f  M.  u.  Ph, 
Suppl.  zu  Xin.  64  ff.  und  100,  endlich  H.  Suter,  Abhandl.  zur  Gesch.  d.  Math. 
Heft  6.    25  und  50. 
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sammengesetzte  Proportion  darstellt').  In  einem  Bruchstück')  dieser 
Schrift,  da.s  uns  im  Druck  erhalteji  ist,  stellt  Tübit  ein  Lemma  auf, 
um  einen  einfacheren  Beweis  des  Transversaleusatzes  zu  ermöglichen, 
welches  später  zu  der  schon  früher 
(S.  17)  erwähnten  „Regel  der  vier  Grö- 
fsen''  führte,  die  bei  den  Arabern  bald 
den  schwerfälligen  Satz  des  Ptoleinäus 
verdrängte,  um  dasselbe  darzustellen 
seien  ABG  und  AEG  (Fig.  1(>)  zwei  (j^ 
gröfste  Kugelkreise,  0  der  Kugelmittel- 
punkt. Von  den  Endpunkten  der  Bögen 
AE  und  AZ  seien  die  Senkrechten  EK  ^'8  '"■ 

imd  ZL  auf  die  Ebene  des  zweiten  Kreises  gefällt  und  EH  und 
ZT  ±AG  gezogen,  so  ist  l\EHK~  IxZTL  und  also  EH:  ZT 
=  EK:  ZL,  oder  sin  AE  :  sin  AZ  ==  EK:  ZL.  Soweit  Täbit  in 
seinem  Lemma.  Beachtet  man  noch,  dafs  EK=  sin  E3I  und  ZL 
=  sin  ZN  ist,  so  folgt  die  Regel  der  vier  Gröfsen  sin^üJ:  sin  ^l.Z' 
==  sin E 31 :  sin Z N.  Ob  Täbit  in  seiner  Schrift  den  letzten  Schlufs 
schon  machte,  also  die  Regula  quatuor  quantitatum  bereits  fand, 
wissen  wir  nicht,  es  scheint  uns  jedoch  sehr  wahrscheinlich,  da  diese 
Folgerung  unmittelbar  in  die  Augen  springt.  Aus  Täbits  Arbeiten 
erkennt  man  bereits  eine  vollständige  Vertrautheit  mit  den  trigono- 
metrischen und  astronomischen  Methoden  der  Griechen,  die  aber 
auch  sofort  durch  Aufnahme  des  indischen  Sinus  wesentlich  verein- 
facht werden. 

§  2.    Al-Battäni  und  sein  Buch  über  die  Sterne. 

Halten  wir  Umschau  in  der  uns  überkommenen  Litteratur  der 
Araber,  so  müssen  wir  leider  erkennen,  dafs  dieselbe  noch  sehr  wenig 
erschlossen  und  allgemein  zugänglich  gemacht  ist.  Eine  Menge  von 
Werken  arabischer  Gelehrter  harrt  noch  im  Staube  der  Bibliotheken 
vergraben    der    kundigen   Hand,    die    sie   zu   neuem   Leben   erwecken 


1)  In  meiner  Schrift  Nassir  Eddin  Tüsi  und  Regiomontan.  Abb.  der  Kais. 
Leop.-Carol.  Deutseben  Akademie  der  Naturforscher  LXXI.  Halle  1897.  4°.  habe 
ich  p.  36  bereits  darauf  binge-niesen,  dafs  die  sämtlichen  18  Fälle  in  einem  Aus- 
zug aus  Täbit's  Schrift  enthalten  sind,  den  Maurolykus  in  seiner  Übersetz, 
des  Menelaus  mitteilt,  car.  38.  lemma  4.  Vgl.  Näheres  hierüber  a.  a.  0,  36. 
Anm.  1  und  43.  —  2)  Das  Bruchstück  aus  Täbit's  Kommentar  teilt  auch  Nasir 
Eddin  Tüsi  in  seiner  Schrift  „Schakl  al  Katta",  d.h.  „Satz  von  der  schneidenden 
Linie",  p.  200 — 202  mit,  das  unter  dem  Titel:  Traitö  du  quadrilatere  attribue  ä 
Nassiruddiu-el-Toussy  Yon  Alexandre  Pacha  Caratheodory  Constantinople 
lÖUl  in  8".  mit  einer  französischen  Übersetzung  erschien. 
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soll,  uud  man  sieht  sich  daher  bei  der  Entwicklungsgeschichte  irgend 
einer  Wissenschaft  in  jener  Kiilturepoche  stets  der  Gefahr  ausgesetzt, 
wichtige  Zwischenglieder  zu  übergehen.  So  fehlen  uns  jener  bereits 
(S.  44)  erwähnte  grofse  Sindhind  des  Al-Fazäri  (um  772),  sowie  die 
unter  dem  Namen  „der  kleine  Sindhind"  bekannten  astronomischen 
Schriften  des  Muhammed  ben  Müsä  Al-Chwarizmi  (um  830)'),  die 
teils  auf  griechischer,  teils  auf  indischer  Basis  beruhten,  und  die 
Bruchstücke  der  Werke  seines  Zeitgenossen  Al-Fergäui  (f  833 
oder  834),  des  Rechners-),  die  noch  erhalten  sind,  bilden  eineu  völlig 
ungenügenden  Ersatz,  da  sie  nur  ganz  allgemeine  Betrachtungen, 
aber  keinerlei  Rechnungen  enthalten^).  Mehr  bietet  uns  das  Buch 
des  Syrers  Muhammed  ihn  Dschäbir  ihn  Sinän  Abu  »Abdallah 
al  Battäni,  von  den  Übersetzern  Albategnius  genannt,  das  er 
über  die  Bewegung  der  Sterne  schrieb.  Er  gehörte  jedenfalls  zu  den 
bedeutendsten  Astronomen  der  berühmten  Schule  von  Bagdad,  so- 
wohl als  Beobachter,  als  auch  als  Theoretiker  und  wird  mit  Recht 
der  Ptolemäus  der  Araber  genannt^).  Seine  Beobachtungen,  die  er 
in  Ar-Rakka  anstellte,  fallen  in  die  Zeit  von  878 — 918,  gestorben 
ist  er  929. 

Wir  haben  noch  eine  von  Regiomontan  kommentierte  Über- 
setzung des  erwähnten  W^erkes,  die  von  Plato  von  Tivoli,  einem 
Gelehrten  des  12.  Jahrhunderts*),  herstammt.  Dieser  war  der  Mathe- 
matik wenig  kundig  und  schrieb  aufserdem  ein  barbarisches  Latein; 
aber  deunoch  zeigt  uus  seine  Übersetzung, .  wie  die  Araber  die  von 
den    Griechen   und   Indern   überkommenen   Kenntnisse    zu    erweitern 


1)  Al-Chwarizmi's  astronomische  Tafeln  wurden  von  dem  irischen  Mönch 
Atelhart  von  Bath  ins  Lateinische  übersetzt,  und  es  existieren  noch  mehrere 
Exemplare  dieser  Version.  Vgl.  M.  Cbasles,  Comptes  Rendus  de  l'Academie 
de  Paris  1846.  t.  23.  848.  Leider  teilt  Chasles  nur  Weniges  aus  ihnen  mit.  — 
2)  Vgl.  über  Muhammed  ibn  Kathir  Al-Fergäni,  den  Astronomen  des  Al- 
Mamün,  Wüstenfeld:  Die  Ijbersetzungen  arabischer  Werke  ins  Lateinische. 
Abh.  der  k.  Gesellsch.  der  W.  zu  Göttingen  XXTT  1877.  26  und  M.  Stein- 
schneider: Vita  di  matematici  Ai-abi.  Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  V. 
433.  Aum.  3.  —  3)  In  Montucla"s  Histoire  des  mathematiques  I.  an  VII.  Paris. 
4".  373  ist  angeführt,  dafs  sich  von  ihm  noch  eine  Abhandlung  über  Sinusse 
erhalten  habe.  Leider  gibt  Montucla  nichts  Genaueres  darüber  an,  ob  in  diesem 
Werke  noch  die  indische  Sinustafel  beibehalten  ist,  oder  bereits  die  Tafel  des 
Ptolemäus  in  eine  solche  umgeschrieben  wurde.  —  4)  M.  Casiri,  Bibliotheca 
arabico-hispana  I.  343.  —  5)  M.  Cantor  I.  853.  —  Die  Ausgabe  Regiomontans 
hat  den  Titel:  Rudimenta  Astronomica  Alfragani,  item  Albategnius  astrorum 
peritissimus  de  motu  stellarum  .  .  .  omnia  cum  demonstrationibus  geometricis 
et  additionibus  Joannis  de  Regiomonte.  Norimbergae  1537  in  4°.  Ein  unver- 
änderter Abdruck  des  Werkes  erschien  Bononiae  1G45.  Uns  lagen  beide  Aus- 
gaben vor. 
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iiiul  fortzubilden  verstanden.  Da  fesselt  inui  unser  Interesse  zunächst 
der  Sinus,  der  hier  zum  erstenniale  in  der  bis  jetzt  ge- 
druckten Litteratur  auftritt,  woraus  jedoch  keineswegs  ge- 
schlossen werden  darf,  wie  das  schon  geschah,  Al-Battäni  habe  ihn 
in  die  arabische  Litteratur  eingeführt,  denn  er  findet  sich,  worauf 
schon  184(j  M.  Chasles  hinwies'),  bereits  in  dem  kleinen  Sindhind, 
den  Al-Chwarizmi  aus  dem  grofsen  Sindhind  ausgezogen  hatte,  und 
diese  Werke  waren  keineswegs  unter  dem  Einflüsse  der  griechischen 
Schriften  wieder  in  Vergessenheit  geraten"),  sodafs  Al-Battäni  den 
Sinus  abermals  neu  hätte  einführen  müssen,  wie  mau  annehmen  zu 
müssen  geglaubt  hat. 

Die  Araber  hatten  zur  Bezeichnung  des  Sinus  das  Wort  „dschaib", 
welches  ebenfalls  direkt  auf  indischen  Ursprung  hindeutet.  Nach 
der  Ansicht  des  französischen  Orientalisten  Munck,  die  erst  kürz- 
lich durch  eine  Notiz  von  J.  Raska^)  eine  neue  Stütze  erhalten  hat, 
übernahmen  sie  nämlich  das  von  den  Indern  auch  für  die  halbe 
Sehne  gebrauchte  Wort  dschyä  oder  dschiva  und  schrieben  es  dem 
Wortlaute  nach  dschiba.  Aber  die  Konsonanten,  welche  dschiba  zu 
lesen  sind,  lassen,  wenn  die  diakritischen  Punkte,  die  die  Vokale  be- 
stimmen, nicht  gesetzt  werden,  auch  die  Lesart  dschaib  zu,  eine 
Lesart,  die  sich  schliefslich  einbürgern  mufste,  da  sie  dem  arabischen 
Ohr  die  natürlichste  erschien.  Denn  dschaib  ist  ein  wirkliches  ara- 
bisches Wort,  das  Busen,  Herz,  Bausch  oder  Tasche  bedeutet.  „Aus 
einem  unverstandenen  Fremdwort  wurde  so  ein  ähnlich  klingendes 
der  eigenen  »Sprache,  ein  in  der  Sprachgeschichte  so  gewöhnlicher 
Vorgang,  dafs  es  überflüssig  ist,  Beispiele  anzuführen."  LTnser  Wort 
Sinus   ist   demnach  eine   wörtliche    Übersetzung   des    arabischen   Ter- 


1)  Chasles  hat  in  der  S.  48.  Anm.  1  augeführten  Abhandlung  (p.  850) 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  iu  dem  astronomischen  Werke  des  Al-Chwa- 
rizmi thatsilchlich  eine  Sinustafel  enthalten  ist.  Der  Übersetzer  nennt  hier  die 
Sinusse  elgeib  nach  dem  arabischen  Namen  elgeib  elmustewi  seu  planum,  der 
gerade  Sinus,  und  elgeib  elmacus  seu  diminutum,  der  Sinus  versus.  Aufserdem 
nennt  er  argumeut  den  gegebenen  Bogen,  mit  welchem  man  in  die  Tafel 
eingeht.  Daher  unser  noch  gebräuchliches  Wort  Argumeut.  Man  erkennt  in 
dem  Woi-te  elgeib  sofort  das  Wort  dschaib  mit  dem  arabischen  Ai-tikel  el  oder  al. 
Vgl.  hierüber  den  folgenden  Text.  —  2)  Dafs  dies  nicht  der  Fall  war,  beweist 
jene  Übersetzung  Atelharts  aus  dem  12.  Jahrhundert,  vgl.  auch  Wüsten feld 
a.a.O.  21-22  und  Reinaud,  Geographie  d'Aboulfeda.  Paris  1848.  4°.  I,  XLVni 
und  XLIX.  Noch  beweiskräftiger  ist  aber  der  Umstand,  dafs  der  Araber 
Abü'l  Hasan  'Ali  von  Marokko  in  seinem  von  Sedillot  übersetzten  Werke: 
Traite  des  Instruments  astromiques.  Paris  1843.  4°.  eine  inverse  Sinustafel  mit- 
teilt, die  er  p.  120  „Tables  de  sinus  Rhhovarzemie"  nennt.  Diese  stammt  also 
offenbar  aus  dem  Werke  des  Al-Chwarizmt.  —  3)  Zeitschr.  f  M.  u.  Phys.  1895. 
Litt.-hist.  Teil.  126  tf. 
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minus*)  und  stammt  von  irgend  einem  jener  Gelehrten,  die  im 
12.  Jahrhundert  eine  Menge  arabischer  Schriften  ins  Lateinische 
übertrugen.  Dafs  übrigens  nicht  Plato  von  Tivoli  in  seiner  Über- 
Setzung  des  Al-Battäni  zuerst  dieses  Wort  eingeführt  hat,  wie  man 
jetzt  sehr  häufig  lesen  kann,  darauf  haben  schon  Kästner^)  und 
andere  aufmerksam  gemacht.  Es  findet  sich  nämlich  nur  einmal  im 
Texte  die  Bezeichnung  sinus  versus^),  sonst  heifst  es  daselbst  be- 
ständig „chorda"  und  „chorda  versa",  und  Al-Battäni  sagt  eingangs 
seiner  Schrift*)  ausdrücklich,  er  werde  die  halbe  statt  der  ganzen 
Sehne   nehmen,   dafür   aber   zur  Abkürzung  stets  „chorda"  schreiben. 

Der  fruchtbarste  Übersetzer  arabischer  Werke  im  12.  Jahr- 
hundert war  Gerhard  von  Cremona  (1175  in  Toledo)  und  dieser 
war  es  wahrscheinlich,  der  durch  seine  Wiedergabe  verschiedener 
astronomischer  Werke  der  Westaraber,  auf  die  wir  noch  zu  sprechen 
kommen,  die  Einführung  des  Wortes  sinus  im  Abendlande  ver- 
schuldete. In  der  That  waren  seine  Übersetzungen  die  Hauptcjuelle^), 
durch  welche  dem  lateinischen  Mittelalter  die  astronomischen  Kennt- 
nisse der  Araber  zuflössen. 

Doch  kehren  wir  wieder  zu  dem  Buche  über  die  Sterne  zurück! 
Al-Battäni  gibt  daselbst,  nachdem  er  den  Sinus  als  halbe  Sehne 
definiert  hat,  ganz  an  Ptolemäus  anschliefsend,  Methoden  zur  Be- 
rechnung einer  Sinustafel  von  y  zu  |^  Grad*)  und  wendet  sie,   eben- 


1)  Dafs  auch  dschaib  schon  in  den  ersten^Zeiten  des  Mittelalters  in  dieser 
Bedeutung  aufgefafst  wurde,  hat  Raska  a.  a.  0.  durch  Belege  aus  syrischen 
Handschriften  nachgewiesen.  —  2)  Gesch.  der  Mathein.  I.  522.  —  3)  In  der  a. 
Ausgabe  von  1537  steht  diese  Stelle  im  Cap.  III.  car.  7'  und  ist  in  demselben 
Satze  auch  -das  Wort  chorda  versa  gebraucht.  Daraus  geht  zur  Genüge  hervor, 
dafs  das  Wort  sinus  an  dieser  einzigen  Stelle  nur  aus  den  Noten  Begiomontans, 
der  sich  beständig  der  Bezeichnung  sinus  bedient,  durch  ein  Versehen  des  Her- 
ausgebers in  den  Text  kam.  —  4)  „Nos  autem  (im  Gegensatze  zu  Ptolemäus) 
dimidium  cordae  duplicatis  uuius  cujusque  arcuum  quartae  circuli  sumpsi- 
mus  ...  et  ne  in  sequentibus  haec  nobis  iterare  necesse  sit,  edicimus,  omnem 
tractatum  nostrum,  sive  mentionem  cordarum  de  medietatis  cordis  opportere 
intelligi,  nisi  aliquo  proprio  nomine  signaverimus,  quod  et  cordam  integram 
appellabimus."  Aus  dieser  Stelle  darf  jedoch  nicht  der  Schlafs  gezogen  werden, 
zu  Al-Battänis  Zeit  habe  die  Bezeichnung  dschaib  noch  nicht  existiert  und 
das  Wort  sei  daher  nicht  indischen  Ursprunges,  denn,  wie  erwähnt,  kommt 
dasselbe  bereits  im  kleinen  Sindhind  vor;  Al-Battäni  scheint  vielmehr  das  den 
Sinn  nicht  deckende  Wort  absichtlich  vermieden  zu  haben,  umsomehr  als  er 
sich  an  Ptolemäus  anschlofs.  —  5)  Wüstenfeld  a.a.O.  55.  Die  von  Gerhard 
herstammende  Ühersetzung  des  astronomischen  Werkes  von  Dschäbir  ibnAflah 
(siehe  weiter  unten)  enthält  beständig  das  Wort  „Sinus".  —  6)  Die  uns  vor- 
liegenden Ausgaben  enthalten  übrigens  die  Tafeln  selbst  nicht,  da  man  zur  Zeit 
ihrer  Veröffentlichung  bereits  die  genaueren  Tabellen  Regiomoutans  hatte. 
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falls  dem  Griechen  folgend,  auf  verscliiedene  astronomische  Aufgaben 
an.  Wichtiger  ist  seine  Bestimmung  der  Sonnenhöhe  mittelst  des 
Gnomons.  Bezeichnet  l  die  Länge  desselben,  /;  die  Sonnenhöhe  und 
X  die  Schattenlänge,   so   stellt   sich  seine  Regel  durch  die  Gleichung 

dar    X  =  l  ■  — —.—: — - ,    die    er    aus    dem    Schattendreieck    ableitet. 

sin  h        ' 

Mit  Hilfe  dieser  Bezeichnung,  die  wir  durch  x  =  lctgh  ausdrücken, 
scheint  er  sich  nun  eine  kleine  Tabelle  hergestellt  zu  haben'),  welche 
die  Schattenläugen  zu  den  um  ganze  Grade  fortschreitenden  Sonnen- 
höhen angab  und  ihm  auch  umgekehrt  die  Bestimmung  der  Sonnen- 
höhe aus  der  Schattenlänge  ermöglichte.  Diese  Tabelle  ist  somit  die 
erste  Cotangententabelle,  der  man  in  der  Litteratur  begegnet; 
Al-Battiini  erkannte  jedoch  ihren  allgemein  trigonometrischen  Wert 
nicht,  sie  diente  ihm  nur  zu  den  angeführten  Zwecken.  Dies  geht 
schon  daraus  hervor,  dafs  er  die  Höhe  des  Gnomons  gleich  12^  setzt, 
während  der  Radius  seiner  Sinustabelle,  wie  bei  den  Griechen  60'' 
ist.  Unzweifelhaft  folgt  er  hierin  indischen  Vorbildern,  denn,  wie 
wir  schon  sahen  (S.  39),  teilten  auch  die  Lider  das  Gnomon  in 
12  Finger^),  während  Ptolemäus  die  Einteilung  in  60''  hat-').  Auch 
stimmen  die  von  den  Lidern  angegebenen  Regeln  genau  mit  jenen 
des  Al-Battäni  überein,  der  sie  nur  in  einer  Form  mitteilt,  aus  wel- 
cher mau  sieht,  dafs  er  sie  geometrisch  abzuleiten  imstande  war*). 
Wir  haben  schon  bei  einer  anderen  Gelegenheit^)  darauf  hin- 
gewiesen, dafs  gerade  diese  geometrischen  Ableitungen  der  verschie- 
denen hier  einschlägigen  Formeln  darauf  hindeuten,  dafs  die  Araber 
nicht,  wie  Delambre  und  im  Anschlufs  an  ihn  neuere  Geschichts- 
schreiber   meinten*),    eine    Art    Formelsprache    oder    wenigstens    ab- 


1)  Er  spricht  nämlicli  car.  H^  von  einer  solchen,  abgedruckt  ist  sie  jedoch 
nicht.  —  2)  Sürya-Siddhänta.  Cap.  EI.  Vers  2.  Ed.  Burgess.  239.  In  den 
Libros  del  Saber  Alfons'  X.  von  Castilien  (Ed.  D.  Manuel  Rico  y  Sinobas. 
5  Bände.  Madrid  1863—1867  in  2")  steht  III.  305  ebenfalls  eine  Schattentafel, 
in  welcher  das  Gnomon  direkt  in  12  Finger  geteilt  ist.  Alfons'  astronomische 
Kenntnisse  beruhen  aber  vollständig  auf  denen  der  Westaraber,  sodafs  kein 
Zweifel  besteht,  dafs  letztere  auch  die  Teilung  in  12  Finger  besafsen,  die  so- 
mit direkt  auf  indischen  Ursprung  hinweist.  —  3)  Abnagest.  Ed.  Halma  I.  75. 
Ed.  Heiberg  100.  —  4)  Will  er  z.B.  aus  dem  Schatten  die  Höhe  berechnen,  so 
bildet  er  zuerst  den  „Schattendurchmesser,  umbrae  triangulari  diametrum",  das 
ist  die  Hypotenuse  des  Schattendreieckes  yi^  -\-  x'  und  findet  dann  aus  letz- 
terem sin/i  :  60  =  l  -.yi'  -\-  x°  und  cosh  :  60  =  .r  :  j//-  -\-  x',  Formeln,  die 
deutlich  zeigen,  dafs  sie  durch  Reduktion  des  Schattendreieckes  auf  ein  ihm 
ähnliches  mit  der  Hypotenuse  eo''  gewonnen  wurden.  Bezüglich  der  Überein- 
stimmung dieser  Regeln  mit  den  entsprechenden  im  Sürya-Siddhänta,  vgl.  da- 
selbst Cap.  III.  Vers  13.  und  14.  Ed.  Burgess  250.  —  5)  Beiträge  22—27.  — 
6)  Delambre,   Histoire  de  l'A.stronomie   du  moyen  äge,  Paris  1819  in  4°.  128. 
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kürzende  Bezeichnungen  besafseu,  für  welche  sich  auch  in  der  That 
in  der  ganzen  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  Litteratur  kein  Beispiel 
findet.  Wir  werden  im  Gegenteil  sjjäter  sehen,  dafs  sie  selbst  die 
schwierigsten  Rechnungen  an  der  geometrischen  Figur  durchzuführen 
verstanden. 

Bemerkt  mufs  noch  werden,  dafs  Al-Battäni  bereits  zweierlei 
Schatten  unterscheidet,  je  nachdem  das  Gnomon  senkrecht  auf 
einer  horizontalen  oder  auf  einer  vertikalen  Wand  steht;  der  erstere 
wird  in  der  Übersetzung  mit  „umbra  extensa"  oder  als  Schatten 
schlechthin  bezeichnet,  während  der  letztere  „umbra  versa"  heifst. 
Wie  sich  zeigen  wird,  gaben  diese  Schatten  sehr  bald  Veranlassung 
zur  Einführung  der  Cotangenten  und  der  Tangenten  in  die  Trigono- 
metrie der  Araber. 

Noch  mehr,  als  Al-Battäni's  Gnomonik,  erinnern  jene  Regeln  an 

indischen    Ursprung,     die    er    angibt,     um    von    den    vier    Gröfsen: 

Stundeuwinkel,    Sonnenhöhe,    Deklination    und    Polhöhe    je    eine    aus 

den    drei    übrigen    zu    berechnen.     Zu    ihrer   Lösung   bedient   er   sich 

nicht  der  Methode  des  Ptolemäus,  der  ihm  sonst  überall  Leitstern 

ist,   sondern  jener  Projektionsmethode,  die  die  Inder  so  praktisch 

zu    verwerten    wufsten').     Um    z.  B.    die    Sonnenhöhe    aus    den    drei 

übrigen  Stücken  zu  bestimmen,  gibt  er  eine  Regel'),  deren  Wortlaut 

genau  durch  folgende  Formel  wiedergegeben  wird: 

.     ,         (sinvers  L  —  sinvers  t)  sin  (90°  —  (cp  —  3)) 

sm  h  =  ^^ " -. --^ • 

sinvers  <„ 

Die   hier   vorkommenden'  Gröfsen   sind  dieselben,   die  wir  im  3.  Kap. 

§  2  gebrauchten,   und   ihre  Ableitung   läfst   sich  unmittelbar  aus  der 

dort  gegebenen  Figur  (S.  39)  ablesen.     Vergleicht  man  sie  mit  der 

dort   gegebenen   Formel   der  Inder   (S.  41),   so   sieht   man,   dafs   sie 

sin  (90»  —  (qj  —  <?))  BD  ■  sin  (90»  —  cp)    ^_ 

sinvers  <„  r  ■  r 

übergeht.     Aber  auch  diese  letzte  Gleichung   ergibt  sich  unmittelbar 

aus  unserer  Figur.    Denn  fällt  mau  daselbst  noch  DD'  J_  SN,  so  ist 

sin  (90"  —  ((p  —  di)  =  DD' ,    sinvers  t^  =  EG'    und    sin  (90"  —  (p) 

-r^rr        ,  „  .         DD'         BD     EH       ,  r  BD     EH 

=  isix:    also   muls   sein:     „  ,,,  = ■ oder   „,,,  = •  ^  _,  • 

'  Ebr  r  r  Etr  r       DD 


durch   die    Substitution  .  , = ^^ —  in  jene 


Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertum  und  Mittelalter,    Leipzig 
1874.     8».    281.     Wir   zitieren   künftig  kurz  Hankel.  —   Cantor  I.  694. 

1)  Darauf  deutet  einmal  die  cart.  IT  gegebene  Figur  und  dann  eine  Be- 
merkung Regiomontans  hin  (a.a.  0.  cart.  IG'),  welcher  sagt:  „Albategnius  be- 
diente sich  in  seinen  vielen  Beweisen  der  geraden  Linien  und  schlol's  vieles  aus 
der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke."  Es  scheint  demnach,  dafs  Regiomontan  die 
Beweise  des  Albategnius,  die  in  der  Druckausgabe  nicht  angeführt  sind, 
kannte.  —  2)  Cap.  XVII.  cart.  20''. 


Ausbau  der  Tri(»onoinctric  bei  don  Ostarabern  und  Persem.  53 

Es  ist  aber  A  DB' A  ^  ISEHC,  also  r  :  DA'  =  EH  :  Z»//  und  des- 
f^'lciclien  7) .4'  :  /;r?'  =  BD  :  r,  da  A  DAA  ~  A  7s'G'  C;  ist.  Durch 
Multiplikation  folgt  aus  diesen  beiden  Proportionen  das  Gewünschte. 
Der  Unterschied  der  indischen  Formel  von  der  Al-Battäni's  besteht 
also  nicht  in  der  Methode  der  Ableitung,  sondern  nur  darin,  dafs 
letzterer  die  Mittagshöhe  arc.  SD  =  90"  —  {<p  —  ö)  einführt. 

Auf  gleiche  Weise  löst  Al-Battäni  noch  eine  Reihe  von  Aufgaben, 
von  denen  wir  noch  die  eine,  das  Azimut  A  der  Sonne  aus  Dekli- 
nation, Sonnenhöhe  und  Polhöhe  zu  bestimmen*),  hervorheben 
müssen.  Die  von  ihm  hierzu  gegebene  Regel  gibt  in  unsere  Formel- 
sprache übersetzt  genau: 

/r  sin  (90°  —  S)  sin  h  sin  cp  \ 

eine  Formel,  die  für  r  =  1  und  Einführung  der  Cosinusse  direkt  in 
unsern  sphärischen  Cosinussatz  übergeht.  Wir  haben  hier  die 
älteste  Stelle  in  der  bis  jetzt  zugänglichen  Litteratur,  an 
welcher  unser  zweiter  Fundamentalsatz  der  sphärischen 
Trigonometrie  vollständig  auftritt.  Aber  dennoch  glauben  wir 
nicht,  dafs  man  berechtigt  ist,  Al-Battäni  den  Erfinder  dieses  Satzes 
zu  nennen,  wie  dies  von  anderer  Seite  ^)  geschehen  ist.  Denn  genau 
ebensowenig  wie  die  luder  hat  Al-Battäni  eine  Idee  davon,  dafs  er 
mit  seiner  Projektionsmethode  einen  trigonometrischen  Satz  fand,  der 
für  jedes   sphäi'ische  Dreieck   verwendbar  ist.     Seine  Regel,  die  sich 


1)  a.  a.  0.  Cap.  XI,  cart.  15'.   —    2)  H.  Hankel   281   und   Cantor  I.   694. 

Hankel  sagt  hier:    „Von  den  trigonometrischen  Fundamentalsätzen   kennt  Al- 

ßattäni  aufser  denen  des  Abnagest  bereits  die  Formel 

cos  a  =  cos  6  cos  c  -f-  sin  6  sin  c  cos  a 

für  schiefwinklige  Dreiecke,   die  er  daher  nicht  immer  in  zwei  rechtwinklige 

Dreiecke  zerlegen  mufs,  und  weifs  dieselbe,  um  eine  Multiplikation  zu  ersparen, 

COS  (1)  c) cos  Cl 

in  die  Form  zu  setzen  sinvers  a  = ^^ — . — z-^. "    Aber  weder  die  erste, 

sin  0  sm  c 

noch  die  zweite  dieser  Formeln  kommt  bei  ihm  irgendwo  vor.    Hankel's  totum 

scheint  mir  aus  Delambre's  Eist,  de  l'Astr.  du  moyen  äge  p.  20  zu   stammen, 

denn  dieser  führt  dort  in  die  bei  Al-Battäni  vorkommende  Gleichung 

sinvers  L  sin  h 


smvers  t  =  smvers  L 


sin  (90"  —  (q)  —  Si) 


(Cap.  XVI)    statt   sinvers  L   den  Wert  — ^  ein,  wodurch  sie  dann  aller- 

"  cos  9  cos  ä 

dings    in    sinvers  i  =  - — — 1 übergeht.      Aber    diese    Substitution 

cos  q>  cos  0 

hat  Delambre,   nicht  Al-Battäni   ausgeführt,    der   überhaupt   nirgends   mit 

Gleichungen  rechnet,  sodafs  bei  ihm  von  einem  Zusammenhang  dieser  Formeln, 

oder  besser  Regeln,  untereinander  nirgends  eine  Spur  vorhanden  ist. 
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in  der  obigen  Formel  ausspricht,  ist  nämlich  ebenso,  wie  die  übrigen 
mitgeteilten,  denen  sich  noch  eine  Reihe  anderer  anschliefst,  direkt 
aus  der  Fig.  15  (S.  39)  abgeleitet  worden,  ohne  irgendwelche  Be- 
ziehung auf  das  sphärische  Dreieck  FZZ.  Die  Formulierung  der- 
selben als  eines  allgemein  giltigen  Dreieck-Satzes  gehört  vielmehr 
einer  viel  späteren  Zeit  an.  Fügen  wir  noch  bei,  dafs  den  Arabern 
damals  schon  aufser  dem  Archimedischen  Werte  y  für  das  Ver- 
hältnis des  Kreisumfanges  zum  Durchmesser  auch  noch  die  beiden 
indischen  Werte  jt  =  ]/IÖ  und  %  =  f^  =  ^^  =  Z,U\m  bekannt 
waxen'),  so  können  wir  die  gewonnenen  Ergebnisse  kurz  in  Fol- 
gendem zusammenfassen : 

Zu  der  Zeit,  als  Al-Battäni  sein  astronomisches  Werk  schrieb, 
waren  die  Lehren  des  grofsen  Sindhind  noch  wohlbekannt,  aber  auch 
der  Almagest  des  Ptolemäus  hatte  längst  Eingang  gefunden.  Dem 
ersteren  entnahmen  die  arabischen  Gelehrten  die  Kenntnis  des  Sinus 
und  die  Werte  für  das  Verhältnis  des  Kreisumfanges  zum  Durch- 
messer, ersetzten  aber  die  wenig  genauen  indischen  Tafeln  sehr  bald 
durch  die  weit  bequemeren  des  Ptolemäus,  die  sie  leicht  in  Sinus- 
tabellen umformten.  Zur  Lösung  der  astronomischen  Probleme, 
welche  im  Grofseu  und  Ganzen  in  beiden  Werken  dieselben  waren, 
bedienten  sie  sich  unter  beständiger  Verwendung  des  Sinus  teils  der 
indischen,  teils  der  griechischen  Regeln,  je  nachdem  ihnen  die  einen 
oder  anderen  vorteilhafter  erschienen,  wenig  Neues,  wie  z.  B.  die 
Cotangententabellen,  hinzufügend.  Aufserdem  erlaubte  ihnen  die 
Kenntnis  der  Projektionsmethode,  die  sie  vielleicht  aus  dem  Ana- 
lemma und  jedenfalls  aus  den  indischen  Werken  kennen  lernten,  die 
in  den  letzteren  gegebenen  Regeln  geometrisch  abzuleiten  und  durch 
einige  Anwendungen  zu  vervollständigen,  aus  denen  sich  später  der 
zweite  Fundamentalsatz  der  sphärischen  Trigonometrie  entwickelte. 

§  3.    Die  Reform  der  Trigonometrie  durch  Abü'l  "Wafä 
und  seine  Zeitgenossen. 

War  die  Thätigkeit  der  Araber  bisher  in  der  Hauptsache  nur 
eine  eklektische,  so  wurde  dies  anders  in  der  zweiten  Hälfte  des 
10.  Jahrhunderts.  Es  begegnet  uns  hier  zunächst  der  Astronom 
Abü'l  Wäfä  Muhammed  ihn  Muharamed  ibn  Jahjä  ibn  Ism'ail  ihn 
Al-'Abbäs   Al-Büzdschäni,    der   940   in   Büzdschän  in   Persien   ge- 


1)  Diese  drei  Werte  finden  sich  in  der  Algebra  des  Muhammed  ibn  Müsä 
Al-Chwarizmi  angeführt.  Dieses  noch  erhaltene  Werk  ist  von  Friedr.  Rosen 
mit  einer  englischen  Übersetzung  herausgegeben.  London  1831.  Vgl.  auch  die 
franz.  Übersetz,  von  A.  Marre,   Nouvelles   annales   des  Mathem.  1846,    V.    561. 
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boren  wurde.  Er  studierte  in  'Irak  und  erwarb  sich  grofsen  wissen- 
scluiftlicbeu  Kuhm  unter  den  Arabern,  bei  denen  er  als  der  ge- 
wandteste Rechner  und  als  eine  glänzende  Leuchte  galt').  Er  starb 
998  in  Bagdad,  wo  er  sein  Leben  zugebracht  hatte.  Seine  wissen- 
schaftliche Thätigkeit  auf  rein  mathematischem,  astronomischem  und 
übersetzerischem  Gebiete  war  eine  sehr  umfassende,  und  wie  die 
wenigen  noch  erhaltenen  Schriften  beweisen,  jedenfalls  eine  viel 
originellere,  als  die  seiner  Vorgänger.  Für  uns  kommt  in  der  Haupt- 
sache nur  sein  Almagest")  in  Betracht,  sein  Hauptwerk,  das  für  den 
Astronomen  allerdings  nur  eine  Wiederbelebung  des  gleichnamigen 
griechischen  Werkes  ist,  aber  in  Bezug  auf  trigonometrische  Lehren 
viel  Neues  enthält.  Abü'l  Wafä  sagt  in  seiner  Einleitung:  „Wir 
haben  in  diesem  Buche  einen  Weg  eingeschlagen,  den  keiner  unserer 
Vorgänger  gegangen  ist;  wir  haben  die  bekannten  Methoden  ver- 
mieden, wenn  das  Eindringen  in  sie  den  Studierenden  schwierig  war, 
wie  z.  B.  die  Methode  mit  dem  Viereck  und  die  Regel  der 
6  Gröfsen.  Wir  haben  auch  mehrere  Sätze  beigefügt,  die  die 
Griechen  nicht  erwähnten....  Wir  haben  die  Tafeln  mit  der  gröfsten 
Sorgfalt  berechnet.  Wenn  daher  der  Leser  dieses  Buches  in  den 
Lösungen  verschiedener  Fragen  Abweichungen  begegnet,  die  sich  auf 
die  Sekunden  und  Terzen  der  gewöhnlich  zugelassenen  Werte  be- 
ziehen, so  darf  er  sich  nicht  wundern:  diese  Abweichungen  ergaben 
sich  aus  der  sehr  grofsen  Annäherung,  mit  welcher  wir  die  Sinus, 
die  Sehnen  und  die  Tangenten  berechneten,  die  die*  Elemente  des 
Kalküls  bilden."  Wir  werden  sehen,  dafs  Abü'l  Wafä  nicht  zuviel 
versprochen  hatte. 

Im  ersten  Teile  seines  Almagest  gibt  er  wohl  zum  erstenmale 
eine  systematische  mit  Beweisen  versehene  Zusammen- 
stellung der  trigonometrischen  Sätze.  Nach  Definition  der  trigono- 
metrischen Linien:  Sehne,  Sinus  und  Sinus  versus  gibt  er  die 
zwischen  ihnen  bestehenden  Beziehungen  durch  die  einfachsten  geo- 
metrischen Betrachtungen;  sie  entsprechen  den  folgenden  Glei- 
chungen : 

cril^]  ,  crd/'lSO»--') 

l)sma=icrd(2«);2) '-^ ^  =  _-_;3) -= , 

erd—  crd- 


1)  M.  Cantor  I.  698  ff.  und  662j  sowie  Eilhard  Wiedemann,  Zur  Ge- 
schichte Abul  Wefas.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Ph.  XXIV.  hist.-litt.  Abt.  121—122. 
—  2)  Von  diesem  hat  Carra  de  Vaux  leider  nur  einen  Auszug  im  Journal 
asiatique  Sei-ie  8.  XIX.  408 — 471  verötTentlicht,  der  aus  dem  in  der  Bibl.  royale 
in  Paris  unter  No.  1138  vorhandenen  Manuskript  stammt.  Diesem  Auszug  ist 
das  im  Text  Mitgeteilte  entnommen. 
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von   ilfuen    die  zweite  unsere  Formel  2siii^-— =1 — cos«  und   die 

z 

dritte    sin«  =  2 sin—  cos—  ist;  die  letztere  war  neu  hinzugekommen. 

Hierauf  gibt  er  zwei  geometrische  Ableitungen  des  Additionstheorems 
an,  die  von  jener  der  Griechen  abweichen,  und  erhält  dadurch  ein- 
mal die  uns  geläufige  Form  desselben,  dann  aber  auch  die  kom- 
pliziertere Gleichung: 


sin 


,       I     o\        n/  •    2            sin' a  sin 'ß    .     l/  •    »a         sin'asin'ß 
(ß  4-  ^)  =  y  sin^ß ^—^  +  [/  sm2/3 y, "^  ■ 


Dann  folgt  die  Konstruktion  der  Sinustafel,  die  von  15  zu  15  Mi- 
nuten berechnet  wird  und  zwar  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  Ptole- 
mäus.  Da  er  sich  aber  zur  Aufgabe  setzt,  seine  Tabelle  auf  Quarten 
der  Sexagesimalteilung  genau  zu  erhalten,  so  kann  er  zur  Berech- 
nung von  sin  i "  von  dem  Interpolationsverfahren  des  Griechen 
keinen  Gebrauch  machen  und  ersinnt  daher  ein  weit  schärferes'), 
indem  er  sich  des  Satzes,  dafs  die  Difi'erenzen  der  Sinusse  mit  wach- 
senden Winkeln  abnehmen,  bedient,  den  wir  bei  Theon  kennen 
lernten.     Zunächst   leitet   er   daim   durch   fortgesetztes  Halbieren   aus 

der  Kenntnis  der  Sinusse  von  36°  und 
von  60°  die  Sinusse  von  Q£f  =  0,50250° 
und    von    (||)°  =  0,46875°   ab.     Hiermit 

erhält    er    dann    sin  (||)°  =  sin — 

=  sin  0,375°,  womit  also  die  Näherungs- 
werte für  sin  (0,5°)-  gewonnen  sind,  deren 
Argumente  sich  um  (^)°  unterscheiden. 
Es  sei-)  nun  (Fig.  17)  ABO  ein  Quadrant, 
arc.  AC=  (J;)°,  arc.  AD  =  (J5j°,  arc.  AE 
=  (i|)°,  dann  sind  GC,  DD',  EE'  die 
ihm  bekannten  Sinusse.  Teilt  man  jetzt 
die  Bögen  CD  und  DE  in  den  Punkten  W,  X,  Y,  Z  je  in  drei 
gleiche    Teile,     so    ist    ein    solcher    Teil   g^  >   und  folglich  arc.  A  Y 


C'Ji 


1)  Dieses  Verfahren  bat  Wöpcke  im  Journal  Asiatique  1860.  5.  Serie. 
XV.  281 — 320  und  im  .Journal  de  mathematiques  von  Liouville  1854.  156  ff. 
genau  untersucht.  —  2)  Wöpcke  teilt  die  Schlufsformeln  ohne  Angabe  der 
Ableitung  Abü'l  Wafä's  mit;  a.  a.  0.  298—299.  Cantor  hat  I.  703  eine 
rechnerische  Ableitung  gegeben.  Da  aber  Abü'l  Wafä  die  Formeln  jedenfalls 
geometrisch  konstruierte,  so  haben  -wir  im  Text  eine  geometrische  Ableitung 
mitgeteilt,  welche  jener  nachgebildet  ist,  die  Meriem-al-Tchelebi  in  seinem 
Kommentar  zu  den  astronomischen  Tafeln  des  Ulüg-Beg  gibt.  Sedillot, 
Journal  Asiatique  5.  Serie.  II.  1855  und  Proldgomenes  d'Oloug-Beg,  Paris  1853. 
76.  Auch  hat  Wöpcke  bemerkt,  dafs  die  dort  gegebene  Methode  in  der  That 
die  von  Abü'l  Wafä  herstammende  ist. 
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=  Gä)"  +  (32)°  =  i "  ""'l  Y^'  'Jer  gesuchte  Siuus  desselben.  Pro- 
jiziert uiau  noch  C,  W,  X  senkrecht  auf  YY'  und  D,  Y,  Z  auf 
J:E',  so  ist  sowohl  GE'  =  EE'  —  7)7)',  als  auch  7''i7=  7)7)'  —  C'C" 
nach  dem  Hilfssatze  Theous  in  drei  ungleiche  Teile  geteilt;  und 
zwar  ist  GL  =  HY  =  {GE  und  UY  <HK<\FR,  oder 
YY'  —  7)7)'  >  \{EE'  —  DD')  und  YY'  —  DD'  <  \{DD'  -  CG'). 
Das  gibt  aber 

sin|°  >  sin  (i)»  +  l{sm(}^'  -  sm(||)»), 

sini»  <  sinQ)«  +  Ksin(J«)»  -  sin(g)«), 

und  das  arithmetische  Mittel  aus  diesen  beiden  Werten  gibt  sin  \ 
=  0,00872Göoö498!)03,  während  der  auf  15  Dezimalen  genaue  Wert 
0,008726535498374  ist.  Die  Differenz  beträgt  also  0,000000000000520 
=  46^40^50^1,  und  Abü'l  Wafas  Wert  ist  somit  nur  um  46,7 
Quinten  zu  grofs,  sodafs  er  seine  Rechnung  mit  den  Quarten  ab- 
schliefsen  mufste,  wenn  er  ein  genaues  Resultat  erhalten  wollte; 
er  hatte  somit  auch  ein  ganz  richtiges  Urteil  über  die  Tragweite 
und  Verwendbarkeit  seiner  Operation. 

Im  ().  Kap.  seines  Almagest  definiert  er  die  Schatten,  und 
zwar  unterscheidet  er,  wie  Al-Battäni,  zwei  Schatten:  1.  Schatten 
=  umbra  versa  =  Taugente  imd  2.  Schatten  =  umbra  recta 
=  Cotangente.  Die  Benennung  Schatten  wurde  auch  in  Zukunft 
von  den  Arabern  beibehalten.  Dabei  wird  der  Schatten  als  die  halbe 
geometrische  Tangente  des  doppelten  Winkels,  bezüglich  dessen 
Supplementwinkels  aufgefafst.  Aufserdem  treten  hier  auch  die 
Sekanten  und  Cosekanten  auf,  die  eine  als  Durchmesser  des 
ersten,  die  andere  als  Durchmesser  des  zweiten  Schattens 
eingeführt.  Alle  diese  aus  dem  Schattendreieck  entnom- 
menen Linien  werden  bei  ihm,  wie  der  Sinus,  als  eigent- 
liche trigonometrische  Linien  zur  Rechnung  verwendet^), 
weshalb  er  auch  eine  eigene  Tangententabelle")  konstruiert.  Den 
Zusammenhang  dieser  Funktionen  legt  er  durch  die  Gleichungen  fest: 
tg«  :  r  ^  sin«  :  cos«;    ctg«  : /•  =  cos  «  :  sin«;    tga:sec«  =^  sin  «  :  r; 


tg  «  :  r  =  r  :  ctg  « ;     sec  «  =  ]/r^  -|-  tg" « ;    cosec  «  =  yr^  -\-  ctg^  «  ^) . 


1)  So  bestimmt  er  z.  B.  zum  erstenmale  die  Rektaszension  a  aus  der 
Gleichung  tg«  =  cos  £  tgl,  indem  er  a  in  seiner  Tangententabelle  aufschlägt. 
—  2)  Wie  die  Sinustafeln,  so  fehlen  im  Manuscripte  leider  auch  die  Tangenten- 
tafi'ln,  sie  waren  aber  von  15  zu  15  Minuten  berechnet  und  umfafsten  4  Spalten: 
die  erste  und  die  zweite  enthielten  die  Tangenten  resp.  die  Cotangenten  und 
zwar  für  den  Radius  1,  in  der  dritten  standen  sie  für  r  =  Gü^ ,  während  die  vierte 
die  ersten  Differenzen  enthielt.  —  3)  Diese  Formeln  finden  sich  also  hier  zum 
erstenmale,  nicht  etwa  erst  bei  Bradwardin  (1325),  wie  M.  Curtze,  Zeitschr. 
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Aber  Abü'l  Wafä  geht  iu  seineu  Neuerungen  noch  einen  Schritt 
weiter,  indem  er  sagt:  „Also  ist  es  klar,  dafs,  wenn  man  den  Radius 
gleich  1  setzt,  das  Verhältnis  des  Sinus  eines  Bogens  zu  dem  Sinus 
seines  Complementes  der  erste  Schatten,  und  das  Verhältnis  des 
Sinus  des  Complementes  zu  dem  Sinus  des  Bogens  der  zweite 
Schatten  ist."  Diese  Bemerkung  kann  nicht  genug  hervorgehoben 
werden,  denn  sie  versetzt  Abü'l  Wafä  weit  über  Mittelalter  und 
Renaissance  hinaus  bis  in  die  moderne  Zeit,  und  es  ist  sehr  merk- 
würdig, dafs  dieser  Gedanke  r  =  1  zu  setzen,  trotzdem  er  hier  auf 
das  Klarste  ausgesprochen  wurde,  wieder  völlig  in  Vergessenheit 
geriet,  indem  bis  ins  18.  Jahrhundert  herein  der  Radius  beständig 
mitgeschleppt  wurde. 

Mit  dieser  Einführung  der  6  trigonometrischen  Funktionen  durch 
Abü'l  Wafä  war  die  Trigonometrie  des  ebenen  rechtwinkligen  Drei- 
eckes mit  einem  Schlage  so  vervollständigt,  dafs  sie  ein  ganz 
modernes  Gepräge  bekam.  Aber  auch  in  der  sphärischen  Trigono- 
metrie ging  er  bahnbrechend  vor,  und  namentlich  ist  es  bemerkens- 
wert, dafs  er  sich  in  der  „Regel  der  vier  Gröfseu",  die  wir  im  Keime 
schon  bei  Täbit  antrafen,  sowie  iu  seinem  „Tangentensatze",  eine 
neue  Basis  der  sphärischen  Trigonometrie  schuf.  Als  Quelle  für 
beide  Sätze  haben  wir  schon  früher  die  Sphärik  des  Menelaus 
nachgewiesen  (S.  17).     Während   wir  aber  vermuten,   dafs   das  erste 

Theorem  bereits  im  Besitze  Täbits 
]^  war,  ist  das  zweite  unstreitig  Abü'l 
Wafäs  Eigentum').  Für  die  beiden 
bei  C  und  C  rechtwinkligen  Dreiecke 
(Fig.  18)  lauten  die  fundamentalen 
Theoreme  nach  Abü'l  Wafäs  Angabe 
^'''  "■  (I)  sin  BC:  sin  FC'  =  smBA:  sin  BA "-) 

und  (II)  tg BC :  tg B'C  :=  sin  AC :  sin äC  ^},  woraus  er  noch  die 
ni.  Fundamentalgleichung  des  rechtwinkligen  Dreieckes  (S.  25)  fol- 
gert. Als  vierten  Hauptsatz  gibt  er  den  Sinussatz  für  ein  be- 
liebiges sphärisches  Dreieck  an.  Ob  der  Satz  von  Abü'l  Wafä 
zuerst  aufgestellt  wurde,  ist  schwer  zu  entscheiden,  da  mit  ihm 
hierin  seine  Zeitgenossen  Abu  Nasr  und  Al-Chodschendi  kon- 
kun-ieren.     Jedenfalls   gab  er  einen  direkten  Beweis   desselben  ohne 


f.   Math,   und  Phys.   XX.   224  angibt;    übrigens   hat   sie   schon  Delambie    bei 
Abü'l  Wafä  nachgewiesen.     Hist.  de  TAstr.  du  moyen  äge  185. 

1)  Nasir  Eddin  Tüsi,  Traite  du  quadrilatere  p.  163  bestätigt  dies.  — 
2)  Almagest  von  Abü'l  Wafä  lib.  II.  Cap.  3.  —  3)  Ebenda  lib.  I.  Cap.  4.  Dieses 
Theorem  heilst  bei  den  Arabern  allgemein  das  „Schattentheorem". 
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das  Dreieck  in  zwei  rechtwinklige  zu  zerspalten').  Übrigens  besteht 
kein  Zweifel,  dafs  zuerst  der  Satz  lür  das  rechtwinklige  Dreieck 
entstand,  den  wir  schon  inij)lizito  bei  Ptolemäus  (S.  24)  und  bei 
den  Indern  fanden,  und  für  welchen  Nasir  Eddin  in  seinem  Werke 
über  das  Viereck  eine  ganze  Reihe  von  Beweisen  mitteilt.  Dieses 
Theorem  erhielt  dann  später  den  Namen  „Ersatztheorem"-),  weil  es, 
wie  die  unmittelbar  daraus  folgende  Regel  der  vier  Gröfsen,  den 
Satz  des  Menelaus  zu  vertreten  imstande  ist. 

Mit  den  angeführten  vier  Sätzen  ist  nun  Abix'l  Wafä  in  der  Lage, 
alle  seine  astronomischen  Probleme  zu  lösen,  ohne  auf  die  Regel 
der  6  Gröfsen  rekurrieren  zu  müssen,  die  wohl  ein  sehr  allgemeines, 
doch  ein  schwerfälliges  Mittel  zur  Gewinnung  der  nötigen  Formeln 
darstellt. 

AbiVl  Wafa  hatte  seine  ausgedehnte  von  den  glänzendsten  Er- 
folgen gekrönte  Gelehrteuthätigkeit  bereits  unter  einem  Herrscher 
ausgeübt,  der  nicht  mehr  dem  Stamm  der  Abbasiden  angehörte, 
denn  schon  im  Jahre  ',)45  hatte  sich  unter  den  heftigsten  Kämpfen 
in  Bagdad  ein  Regierungswechsel  vollzogen,  indem  in  der  Ausübung 
der  höchsten  Gewalt  an  die  Stelle  der  früheren  Herrscher  die  'Bu- 
jiden  getreten  waren.  Dem  Ansturm  kriegerischer  Schaaren  unter 
dem  Befehle  eines  Abkömmlings  des  Abu  Schudschä  'Bujeh  war 
nämlich  Bagdad  und  damit  das  altersschwache  Khalifat  erlegen; 
allerdings  fristete  dasselbe  noch  ein  Scheindasein  fort,  doch  der 
Khalif  sah  sich  gezwungen  dem 'ßujiden  Mu'izz  Eddaula  die  gesamte 
weltliche  Macht  zu  übertragen  und  ihm  den  Sultanstitel  zu  verleihen. 

Aber  trotz  dieser  politischen  Ereignisse  gediehen  die  Wissen- 
schaften, wie  in  der  Glanzzeit  der  Abbasiden,  und  fanden  von  Seiten 
der  neuen  Herrscher  eine  ebenso  kräftige  Unterstützung.  Scharaf 
Eddaula  (985 — 989)  gründete  im  Garten  seines  Palastes  eine  neue 
Sternwarte,  und  dem  Kollegium  von  Gelehrten*),  die  derselben  vor- 
standen, gehörte  eben  Abü'l  Wafa  an,  dessen  von  uns  geschilderte 
trigonometrische  Verdienste  nur  einen  kleineu  Teil  seiner  historischen 
Bedeutung  für  Mathematik  und  Astronomie  ausmachen. 


1)  Diesen  teilt  Carra  de  Vaux  a.  a.  0.  mit.  Er  wird  aus  der  Regel  der 
vier  Gröfsen  abgeleitet,  welche  zweimal  auf  eine  Figur  angewendet  wird,  die 
durch  Ergänzung  der  Dreiecksseiten  zu  Quadranten  entsteht.  —  2)  Nach  einer 
Bemerkung  Nasir-Eddins  (Traite  etc.  p.  140  und  163)  soll  Abu  Nasr  der 
erste  gewesen  sein,  der  einem  Ausdrucke  Tilbits  folgend,  den  Sinussatz  in 
dieser  Weise  bezeichnete;  Al-Chodschendi  aber  nannte  ihn  in  einem  Kom- 
mentar zum  Almagest  „Die  Regel  der  Astronomie",  während  andere  ihn  den 
Satz  nannten,  der  das  vollständige  Viereck  überflüssig  macht.  (Ebenda  162.)  — 
3)  Vgl.  Hankel  242  ff.  und  Cantor  I.  6ü8. 
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Übrigens  befand  sieb  aufser  ihm  iu  jenem  Kollegium  uocb  eine 
ganze  Reihe  hervorragender  Gelehrter,  welche  die  Schule  von  Bagdad 
zu  einer  neuen  Blüte  brachten,  die  erst  gegen  die  Mitte  des  11.  Jahr- 
hunderts allmählich  herabsank.  Leider  haben  wir  über  den  damaligen 
Stand  unserer  Wissenschaften,  aufser  dem  oben  Mitgeteilten,  nur 
wenige  unzusammenhängende  Nachrichten,  die  wir  einigen  Bemer- 
kungen Nasir  Eddin's  in  seinem  schon  wiederholt  benützten  Buche 
über  das  Viereck  entnehmen.  So  haben  in  der  zweiten  Hälfte  des 
10.  Jahrhunderts  der  schon  erwähnte  Emir  Abu  Nasr  Mausür  ben 
'Ali  ben  'Irak  (ca.  960—1020)  und  Abu  Mahmud  Hamid  ibn  Al- 
Chadar  Al-Chodschendi  (um  992)  gelebt'),  welche  beide  Abü'l 
Wa'fä  die  Priorität  der  Erfindung  des  Sinussatzes  streitig  machen. 
Von  dem  zweiten  dieser  Gelehrten  teilt  Nasir  Eddiu  einen-),  von 
ersterem  vier  Beweise^)  für  den  Sinussatz  der  sphärischen  Trigono- 
metrie mit.  Dieselben  waren  entweder  in  dem  von  ihm  verfafsten 
„Königlichen  Almagest"  oder  in  seinem  Kommentar  zum  Buche  des 
Menelaus  enthalten*).  Wir  müssen  uns,  um  Weitläufigkeiten  zu 
vermeiden,  versagen  auf  diese  Beweise  näher  einzugehen,  und  be- 
merken nur,  dafs  sich  vier  derselben  auf  ein  rechtwinkliges  und 
einer  von  Abu  Nasr  auf  das  allgemeine  sphärische  Dreieck  beziehen, 
und  dafs  sie  alle  aus  der  Betrachtung  des  zum  Dreieck  gehörigen 
Dreikantes  fliefsen,  dessen  Scheitel  im  Kugelmittelpunkt  liegt.  Die 
Regel  der  vier  Gröfsen  wurde  dann  im  Gegensatz  zu  Abü'l  Wafä°) 
aus  dem  Sinussatz  abgeleitet. 

Abu  Nasr  war  der  Lehrer  des  berühmten  Abü-Raihau  (oder 
Rihän)  Muhammed  ben  Ahmed  Al-Birüui,  der  von  973 — 1038 
oder  1039  lebte  und  in  Bairün,  der  Vorstadt  von  Chwarizm  am 
Südufer  des  kaspischen  Meeres  von  arabischen  Eltern  geboren  war^). 


1)  Schreibweise  dieser  Namen  und  Angabe  der  Lebenszeit  verdanke  ich 
einer  gütigen  Privatmitteilung  des  Herrn  Suter.  —  2)  A.  a.  0.  151.  — 
3)  A.  a.  0.  141  —  148  und  157.  —  4)  Die  Auffindung  dieser  Schriften  würde  für 
die  Geschichte  der  Trigonometrie  sicher  von  grofsem  Werte  sein,  denn  nacli 
den  überlieferten  Proben  scheint  sich  ihr  Verfasser  mit  ebensoviel  Geschick  als 
Vorliebe  mit  dieser  Hilfswissenschaft  der  Astronomie  beschäftigt  zu  haben; 
dafür  spricht  auch  ein  gegen  Ptolemäus  (S.  2.^)  sehr  vereinfachtes  Verfahren, 
um  aus  der  Summe  zweier  Bögen  und  dem  Verhältnis  ihrer  Sinusse  die  Bögen 
selbst  zu  finden,  das  uns  Nasir  Eddin  von  diesem  Gelehrten  mitteilt.  — 
Femer  sei  noch  bemerkt,  dafs  nach  Angabe  von  E.  Sachau:  „Chronologie 
orientalischer  Völker"  von  Albirüni,  Einleitung  p.  XXXIV  Abu  Nasr  mehrere 
Werke  im  Xamen  Albirvinis  schrieb,  darunter  „Theoremata  duo  e  trigonometria 
sphaerica'-,  welches  in  der  Leydener  BiUiothek  Cat.  III,  No.  1007  handschriftlich 
vorhanden  ist. —  5)  Übrigens  teilt  Nasir-Eddin  auch  einen  direkten  Beweis  Abü'l 
Wafäs  mit  a.a.0.148— 149.— 6)  E.  Sachau  a.a.O.p.XVII— XVHI  undp.XXXHI. 
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Im  Mannesalter  kam  er  an  den  Hof  des  kunstsinnigen  Sultans 
Mahmud,  des  Eroberers  von  Indien,  der  in  Gazna  residierte  und  an 
seineu  (flänzenden  Hof  neben  berühmten  Dichtern  und  Philosophen 
auch  die  Vertreter  der  exakten  Wissenschaften  zog.  Dort  scheint 
es  ihm  nicht  an  Protektion  gefehlt  zu  haben,  die  er  für  seine  aus- 
gebreiteten Studien  und  namentlich  für  seine  astronomischen  Arbeiten 
nötig  hatte.  Er  machte  grofse  Reisen  in  Indien,  dessen  Sprache  er 
von  Jugend  auf  sprach  und  verfafste  das  von  uns  schon  mehrfach 
benutzte  Werk  über  dieses  Land,  ein  Werk,  welches  unbestritten  zu 
den  hervorragendsten  Erscheinungen  der  arabischen  Litteratur  gehört. 
Dasselbe  gibt  nicht  nur  Zeugnis  von  dem  Wissen  des  Autors,  son- 
dern von  einer  Tiefe  der  Kritik  und  einer  Auffassung  der  Verhält- 
nisse, die  einem  modernen  Schriftsteller  alle  Ehre  machen  würde. 

Zu  den  von  Al-Birüui  am  meisten  bevorzugten  Wissenschaften 
gehörten  aber  Mathematik  und  Astronomie.  Aufser  einem  Werke 
über  die  Chronologie  existiert  von  ihm  noch  ein  ausführliches  Werk 
über  die  zur  Konstruktion  von  Astrolabien^)  dienenden  Methoden 
(stereographische  Projektion)  und  eine  Schrift  über  Trigonometrie  mit 
dem  Titel:  ;,Die  Schlüssel  zur  Erkenntnis  der  sphärischen  und  anderer 
Figuren."  Nasir  Eddin,  der  diese  Schrift  anführt"),  sagt,  Al- 
Birüni  stelle  darin  die  verschiedeneu  Gesichtspunkte  auf,  von  denen 
aus  man  das  sogenannte  „Ersatztheorem''  behandelt,  macht  uns  mit 
einem  Beweise  Al-Birfinis  für  den  Sinussatz  bekannt  und  bemerkt, 
dafs  derselbe  bei  Aufstellung  seiner  Regeln  wie  Abü'l  Wafä  den 
Radius  gleich   1   gesetzt  habe^). 

Dies  sind  die  spärlichen  Nachrichten,  welche  wir  aus  jener  Zeit 
beizubringen  vermögen,  doch  läfst  sich  schon  aus  ihnen  entnehmen, 
dafs  die  Trigonometrie  der  Araber  und  Perser  damals  ihre  griechi- 
schen Vorbilder  bereits  weit  überflügelt  hatte  und  anfing  zu  einer 
selbständigen  Wissenschaft  zu  werden,  wie  überhaupt  mit  dem  Vor- 
dringen des  persischen  Elementes  mehr  ein  Aufschwung  der  reinen 
Mathematik,  als  der  Astronomie  zu  beobachten  ist. 

§  4.    Ibn  Jünos  vuid  die   Häklmitischen  Tafeln. 

Als  Asien  am  Ende  des  10.  Jahrhunderts  infolge  von  Familien- 
streitigkeiten, die  schon  unter  den  zuletzt  genannten  Herrschern  aus- 
brachen, der  Schauplatz  unaufhörlicher  blutiger  Kämpfe  geworden 
war,  rissen  sich  verschiedene  Provinzen  vom  Hauptreiche  los  und 
bildeten    eigene    selbständige    Staaten.     So    gründete    das   Geschlecht 


1)  Bodleyaniscbe  Handschriftensainmlung.    Marsh  701.  —  2)  A.  a.  0.  140, 
—  3)  Nasir  Eddin,  Traite  du  quadrilatere  16.5. 
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der  Fatimiden  iu  Ägypten  eiue  eigene  Herrschaft  von  fast  200 jäh- 
riger Dauer  und  machte  allmählich  die  Hauptstadt  Kairo  zu  einem 
neuen  Mittelpunkte  wissenschaftlicher  Bestrebungen.  Al-'Aziz  (975 
— 996)  und  sein  Sohn  Al-Häkim  (996 — 1011)  wandten  ihre  Gunst 
mit  besonderer  Vorliebe  der  Astronomie  zu,  und  der  letztere  grün- 
dete eine  umfassende  Büchersammlung  und  liefs  auf  dem  Berge 
Mokkatam,  östlich  von  Kaüro,  eine  Sternwarte  errichten,  welche  er 
mit  reichlichen  Mitteln  ausstattete.  An  ihr  wirkte  Abü'l  Hasan  'Ali 
ibn  Abi  Said  'Abderrahmän  ibu  Ahmed  ibu  Jünos  (f  1008)  und 
arbeitete  im  Auftrage  seines  Gebieters  astronomische  Tafeln  aus 
(1007),  welche  er  Al-Häkim  zu  Ehren  die  häkimitischen  Tafeln 
nannte  ^).  In  diesen  war  das  „Fazit  der  ganzen  zweihundertjährigen 
Entwicklung  der  arabischen  Astronomie  gezogen",  und  „alle  späteren 
Astronomen  des  Orients  gehen  von  den  Tafeln  des  Ibn  Jünos  als 
einer  unfehlbaren  Autorität  aus""). 

Uns  interessieren  nur  seine  trigonometrischen  Leistungen,  die 
wir  in  Folgendem  kurz  zusammenfassen.  Zunächst  bemerken  wir, 
dafs  seine  Berechnung  der  Siuustafeln  keinen  Fortschritt  gegen  Abü'l 
Wafä  aufweisen  und  dafs  er  seine  für  r  =  öO**  von  10  zu  10  Mi- 
nuten berechneten  Cotangententabellen  nicht,  wie  letzterer,  direkt 
für  seine  Berechnungen  verwertet').  Er  scheint  also  ihre  Tragweite 
nicht  recht  durchschaut  zu  haben.  Ahnlich  verhält  es  sich  mit  dem 
5.  Theorem  zur  Berechnung  rechtwinklig  sphärischer  Dreiecke  (S.  25), 
das  er  ebenfalls  nicht  erkannte,  obwohl  er  zu  wiederholtenmalen 
sehr  nahe  daran  war,   es  zu  entdecken*).     Statt  desselben  verwendet 

er  öfters  die  beiden  komplizierten  Theoreme:   cosJ.  = -. und 

^  smc 

cos  A  cos  6  =v 

COS  C  =  r-^ *). 

SVD.B  ' 


1)  Bisher  ist  leider  nur  ein  Teil   (Cap.  III — V,  VI)   von  den  81  Kapiteln 

dieses    Werkes    veröffentlicht    und    von    Cousin    ins    Französische    übersetzt. 

(Notices   et   extraits    de   la  bibliotheque  nationale   Vll.  16 — 240);    die   späteren 

Kapitel  hat  Sedillot  für  Delanibre   übersetzt,   der  sie   in   seiner  Histoire  de 

l'Astr.  du  moyen  äge  76 — 156  benützte,  aber  leider  ist  die  Übersetzung  nicht  im 

Drucke   erschienen,    sodafs  wir  in  unseren   Mitteilungen   ganz   auf  Delambre 

angewiesen   sind.  —   2)  Hankel   244  und  245.  —   3)  So  berechnet  er  z.  B.  die 

Rin  o     cos  f 

Kektaszension  a,  wie   die   Inder    (S.  39),   aus   der  Formel    sin  a  = •  -^ — , 

C08  0     sin  i 

statt  die  Tangenten  zu  benutzen.  (Vgl.  dagegen  S.  57.)  Solche  Beispiele  führt 
Delambre  noch  viele  an.  Abü'l  Wafä  war  hierin  entschieden  weiter  vor- 
geschritten. —  4)  Vgl.  Delambre  a.a.O.  103—104,  106.  —  5)  Das  erstere  der- 
selben ergibt  sich  durch  Kombination  unserer  Theoreme  I  und  V,  das  letztere 
durch  Verbindung  von  III  mit  V.  —  Es  dauerte  noch  mehr  als  ein  .Jahrhundert, 
bis  der  Westaraber  Dschäbir  ibn  Afläh  das  V.  Theorem  selbst  aufstellte. 
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Wiihreud  Ihn  Jünos  in  diesen  Dingen  seinen  Zeitgenossen 
AbiVl  Wafü  nicht  übertrift't,  ja  kaum  erreicht,  scheint  er  in  der 
Handhabung  der  Projektioiismethode  eine  besondere  Fertigkeit 
besessen  zu  haben.  Delambre  führt  eine  Menge  der  von  ihm  ohne 
Ableitung  angegebenen  Regehi  an  und  glaubt,  aus  der  Gestalt  der- 
selben unbedingt  darauf  schlielsen  zu  müssen,  dafs  er  eine  gewisse 
Fornielschreibung  besessen  habe,  die  ihm  die  algebraische  Rechnung 
gestattete.  Doch  lassen  sich  alle  diese  Formeln  völlig  ungezwungen 
mit  jener  Orthogonalprojektion  ableiten,  ja  die  Gestalt,  in  der  sie 
gegeben  werden,  weist  sogar  unmittelbar  auf  diesen  Ursprung  hin*). 


Wir  wollen  hier  nur  auf  eine  Formel  hinweisen,  die  später  im  Abend- 
lande zur  Schöpfung  einer  Methode  führte,  welche  die  noch  fehlenden 
Logarithmen  mit  Glück  zu  ersetzen  vermochte.  Es  ist  dies  die 
FormeP) 

cos 9  cos  ä  =  ^{ cos  {(p  —  6)  -(-  cos  (93  -(-  (J) ) . 

Um  diese  nachzuweisen   sei   (Fig.  19)   die  Orthogonalprojektion 
von    (Fig.  15)    S.  39    auf   die   Meridianebene,    d  bedeute   wie   früher 


1)  In  unseren  „Beiträgen"  (S-l — 26)  haben  wir  an  dem  schwierigsten  Bei- 
spiele arabischer  Astronomie,  aus  dessen  Lösung  Delambre  (a.  a.  0.  128)  auf 
die  Bekanntschaft  mit  algebraischen  Rechnungsmethoden  unbedingt  schliefsen 
zu  müssen  glaubte,  nachgewiesen,  dafs  Ihn  Jünos  sich  nur  der  Projektions- 
methode bediente.  —   2j  Delambre  a.  a.  0.  108. 
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die  Dekliiiatiou  und  (p  die  Polhölie,  dauu  ist  ^DCZ=(p  —  S, 
also  DD'  =  cos  (9  —  8)  imd  -^  D"CZ'  ^  tp  -{-  d ,  also  B"  J 
=  cos  (qo  -|-  ö).  Zieht  mau  noch  D" D'"  \\  NS,  welche  die  Verlänge- 
rung von  DD'  in  J'  schneidet,  so  ist  DJ'  =  cos(<p  —  Ö)  -f-  cos(9P  -j-  d). 
Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  DBX  und  ECS  folgt  aber 
BD:DX  =  EC\  EH,  oder  für  EC  =  1 ,  BD  EH  =  DX.  Es 
ist  aber  BD  =  cos  d,  EH  =  cos  (p  und  DX  =  \DJ',  somit  geht 
diese  letztere  Gleichung  unmittelbar  in  die  abzuleitende  über '). 

Trotz  dieser  umfangreichen  Verwertung  der  Orthogonalprojektion 
ist  Ibn -Junos  der  zweite  Hauptsatz  der  sphärischen  Trigonometrie 
ebenso  wie  seinen  Vorgängern  entgangen,  während  er  sich  ihm  un- 
mittelbar hätte  darbieten  müssen-),  wenn  er  überhaupt  an  die  For- 
mulierung eines  allgemeinen  Theorems  gedacht  hätte.  Dagegen 
kennt  er,  wie  Abü'l  Wafä,  den  Sinussatz  und  wendet  ihn  ver- 
schiedenemale  au^).  Seine  Lösung  der  Aufgabe,  das  Azimut  und  die 
Höhe  eines  Sternes  aus  Stundenwinkel,  Deklination  und  Polhöhe  zu 
bestimmen,  ist  sogar  wesentlich  einfacher,  als  die,  welche  mau  heute 
gewöhnlich  gibt*). 

Zu  den  Gelehrten,  welche  zeitweise  zu  Kairo  am  Hofe  Al- 
Häkims  lebten,  ist  noch  Alhazen,  oder  wie  er  eigentlich  heifst, 
Abu  'Ali  AI-Hasan  ibn  AI-Hasan  ibn  Al-Haitam  (f  1038  oder 
1039)  zu  nennen.  Er  war  in  Al-Basra  geboren  und  wurde  nach 
Kairo  berufen,  da  er  sich  geäufsert  hatte,  er  sei  imstande,  die  Strö- 
mung des  Nil  so  zu  regulieren,  dafs  die  Überschwemmungen  stets 
gleichmäfsig  stattfinden  würden.  Da  es  ihm  aber  nicht  gelang,  sein 
Versprechen  einzulösen,  so  mufste  er  sich,  um  dem  Zorne  Al-Ha- 
kims  zu  entgehen,  verbergen  und  lebte  von  da  an  in  gröfster 
Zurückgezogenheit,  nur  mit  der  Abfassung  mathematischer,  astrono- 
mischer und  medizinischer  Werke  beschäftigt.  Fr.  Wöpcke  fand 
zwei  Verzeichnisse'')  seiner  Werke  auf,  von  denen  das  eine  25,  das 
andere  gar  92  Abhandlungen  mathematischen  Inhalts  aufzählt,  wozu 
noch  30  medizinische  Schriften  kommen.  Unter  ersteren  befinden 
sich  auch  mehrere,  die  für  die  Geschichte  der  Trigonometrie  von 
Wichtigkeit  wären,  aber  leider  teils  verloren,  teils  nur  handschrift- 
lich vorhanden   und  uns  daher  unzugänglich   siud^).     Das   christliche 


1)  Auch  das  Abendland  liat  diese  Art  der  Ableitung  beibehalten.  — 
2)  Häkimitische  Tafeln  Cap.  XIV,  XX,  XLVEI,  —  Z)  Delambre  a.  a.  0.  112; 
Häk.    Tafeln    Cap.   XV.    —    4)    Ebenda    Cap.   XX.     Delambre    117—118.    — 

5)  L'Algebra  d"Omar  Alchaiyami.     Paris  1851.  in  8°.  73—76.    Note  ***).  — 

6)  Auch  eine  Abhandlung  über  die  Quadi-atur  des  Kreises  existiert  noch  von 
ihm  (Bulletino  di  bibl.  e  di  st.  IV.  41  ff.),  deren  Veröffentlichung  sehr  wün- 
schenswert «uro,  da  sie  die  erste  nach  Archimed  ist;    vgl.  Cautor  I.  744. 
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Mittelalter  scheint  nur  seine  Optik,  die  allerdings  Jahrhunderte  hin- 
durcli  das  beste  Buch  na.'h  dieser  Richtung  war,  sowie  seine  Schrift 
über  die  Dämmerung  gekannt  zu  haben,  da  sich  von  seinen  anderen 
Werken  keine  lateinischen  Übersetzungen  finden. 


§  5.  Nasir-Eddin-Tüsi  und  sein  Werk  über  das  vollständige  Viereck. 

Wenden  wir  uns  von  Ägypten,  wo  uns  nur  vorübergehend 
Ibn-Jünos  fesseln  konjite,  wieder  nach  Bagdad  zurück,  das  wir  zu 
einer  Zeit  verliefsen,  als  die  mathematischen  Wissenschaften,  trotz 
der  kriegerischen  Wirren,  noch  auf  bedeutender  Höhe  standen  und 
in  Abü'l  Wafä  ihren  hervorragendsten  Vertreter  hatten.  Diese  Blüte 
unserer  Wissenschaft  dauerte  noch  ungefähr  bis  über  die  Mitte  des 
11.  Jahrhunderts  fort,  ging  dann  aber  rapid  abwärts,  und  erst  als 
1258  Bagdad  unter  dem  Andränge  der  Mongolen  gefallen  war,  und 
das  Khalifat  sein  Ende  gefunden  hatte,  begann  unter  den  Fürsten 
jenes  Volkes  eine  Nachblüte  der  Astronomie,  die  sich  an  einige 
Männer  knüpft,  mit  deren  Thätigkeit  wir  uns  im  Folgenden  noch 
beschäftigen  müssen. 

Der  Eroberer  Bagdads  Hülägü,  ein  Enkel  Dschingischans, 
hatte  in  seiner  Begleitung  einen  ganz  hervorragenden  Mann,  den 
Perser  Abu  Dscha'fer  Muhammed  ihn  Hasan  al-Tüsi  mit  dem  Bei- 
namen Nasir  Eddiu,  d.  h.  Verteidiger  der  Religion,  welcher  1201 
in  Tüs  geboren  war.  Auf  sein  Betreiben  wurde  schon  ein  Jahr  nach 
der  Einnahme  Bagdads  eine  neue  Sternwarte  in  Maräga')  bei 
Tauris  im  Nordwesten  von  Persien  erbaut,  auf  das  kostbarste  aus- 
gestattet und  an  dieselbe  eine  grofse  Anzahl  von  Astronomen  be- 
rufen.  Daselbst  entstanden  die  Ilchänischen  Tafeln,  so  benannt 
nach  den  mongolischen  Herrschern,  den  Grofschauen,  ein  Werk,  dem 
Nasir  Eddin  seine  Berühmtheit  verdankte  und  das  sogar  bis  China 
gelangt  sein  solPj.  Man  kann  es  als  eine  Neubearbeitung  der  Hä- 
kimitischen  Tafeln  ansehen.  Aufser  diesem  hat  aber  Nasir  Eddin 
bis  zu  seinem  1274  erfolgten  Tode  noch  eine  Menge  anderer  Werke 
über    die    verschiedensten    Wissenschaftsgebiete    geschrieben^),    von 


1)  Jourdain,  Memoire  sur  robservatoire  de  Meragah  et  sur  quelques  in- 
struments  employes  pour  y  observer:  suivi  d'une  notice  sur  Nassjr- Eddin. 
Paris  1810.  Ein  Auszug  bei  Wurm.  Zach's  monatliche  Correspondenz  XXIII. 
64 — 78  und  341 — 361.  Vgl.  auch  Reinaud,  Geographie  d'Aboulfeda.  Paris 
1848.  4".  I.  p.  139  der  Einleitung.  —  2)  Ebenda  p,  140.  —  3)  Auch  beschäftigte 
er  sich  mit  Redaktion  und  Verbesserung  verschiedener  von  den  Griechen  und 
von  seinen  arabischen  Vorgängern  verfafsten  Schriften.  Man  findet  solche  auf- 
gezählt bei  H.  Suter  „Über  zwei  arabisch-mathematische  Manuscripte  der  Ber- 
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denen  für  uns  jenes  schon  öfter  benützte  Buch  über  das  vollständige 
Viereck,  das  den  Titel  Schakl  al-Kattä  führt,  von  äufserster 
Wichtigkeit  ist').  Dieses  Werk  ist  das  erste  in  der  uns  bekannten 
Litteratur,  welches  die  ebene  und  sphärische  Trigonometrie  nicht 
mehr  als  blofses  Hilfsmittel  für  die  Astronomie,  sondern  um  ihrer 
selbt  Willen  in  gröfster  Vollständigkeit  behandelt.  Als  Fundament 
dient  Nasir  Eddin  für  die  Kugel  das  vollständige  Viereck,  oder 
der  Satz  des  Menelaus,  den  er  auch  für  die  Ebene  behandelt^). 
Bei  ihm  findet  sich  endlich  die  Erkenntnis,  dafs  die  vier  in  der 
Figur  des  Transversalensatzes  (S.  16)  enthaltenen  Dreiecke  zu  eben- 
sovielen  Hauptgleichungen  führen,  von  denen  jede  in  18  verschiedenen 
Formen  geschrieben  werden  kann,  je  nachdem  man  die  Verhältnisse 
mit  einem  anderen  Stücke  beginnt').  Die  eigeiitliclie  Trigonometrie 
beginnt  er  mit  dem  ebenen  rechtwinkligen  Dreieck,  stellt  aber  dann 
auch  den  Sinussatz  für  das  schiefwinklige  Dreieck  direkt  auf^),  in- 


liner  kgl.  Bibliothek."  Bibliotheca  math.  1898.  73 — 78,  wo  sich  auch  inter- 
essante Notizen  über  eine  Kreismessung  der  Araber  finden. 

1)  Vgl.  S.  47  Anm.  2.  Eine  Besprechung  desselben  gab  Suter,  BibHo- 
theca  mathematica  1893.  1 — 8.  Eingehend  haben  wir  uns  über  dasselbe  ver- 
breitet in  der  schon  öfter  angeführten  Abhandlung:  Nassir  Eddin  Tüsi  und 
Regiomontan.  Halle  1897.  —  2)  Wie  er  sagt,  schliefst  er  sich  bei  Behandlung 
der  verschiedenen  möglichen  Fälle  hauptsächlich  an  Hussam  Uddin  'Ali  ben 
Falluläh,  den  Salar  an,  der  auch  eine  Abhandlung  über  das  Viereck  geschrieben 
hat,  fügt  aber  Eigenes  hinzu.  —  3)  Bezeichnet  man  in  der  Fig.  4.  S.  16  die 
Strecken  AG,  AE,  BG,  DZ,  BZ,  BE  der  Reihe   nach  mit  a,  b,  c,  d,  e,  f, 

Ol  C        €  Cl  C        ß 

so  folgt  z.  B.  aus  der  Gleichung  ad-  f=  b  ■  c-  e,  -r-  =  -z — j  und  -—  =  --■  —  , 

also  beginnen  zwei  Gleichungen  mit  dem  Verhältnis  —  ,    ebenso    kann   man    2 

weitere  mit  —  und  wieder  2  mit  — ,  also  im  Ganzen  6  mit  a  beginnen  lassen. 
c  e 

Da  es  ferner  6  gibt,  die  mit  d  und  6,  die  mit  f  beginnen,  so  lassen  sich  im 
Ganzen  18  zusammengesetzte  Proportionen  aus  einem  Dreieck  bilden.  Die 
Richtigkeit  dieser  Gleichungen  wird  für  alle  möglichen  verschiedenen  Formen 

des  vollständigen  Viereckes  mit  der  Ähn- 
lichkeit nachgewiesen.  —  4)  Nasir  Eddin 
gibt  zwei  Beweise  für  ihn  an,  von  denen 
wir  den  einen  hier  kurz  skizzieren,  weil  er 
sich  genau  in  derselben  Weise  später  wie- 
der bei  Regiomontan  findet,  dem  er  bis- 
her zugeschrieben  wurde  (Cantor  II.  244). 
Man  beschreibt  in  Fig.  20  mit  CE  =  BH 
SK      C      i  F  B  i"    =  60''  als  Radius  Kreisbögen  aus  C  und  B 

i'ig.  20  und  fällt  von  den  Schnittpunkten  D  und  T 

derselben  mit  den  verlängerten  Seiten  CA  und  AB  des  A  ABC,  die  Senk- 
rechten J)F  und   TK  auf  CB;  dann  ist  BF  ^  sin  C,  TK  ^  sinB,  und  wenn 
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dem  er  ihn  sowohl  in  der  noch  heute  gebräuchlichen  Form,  als  auch 
mit  Benützung  der  Sehnen  statt  der  Sinusse  ausspricht.  Es  ist 
dies  die  erste  Stelle,  an  der  wir  einer  expliziten  Formulie- 
rung des  Sinussatzes  für  das  ebene  Dreieck  begegnen. 
Andere  Sätze  für  das  schiefwinklige  Dreieck  werden  nicht  formu- 
liert, sondern  die  einzelnen  Dreiecksfälle  ähnlich  wie  bei  den  Grie- 
chen behandelt. 

Die  Behandlung  der  sphärischen  Trigonometrie  leitet  Nasir 
Eddin  dadurch  ein,  dafs  er  den  Transversalensatz  für  alle  möglichen 
Fälle  unter  Zugrundelegung  der  Sinusse  beweist,  dann  gibt  er  eine 
eingehende  Diskussion  alier  wesentlich  verschiedenen  Gestalten  .sphäri- 
scher Dreiecke,  indem  er  die  beiden  Einteiluugsprinzipe  nach  der 
Gröfse  der  Seiten  und  der  Winkel  richtig  unterscheidet.  In  beiden 
Fällen  ergeben  sich  10  verschiedene  Grundtypen,  welche  durch  Figuren 
erläutert  und  schliefslich  in  einer  Tafel  vereinigt  werden').  Hierauf 
wendet  er  sich  zur  Entwickelung  der  Hilfsmittel,  welche  zur  Berech- 
nung der  Dreiecke  dienen.  Dabei  nennt  er  die  Methode,  die  Auf- 
lösung der  Dreiecksaufgaben  mittelst  des  Satzes  von  Menelaus  zu 
bewerkstelligen,  die  „Methode  der  Alten"  und  sagt  weiter-):  „Die 
Modernen  aber  haben,  sei  es  aus  Scheu  vor  der  Untersuchung  der 
verschiedenen  Verhältnisse,  sei  es  um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden, 
welche  der  Gebrauch  der  zusammengesetzten  Verhältnisse  in  der  Praxis 
nach  sich  zieht,  andere  Sätze  ausgedacht,  welche  au  Stelle  des  Viereckes 
treten  und  denselben  Nutzen,  wie  dieses  bieten . . ."  Dabei  hat  er  das 
„Ersatz-  und  das  Schattentheorem"  im  Auge,  die  wir  schon  kennen 
lernten  (S.  58).  Unter  den  8  Beweisen,  die  er  für  das  erstere  mit- 
teilt, ist  einer,  der  von  ihm  selbst  herrührt  und,  wie  alle  eigenen 
Beweise,  mit  Benutzung  des  Viereckes  in  der  Weise  geführt  wird, 
wie  wir  dies  schon  S.  24  andeuteten.  Als  Korollare  ergeben  sich  in 
derselben  Weise  abgeleitet  die  Fundamentalgleichungen  HI.  cos  c 
=  cos a  cos 6^)  und  V.  cos  J.  =  cos a  sin  i?,  von  denen  Ptolemäus 
nur  die  erstere  kannte.  Aber  auch  die  letztere  Relation  war  schon 
vor  Nasir  Eddin  den  Westarabern  bekannt'*').  Zu  diesen  beiden 
sehr    verwendbaren    Sätzen    fügt    er    noch    als    drittes    Korollar    die 


AL±BC  gezogen  wird,  so  ist  AB -.  ÄL  =  BT  :  TK  =  60^  :  sia  B  und 
AL  :  AC  =  DF  DC  =  sin  C  :  GOP;  woraus  durch  Multiplikation  AB  :  AC 
=  sin  C  :  sin  B  folgt. 

1)  A,  a.  0.  136.  —  2)  A.  a.  0.  140.  —  3)  Hierfür  teilt  er  übrigens  noch 
Beweise  des  Abü'l  Fazl  Ennirizi  und  des  Abu  Dschafar  Al-Chäzim  (ca. 
920 — 980,  nach  einer  gütigen  Mitteilung  von  H.  Suter),  die  den  Kommen- 
taren dieser  Gelehrten  zum  Almagest  entnommen  sind,  mit.  —  4)  Siehe 
S.  G2.    Anmerk.  5. 

5* 
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Formel  cos^  :  cos  a  =  sinfc  :  sine  hinzu,  die  wir  schon  bei  Ibn 
Jünos  fanden  (S.  62),  bemerkt  aber  richtig,  dafs  sie  für  die  Praxis 
wenig  Wert  habe,  da  sie  zur  Berechnung  eines  Stückes  die  Kenntnis 
dreier  anderer  verlaugt. 

Indem  er  sich  zum  Schattentheorem  wendet,  definiert  er  die 
Tangenten  und  Cotangenteu,  wie  Abü'l  Wafä  am  Kreise  und  leitet 
die  sie  verbindenden  Gleichungen  ab  (siehe  S.  57).  Hierauf  gibt  er 
die  Fundamentalrelation  II  (S.  25j  in  dem  der  Gleichung  sin  b  :  sin  90" 
==iga:tgÄ  entsprechenden  Wortlaut  und  teilt  für  sie  und  die  all- 
gemeine Relation  (S.  58)  zusammen  6  Beweise  mit,  von  denen  der 
letzte  wieder  in  der  S.  24  angemerkten  Weise  mittelst  des  Viereckes 
erhalten  wird,  während  die  anderen  aus  der  Betrachtung  des  Drei- 
kantes  hervorgehen,  mit  dem  die  Araber  vorzüglich  umzugehen  ver- 
standen'). 

Da  sich  das  Schattentheorem  nicht  wie  das  Ersatztheorem  direkt 
auf  schiefwinklige  Dreiecke  ausdehnen  läfst,  wie  Nasir  Eddin 
richtig  bemerkt,  so  werden  durch  zweimalige  Anwendung  desselben 
auf  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke,  in  welche  sich  ein  schief- 
winkliges durch  einen  senkrechten  Bogen  zerlegen 
läfst  (Fig.  21),  die  beiden  Gleichungen  aufgestellt: 

igB  -.igC  =  sin  CE  :  sin  BE 

und  tg  Ä^  :  tg  A,  =  tg  BE  :  tg  CE. 

Aus  dem  Hauptsatze  des  Schattentheorems  er- 
geben sich  dann  wieder  mehrere  Folgerungen,  von 
denen  wir  die  IV.  Fundamentalformel  tgfc  =  tgc  cos  ^4,  sowie  ganz 
besonders  das  erstmalige  Auftreten  der  VI.  Relation  cosc  =  cigA  ■  ctgB 
hervorheben,  da  dieselbe  bis  in  die  neueste  Zeit  stets  Vieta  (1540 
— 1603)  zugeschrieben  wurde.     Auch  ihr  Beweis  wird  aus  dem  voll- 


1)  Wir  geben  hier  einen  dieser  Beweise  (p.  171  ff.),  um   die  Methode  zu 

kennzeichnen ,  die  in  solchen  Fällen  ange- 
wendet wurde.  ABC  und  AED  sind  (in 
Fig.  c)  bei  C,  resp.  E  rechtwinklige  Drei- 
ecke, die  -^  A  gemeinsam  haben.  Verbindet 
man  den  Kugelmittelpunkt  F  mit  A,  B,  C, 
D,  E,  fällt  CS  und  EL  ±  AF  und  CT 
J_  Ebene  DACF,  EK ±  Ebene  EABF,  so 
treffen  diese  Linien  FB  und  FD  bezüglich 
in  T  und  K,  ferner  folgt  leicht,  dafs  EL  ||  TH 
und  KL  II  CE  ist,  so  dafs  SfiCHT  =<^ELK 
ist,  und  die  rechtwinkligen  Dreiecke  CHT  und  ELK  ähnlich  sind.  Hieraus 
folgt  dann:  CR  :  LE  =  CT  :  EK,  d.  h.  sin  &  :  sin  6'  =  tg  a  :  tgo'.  Ist  V 
=  90°,  so  wird  d  =  <^  A  und  man  hat  sin  h  :  sin  90°  =  tg  a  :  tg  A. 
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ständigen  Viereck  mit  Hilfe  des  Schattentheorems  abgeleitet  (a.  a.  0. 
p.  141).  Endlich  schliefst  sich  hieran  die  „weniger  Verwendung  fin- 
dende" Relation  ctg^  :  tg6  ^  cosc  :  sin«,  sowie  eine  allgemeine  Be- 
trachtung über  die  Brauchbarkeit  der  einzelnen  Theoreme,  worin  er 
sich  hauptsächlich  gegen  die  Ansicht  „hervorragender  Gelehrter" 
wendet,  als  seien  die  Tangententafeln  weniger  verwendbar,  als  die 
Sinustabellen'). 

An  die  Aufstellung  der  allgemeinen  Formeln  schlielst  sich,  wie 
in  unseren  modernen  Lehrbüchern  der  Trigonometrie,  die  Aufzählung 
und  Berechnung  der  G  Fälle,  welche  bei  Berechnung  der  rechtwink- 
ligen Dreiecke  vorkommen  können^).  Daiiei  behandelt  er  diese  Fälle 
getrennt,  sowohl  mit  dem  „Ergänzungstheorem",  als  auch  mit  der 
„Tangenteuregel",  fügt  aber  bei,  dafs  man  sich  nicht  etwa  „sklavisch" 
an  diese  Regebi  binden  müsse,  sondern  jeder,  der  in  die  Sache  ein- 
gedrungen sei,  werde  stets  leicht  den  einfachsten  Weg  finden^). 

Nun  folgt  eine  systematische  Behandlung  der  schiefwinkligen 
Dreiecke*),  wobei  folgende  6  Fälle  unterschieden  werden:  Gegeben: 
I.  zwei  Seiten  und  ein  Winkel  und  zwar  a)  zwei  Seiten  und  der  ein- 
geschlossene Winkel,  b)  zwei  Seiten  und  ein  Gegenwinkel;  IL  zwei 
Winkel  und  eine  Seite  und  zwar  a)  zwei  Winkel  und  die  anliegende 
Seite,  b)  zwei  Winkel  und  eine  Gegenseite;  IIL  drei  Seiten;  IV.  drei 
Winkel.  Die  Behandlung  der  4  ersten  Fälle  geschieht  teils  mit  Zu- 
rückführung  auf  rechtwinklige  Dreiecke,  teils  mittelst  des  Sinussatzes, 
wobei  er  jedoch  die  Doppeldeutigkeit  der  Fälle  I,  b  und  II,  b  nicht 
erkennt.  Von  weit  gröfserem  Interesse  sind  für  uns  die  Nummern  III 
und  IV,  da  Stellung  und  Lösung 
dieser  beiden  Aufgaben  hier  zum 
erstenmale  in  der  uns  bekannten 
Litteratur  auftreten^). 

Die  erste  Aufgabe  wird  sehr  einfach 
auf  die  folgende  Weise  gelöst:  Man  er- 
gänzt /\  ABC  in  Fig.  22,  dessen  Seiten 
bekannt  sind,  zum  vollständigen  Viereck, 
indem  man  AD  =  AE='\)()°  macht  undD 
und  E  mittelst  eines  gröfsten  Kreisbogens 
verbindet;  dann  kennt  man  auch  BE  =  90"  —  c,  CD  =  90"  —  h 
und  hat  mit  dem  Ersatztheorem :  sin  FB  :  sin  FC  =  sin  BE  :  sin  CD 
=  cos  c :  cos  h.  Somit  ist  das  Verhältnis  der  Sinusse  der  beiden 
Bögen  FB  und  FC  bekannt,  und  da  ihre  Differenz  a  ebenfalls  ge- 


1)    A.  a.  0.    180.    —    2)    184—190.    —    3)    180—189.   —    4)    190—200.   — 
6)  Vgl.  S.  26. 
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geben  ist,  so  kann  man  die  Bögen  einzeln  berechnen^).  Jetzt  kennt 
man  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  FEB  und  FCD  je  eine  Ka- 
thete und  die  Hypotenuse  und  kann  hieraus  FE  und  FD  bestimmen, 
also  auch  Bg.  DE  =  ^A.  Ahnlich  erhält  man  die  übrigen  Winkel, 
Wir  wollen  gleich  hier  bemerken,  dafs  wir  genau  derselben  Lösung 
wieder  bei  Regiomontan  begegnen  werden,  dem  sie  bisher  zuge- 
schrieben wurde. 

Am  meisten  Interesse  beansprucht  das  Problem  der  Bestimmung 
der  Seiten  des  Dreieckes  aus  den  drei  Winkeln  und  zwar  einerseits 
deswegen,  weil  schon  zu  seiner  Stellung  ein  tiefes  Eindringen  in  den 
Unterschied  zwischen  der  Ebenen-  und  Kugelgeometrie  nötig  war, 
und  andererseits  wegen  der  eigenartigen  Durchführung,  die  ihm 
Nasir  Eddin  zuteil  werden  läfst.  Derselbe  bedient  sich  nämlich  zu 
seiner  Lösung  des  Supplementardreieckes,  ganz  wie  nachmals  im 
Abendlande  Willebrod  Snellius,  bei  dem  man  bisher  die  erste 
praktische  Verwendung  desselben  finden  zu  müssen  glaubte^).  Die 
Lösung  der  Aufgabe  wird  folgendermafsen  skizziert:   Man  verlängere 

in  dem  Dreieck  ABC  (Fig.  23)  AB 
und  AC  so,  dafs  AD  =  AE  =  90» 
wird;  ebenso  mache  man  BF  =  BH 
=  90»  und  desgleichen  CK=  CT=  90». 
Die  gröfsten  Kreisbögen,  welche  bezüg- 
lich durch  D  und  E,  F  und  H,  K  und 
T  gehen,  bilden  dann  das  A  LMN, 
welches  wir  heute  als  Supplementar- 
dreieck  bezeichnen.  Da  nun  die  drei 
'^  Winkel  A,  B,  C  bekannt  sind,  so  kennt 

mau  auch  die  sie  messenden  Bögen  DE,  FM,  KT.  Hieraus  folgt 
dann  die  Kenntnis  von  LT  =  KM ^90°  —  TK  und  somit  von 
LiU'=  180«  — T^=  180"  — ^C;  ebenso  erhält  man  die  beiden 
anderen  Seiten  ZJV=  180»— -^5  und  31 N  =  180"  — -^  A  und  findet 
hieraus  mit  der  Lösung  der  Aufgabe  HI.  die  drei  Winkel  L,  M,  N. 
Da  diese  aber  durch  die  Bögen  SK,  DT  und  EF  gemessen  werden, 
und  z.  B.  CK  =  BH  ^  90"  ist,  so  folgt  hieraus  die  Kenntnis  von 
BC  =  180«  —  HK  =  180«  —  ^  L,  und  auf  gleiche  Weise  erhält 
man  die  beiden  anderen  Seiten  CA  und  AB.  Zu  dieser  Lösung 
fügt    Nasir   Eddin   noch   die   Figuren   für  die  Fälle   bei,    in  denen 


1)  Vgl.  S.  23  und  S.  60.  Anmerk.  4.  —  2)  Vgl.  z.  B.  Cantor  II.  647. 
R.  Wolf,  H.  A.  I.  223.  —  Wir  haben  übrigens  in  Bibliotheca  mathematica  1898. 
65  ff.  gezeigt,  dafs  auch  im  Abendlande  Vieta  schon  1593  desselben  sich 
bediente. 
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eine  der  Dreiecksseiten  ein  Quadrant  oder  gröfser  als  ein  sol- 
cher wird. 

Wir  müssen  hier  vorgreifend  bemerken,  dafs  die  Priorität  in 
Stellung  und  Lösung  dieser  Aufgabe  bisher  unbestrittenes  Eigentum 
des  schon  mehrfach  erwähnten  Regiomontan  war,  der  auch  nach 
der  allgemeinen  Ansicht  der  Historiker  der  erste  gewesen,  der  ein 
Lehrbuch  der  Trigonometrie  schrieb').  Durch  Wiederauffindung  von 
Nasir  Eddin s  Werk  ist  bewiesen,  dafs  auch  dieser  Ruhm  den 
Arabern  gebührt,  und  der  Lihalt  der  Schrift  dürfte  die  Ansicht 
gründlich  zerstören,  als  hätten  dieselben  nur  die  Qberlieferungen  der 
Griechen  treu  bewahrt,  ohne  sie  selbständig  schöpferisch  zu  erweitern 
und  auszubauen. 

Nasir  Eddin s  Werk  verdient  in  Wahrheit  den  Titel  eines 
Systems  der  Trigonometrie,  denn  wenn  auch  seine  Vorgänger 
Abü'l  Wafä,  Abu  Nasr,  Al-ßirüni  und  andere  ihren  astronomi- 
schen Werken  Kapitel  vorausstellten,  in  denen  sie  eine  Zusammen- 
stellung und  Begründung  trigonometrischer  Regeln  gaben,  so  trat 
hier  die  Trigonometrie  doch  immer  noch  als  Hilfswissenschaft  der 
Astronomie  auf,  ohne  sich  selbst  Zweck  zu  sein*).  Nasir  Eddin 
dagegen  erkannte  ihre  mathematische  Bedeutung  an  sich  und  suchte 
sie  daher  als  selbständige  Wissenschaft  zu  begründen,  indem  er  das 
vollständige  Viereck  zugrunde  legte.  Alle  seine  Fundamentalsätze 
sind  völlig  konsequenter  Weise  an  dieser  Figur  entwickelt,  und  die 
Fälle  der  hierdurch  zutage  geförderten  Hilfsmittel,  sowie  die  Leichtig- 
keit, mit  welcher  sie  gehandhabt  werden,  mufs  jeden  Leser  über- 
raschen. Dabei  darf  man  nicht  aus  dem  Auge  verlieren,  dafs  die 
Araber  keine  abkürzende  Schreibweise  und  keine  Formelsprache  wie 
wir  besafsen,  sondern  alle  ihre  Ableitungen  nur  an  geometrischen 
Figuren  und  in  Worten  ausführten. 

Man  hat  bemerkt,  dafs  sich  in  Nasir  Eddins  Werk  der  Co- 
sinussatz nicht  findet  —  das  ist  richtig I  Aber  abgesehen  davon, 
dafs  derselbe  nicht  in  das  System  des  Persers  pafst,  da  er  ja  in  gar 
keinem  Zusammenhang  mit  dem  sphärischen  Viereck  steht,  kannten 
die  Araber,  wie  schon  früher  bemerkt,  denselben  als  einen  Satz  des 
sphärischen  Dreieckes  bisher  überhaupt  nicht  und  gelangten,  soweit 
unsere  Kenntnisse  der  Litteratur  reichen,  auch  später  niemals  zu 
einer  Formulierung  desselben. 


1)  S.  Günther,  Allgemeine  deutsche  Biographie  XXII.  573.  —  2)  Natür- 
lich gilt  diese  Aufserung  nur,  insoweit  wir  die  arabische  Litteratur  bis  jetzt 
kennen;  es  ist  ganz  gut  möglieh,  ja  sogar  wahrscheinlich,  dafs  schon  vor 
Nasir  Eddin  selbständige  trigonometrische  Systeme  bestanden. 
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§  6.    Ulüg-Beg  und  die  Lösung  der  Dreiteilungsgleichung. 

Nach  Nasir  Eddin,  dessen  Werk  einen  Markstein  in  der  Ge- 
schichte der  Trigonometrie  bildet,  begegnen  wir  nur  noch  einem 
hervorragenden  Gelehrten  des  fernen  Ostens,  der  die  glilnzende  Reihe 
der  Astronomen  schliefst.  Es  ist  dies  Ulüg-Beg,  geboren  1393, 
ermordet  1449,  der  Enkel  des  Tartarenfürsten  Timür  oder  Tamer- 
lan,  der  am  Ende  des  14.  Jahrhunderts  Bagdad  erobert  und  ein  selb- 
ständiges Reich  mit  der  Hauptstadt  Samarkand  geschaffen  hatte. 
Durch  ihn,  seinen  Sohn  Schähruch  und  besonders  durch  Muham- 
med  ihn  Schähruch  Ülüg-Beg  wurde  diese  Stadt  bald  ein  neues 
Zentrum  für  Handel  und  Gewerbe,  Künste  und  Wissenschaften. 
Ulüg-Beg  war  selbst  ein  bedeutender  Astronom,  errichtete  in 
Samarkand  eine  neue  Sternwarte  und  gründete  eine  Art  astrono- 
mischer Akademie,  aus  der  astronomische  Tafeln')  von  hohem  Werte 
sowie  ein  schätzbarer  Sternkatalog  hervorgingen.  Auch  dieses  Tafel- 
werk beruht,  wie  das  Nasir  Eddins,  auf  den  Hakimitischen  Tafeln 
des  Ibn-Jünos,  weist  aber  auch  manche  Ähnlichkeit  mit  dem  des 
Persers  auf.  So  zeigt  sich  Ulüg-Beg  im  Besitze  aller  trigono- 
metrischen Methoden  seiner  Vorgänger,  indem  er  mit  grofser  Ge- 
wandtheit die  Regeln  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieckes,  wie 
auch  die  Projektionsmethode  handhabt.  Bei  seiner  Berechnung  der 
Sinustafeln  aber  bedient  er  sich  eines  sehr  bemerkenswerten  Ver- 
fahrens, auf  das  wir  näher  eingehen  müssen. 

Es  ist  dies  die  direkte  Berechnung  von  sin  1°  mittelst  der 
Lösung  der  Dreiteilungsgleichung,  die  er  durch  ein  geniales  Nähe- 
rungsverfahren bewältigt.  Mahmud  ihn  Muhammed  ihn  Kädizädeh, 
genannt  Meriem  (oder  Miram)  el-Tschelebi  ^)  (f  1412)  hat  uns 
dasselbe  in  seinem  Kommentar  zu  jenen  Tafeln  überliefert. 


1)  A.  S^dillot  hat  1847  den  persischen  Text  der  Einleitung  und  1853 
die  französische  Uljersetzung  desselben  herausgegeben:  Prolegomenes  des  tables 
Astronomiques  d'Oloug-Beg.  Paris  1847  und  1853.  8".  Die  Tafeln  selbst  sind 
nicht  veröffentlicht.  Das  persische  Original  wurde  auch  ins  Arabische  über- 
setzt. —  2)  Von  diesem  Gelehrten  finden  sich  im  Eskurial  und  in  der  Lejdener 
Bibliothek  noch  astronomische  Werke;  es  wäre  sehr  erwünscht,  über  sie  ge- 
nauere Berichte  zu  haben.  (Vgl.  Sedillot  a.  a.  0.  1853.  p.  225.)  Meriem 
spricht  die  Erfindung  der  Methode  einem  gewissen  Atal-Eddin-Dschamschid 
aus  dem  Gelehrtenkreise  Ulüg-Beg's  zu  (a.  a.  0.  77,  Anmerk.,  vgl.  Hankel 
293  und  Cantor  I.  736),  wir  glauben  jedoch,  dafs  diese  Methode  viel  älteren 
Ursprungs  ist,  denn  die  Dreiteilungsgleichung  wurde  schon  von  Abü'l  Dschüd, 
einem  Zeitgenossen  Al-Birüni's  aufgestellt  (Wöpcke,  L'Algebre  d'Omar  Al- 
kayami.  Paris  1851.  125),  der  sich  mit  Glück  mit  der  Lösung  algebraischer 
Aufgaben  beschäftigte,  die  der  letztere  gestellt  hatte  (Cantor  I.  714).  Da  nun 
das  Problem  von  grofser  Wichtigkeit  für  die   exakte  Berechnung  der  Sinus- 
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Die  Ableitung  der  Teilungsgleichung  wird  folgendermafsen  aus- 
geführt'). Es  sei  in  dem  Kreise  ABC  (Fig.  24)  mit  dem  Zentrum 
M,  arc.  AU  =  arc.  BC  =  arc.  OB  =  2».  Die  Sehnen  AB,  AC,  AD 
treffen  den  Halbkreis  über  dem  Durchmesser  MA  (Zentrum  K)  be- 
züglich mE,G,  H,  ferner  trifft  BGM 
die  Linie  AU  m  L  und  KE  die  AG  m 
T,  die  AH  m  I  und  es  ist  ET  =  TL 
Zieht  man  noch  die  Sehnen  GE 
=  GH^AE  und  AG  =  EH,  so 
ist  AE  =  {AB  =  |crd  2«  =  sin  1" 
=  a;,  und  ''^^=  |^Z>  =  |crd6« 
=  sin  3".  In  dem  Vierecke  AEGH 
aber  ist  nach  dem  Satze  des  Ptole- 
mäus  AEGH+EGAH=AGEH, 
oder  AE--{-  AEAH=AG'-,  d.h. 
X'  -\-  X  sin  3"  =  ^  G-.  Ferner  ist  aus 
A  BC3r  :  BC^  =  BG  ■  BM' ,  oder 
BA''  =  BG-2r,  für  BM'  =  2r,  also 

und    da    aus    A  ABG 

—  BG^  folgt,  so  hat  man 


BG  =■'•", 
AG^  =  4x^ 

^^'~m  _    ..  -  .- 

bereits  gefundenen  Wert  von  AG^  und  einiger  Reduktion: 


Fig.  24. 

AG^   und   schliefslich   durch  Vergleichung   mit   dem 


X  = 


-f  —  sin  3» 
4 


Diese  Gleichung  geht  für  a;  =  sina,  sin3*'  =  sin3«  in  die  all- 
gemeine Dreiteilungsgleichung  über.  Betrachtet  man  jetzt  r  als  eine 
neue   Sexagesimaleinheit,   indem   man  60'''  ^1'^  setzt,  so  ergibt  sich 


tabellen  ist,  so  wird  die  Auflösung  der  einmal  gegebenen  Gleichung  wohl  nicht 
400  Jahre  haben  auf  sich  warten  lassen.  Aufserdem  wissen  wir,  dafs  im  Abendlande 
Leonardo  Pisano,  der  ein  Schüler  der  Araber  war,  um  das  Jahr  1200  Nähe- 
rungsmethoden zur  Auflösung  von  höheren  Gleichungen  besafs,  und  später 
haben  J.  Bürgi  und  Pitiscus  (1600),  wie  sich  zeigen  wird,  bereits  genau  die- 
selbe Methode  zur  Lösung  der  Dreiteilungsgleichung  verwendet,  dafs  aber  da- 
mals schon  dem  Abendlande  Ulüg-Beg's  Schriften  bekannt  waren,  ist  nicht 
wahrscheinlich,  indem  die  astronomischen  Kenntnisse  dem  Occident  durch  die 
Westaraber  zuflössen.  Und  zwar  haben  wir  die  gegründete  Vermutung,  dafs 
sich  diese  Näherungsmethode  in  den  Schriften  des  spanischen  Arabers  Al- 
Zarkäli  (um  1080)  finden  dürfte,  denn  dessen  Werke  haben  auf  die  Entwicke- 
lung  der  Astronomie  im  Abendlande  sehr  viel  Einflufs  gehabt. 
1)  Prolegomenes  80—82. 
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a;  =  (x' +  lö"^  sin  3") :  45^  Aber  sin  3"  läfst  sich  durch  bekannte 
Methoden  (durch  Quadratwurzelziehen)  finden  und  mau  erhält 
lö'  sin 3«  =  47''  6"  8'  29"  53'"  ST'^'  3^'  45^''  =  47,102360018''  =  Q- 
setzt  man  45'^  =  P,  so  hat  man  schliefslich  die  Gleichung  zu  lösen: 

x:=(x^-\-  Q):P. 
Sei^)  die  gesuchte  Wurzel  der  Gleichung 

^  =  ^  +  -  +  — , +  ^3H , 

'     in     '     nr    '     »r    '  ' 

wobei  m  von    den  Arabern  =  60,   von  uns  =  10    genommen    wird, 

und    sei    dieselbe    eine    im    Verhältnis    zii   Q    kleine   Gröfse,  so    dafs 

a  7? 

man     als     eine    erste    Annäherung     p  =  ^  +  "p'     setzen     kann, 

woraus  der  Rest  E^  =  Q  —  AP  folgt;  dann  möge  x  ^  A -\- y^ 
der  wirkliche  Wurzelwert  sein.  Führt  man  diesen  in  die  Gleichung 
ein,  so  folgt:  A  -{-  y^  =  [{A  -{-  yif  -\-  Q]  '■  P,  oder  wenn  man  y■^ 
in    J.  +  2/i    gegen    A   vernachlässigt,    y^  =  {A^  -\-  Q  —  -P^)  :  P  = 

(A^ -\-  Bj):  P  =  —  +  -^-,  wobei  die  Division  auf  eine  Stelle  ausgeführt 

wurde.     Hieraus    folgt    der    Rest   B.,  =  A^  4-  R,  —  P  ■  —  ■  —  Jetzt 

«1 

m 


ist  in  zweiter  Annäherung  x  =  A  -\ — -  -\-  y»-  Führt  man  diesen 
Wert  wieder  in  die  Gleichung  ein,  so  kommt:  ^4 -f- :  ^  +  2/2 
=  \Ia  +  —  +  2/2)  +§]:-?;  oder  mit  Vernachlässigung  von  y^ 
unter  dem  Kubus: 

und  hieraus  P3  =  (.4+5)  -^■^+/.',  -  2^=  «-^(^  +  S  +  S) 
+  (.4  +  -5)' ;    ist  a;  =  ^  +  1^  +  If-,  +  y^  in  dritter  Annäherung,  so 

folgt    ebenso    ,,  =  [(^  +  |  +  J,)^  +  ,?  _  P  (^  +  ^  +  J)]  :  P 

=  [(^+S  +  är-(^+3^+^3]:P  =  5+§-.w.Man 

erkennt,  wie  man  auf  diese  Weise  die  Wurzel  in  Dezimal-  oder  Sexa- 
gesimalbrüchen  Stelle  für  Stelle  berechnen  kann.  Der  Algorithmus 
beruht  somit  einfach  darauf,  dafs  immer  die  Differenz  der  dritten 
Potenzen  der  beiden  letzten  aufeinanderfolgenden  Näherimgswerte  zum 

1)  Fr.  Wöpcke  hat  diese  Methode  eingehend  untersucht  und  auf  ihre 
Zuverlässigkeit  geprüft.  Journal  de  Mathematiques  t.  XIX.  1854.  167  ff.  und 
301  if.  An  ihn  anschliefsend  hat  sie  Hankel  290—293  algebraisch  dargestellt, 
dem  wir  in  der  Hauptsache  folgen. 
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Rest  addiert  den  neuen  Dividenden  gibt.  Aus  der  oben  angeführten 
Gleichung  ergibt  sich  dann  sin  1»  =  l''2'49"43"' U'^,  ein  Uesultat, 
welches  noch  in  den  Quarten  richtig  ist*). 

Aufser  dieser  eleganten  Methode  war  zu  Ulüg-Beg's  Zeiten 
jenes  luterpolutionsverfahren,  das  wir  bei  Abü'l  Wafä  kennen 
lernten,  noch  nicht  vergessen,  und  so  wurden  denn  die  neuen  Sinus- 
tafeln für  alle  Minuten  und  r  =  60*  mit  grofser  Genauigkeit  be- 
rechnet-); auch  stellt  Ulüg-Beg  eine  TangententafeP)  her,  die 
von  0"  bis  45"  für  alle  Minuten  und  von  45"  bis  90"  von  5  zu 
5  Minuten  fortschritt.  Eine  weitere  Tafel  enthielt  die  von  Grad  zu 
Grad  des  Winkels  fortschreitenden  Cotangenten,  oder  zweiten 
Schatten. 

Mit  der  Schilderung  der  Verdienste  ülüg-Beg's  verlassen  wir 
den  fernen  Osten,  wollen  aber,  bevor  wir  die  Blütezeit  der  arabischen 
Mathematik  in  Spanien  darstellen,  noch  einen  kurzen  Rückblick  auf 
die  gewonnenen  Resultate  werfen.  Da  bemerken  wir  nun  zunächst, 
mit  welcher  Gewandtheit  die  Araber  es  verstanden,  mit  dem  von  den 
Indern  überkommenen  Sinus  die  Schwerfälligkeit  der  griechischen 
Sehnenrechnung  zu  beseitigen,  und  wie  sie  ferner,  die  Tragweite  des 
Satzes  von  Menelaus  erkennend,  einerseits  seine  Verwendbarkeit  zu 
steigern  suchten,  andererseits  aber  durch  ihn  zu  völlig  neuen  und 
wesentlich  einfacheren  Relationen  geführt  wurden,  die  heute  noch 
das  Fundament  unserer  Trigonometrie  bilden.  Aus  der  Gnomonik 
der  Inder  und  dem  Analemma  des  Ptolemäus  überkamen  sie  des 
weitereu  die  Methode  der  Orthogonalprojektion  und  den  Begriff  des 
Sinus  versus,  verstanden  es  aber  sehr  bald,  die  schwerfälligen  Regeln 
der  Inder  durch  einfachere  zu  ersetzen  und  dem  schattenwerfenden 
Stabe  den  Begriff  zweier  neuer  trigonometrischer  Funktionen  zu  ent- 
locken, die  in  den  Händen  Abü'l  Wafä's  und  Nasir  Eddin's  die 
verwendbarsten  Werkzeuge  der  praktischen  Rechnung  wurden.  Ja 
letzterer  vermochte  es  sogar,  ein  System  unserer  Wissenschaft  auf- 
zubauen, indem  er  sie  aus  ihrer  dienenden  Stellung  gegenüber  der 
Astronomie  befreite,  und  zwar  ein  System,  so  klar  und  vollständig, 
dafs  ihm  das  christliche  Europa  bis  zum  Iti.  Jahrhundert  kaum  ein 
ebenbürtiges  an  die  Seite  zu  stellen  vermag.  Halten  wir  dazu  noch 
die  geistreichen  Näherungsmethoden,  die  sie  teils  zur  Umgehung  der 
Dreiteilungsgleichung,  teils  zur  direkten  Verwendung  derselben  ent- 
wickelten, so  werden  wir  ihnen  Originalität  und  eigene  schöpferische 
Kraft  gewifs  nicht  mehr  in  Abrede  stellen  können. 


1)  Wöpcke  a.  a.  0.  176.   —    2)  Ulüg-Beg  a.  a.  0.  83.  —   3)  Ebenda  86. 
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5.  Kapitel. 
Die  Westaraber  in  Spanien  und  Afrika. 

§  1.     Al-Zarkäli  und  Dschäbir  ibn  Aflah. 

Unter  deu  Khalifen  "Abd-Almelik  (684  —  705)  und  Welid  I. 
(705 — 717)  war  die  Nordküste  Afrikas  unter  die  Botmäfsigkeit  des 
Islam  gebracht  worden,  sodafs  das  arabische  Weltreich  damals  alle 
Länder  von  der  äufsersten  Westgrenze  Afrikas  bis  ludieu  umfafste. 
Müsä,  der  Statthalter  Afrikas,  fafste  nun  in  Übereinstimmung  mit 
Welid  den  Plan,  auch  Sjmuieu  zu  unterwerfen,  was  ihm  hauptsäch- 
lich durch  die  Tapferkeit  seines  Feldherrn  Tärik  nach  langen  und 
blutigen  Kämpfen  zum  gröfsten  Teile  gelang,  indem  derselbe  in  der 
Schlacht  bei  Xeres  de  la  Frontera  den  Gotenkönig  Roderich  besiegte 
und  die  Hauptstadt  Toledo  einnahm.  Müsä's  Sohn  Abdel-Aziz 
wurde  der  erste  Statthalter  des  neuen  Reiches,  das  noch  bis  zur 
Mitte  des  8.  Jahrhunderts  imter  der  Herrschaft  der  Khalifen  von 
Bagdad  blieb.  Als  aber  die  Regentenfamilie  der  Omajadeu  750 
durch  die  Abbasiden  verdrängt  wurde,  da  flüchtete  sich  der  letzte 
Omajade  'Abd-Arrahmän  nach  Afrika  und  es  gelang  ihm  mit 
Hilfe  seiner  dort  gesammelten  Anhänger  dem  damals  in  Spanien 
regierenden  Emir  Jussuf  das  Land  zu  entreifsen  und  eine  selbstän- 
dige Herrschaft  zu  gründen  (755).  Cordova  wurde  die  Residenz 
des  neuen  Khalifen  und  blieb  während  der  über  300  Jahre  dauern- 
den Herrschaft  der  Omajaden  nicht  nur  die  politische  Hauptstadt  des 
Reiches,  sondern  auch  das  Zentrum  für  Wissenschaften  und  Künste, 
die  in  Spanien  zu  nicht  geringerer  Blüte,  als  im  Orient  gelangten. 
Namentlich  waren  es  'Abd-Arrahmän  Hl.  (912 — 950)  und  dessen 
Sohn  Al-Hakam  H.  (950  —  976),  die  keine  Mühe  und  Kosten 
scheuten,  um  die  kostbarsten  Werke  im  Orient  und  Occident  zu  er- 
halten. Unter  des  letzteren  persönlicher  Fürsorge  entstand  in  seinem 
Palaste  in  Cordova  eine  Bibliothek  von  600000  Bänden,  deren  Brauch- 
barkeit durch  einen  Katalog  von  44  Bänden  erhöht  wurde.  Aber 
nicht  nur  in  Cordova,  sondern  auch  in  den  meisten  Provinzialstädten 
wurden  Bibliotheken  und  Akademien  der  Wissenschaft  gegründet,  in 
denen  von  den  gelehrtesten  Moslims  —  denn  Andersgläubige  duldeten 
jene  beiden  Herrscher  nicht  —  Vorlesungen  über  alle  Gebiete  des 
Wissens  gehalten  wurden. 

Obwohl  uns  nun  aber  überliefert  ist,  dafs  in  diesem  goldenen 
Zeitalter  der  arabischen  Litteratur  in  Spanien  eine  grofse  Anzahl  von 
Schriftstellern  über  Mathematik,  Astronomie  und  Astrologie  arbeitete, 
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und  obwohl  die  spanischen  Bibliotheken  noch  heute  im  Besitze  einer 
Meuge  von  arabischen  Hamlscliriften  sind,  so  fehlt  uns  doch  aus 
jeuer  Zeit  jede  genauere  Kunde  über  die  Pflege  der  uns  speziell 
interessierenden  Wissenschaft,  da  aus  diesen  reichen  Schätzen  bisher 
soviel  wie  nichts  verötfentlicht  wurde.  Es  ist  dies  umsoinehr  zu 
bedauern,  als  diese  Glanzperiode  mit  dem  Tode  Al-Hakam's  keines- 
wegs erlosch,  sondern  unter  Al-Mansür,  der  durch  seine  50  bluti- 
gen Kriege  gegen  die  christlichen  Reiche,  die  in  Leon,  Navarra, 
Castilien  und  Barzclona  entstanden  waren,  berühmt  ist,  noch  bis  in 
das  11.  Jahrhundert  fortbestaud.  Die  arabischen  Akademien  besafsen 
damals  solchen  Ruf,  dals  eine  Menge  Lernbegieriger  aus  ganz  Spa- 
nien, Nordafrika,  Ägypten,  Syrien,  ja  sogar  aus  Arabien,  Persien 
und  dem  ferneu  Indien  in  Spanien  zusammenströmte,  um  direkt  an 
den  Quellen  der  Gelehrsamkeit  zu  schöpfen.  Die  Behauptung'),  dafs 
auch  Wissensdurstige  aus  den  christlichen  Ländern  Frankreich,  Eng- 
land, Italien  und  Griechenland,  ja  sogar  aus  Deutschland  sich  daselbst 
einfanden,  ist  mit  Vorsicht  aufzunehmen,  da  ihnen,  wie  schon  er- 
wähnt, von  Seiten  der  glaubenseifrigen  Emire  sicher  die  gröfsten 
Schwierigkeiten  in  den  Weg  gelegt  wurden. 

Aber  nicht  einmal  die  Namen  der  Gelehrten,  die  in  jener  Zeit 
Mathematik  und  Astronomie  lehrten,  sind  uns  bekannt,  erst  im 
IL  Jahrhundert,  als  mit  dem  Erlöschen  der  Omajadenherrschaft  und 
dem  Vordringen  des  christlichen  Elementes  die  Pflege  der  Wissen- 
schaften allmählich  herabsank,  stofsen  wir  auf  zwei  Männer,  deren 
Eiuflufs  auf  die  Entwickelung  der  Astronomie  und  damit  auch  der 
Trigonometrie  durch  das  ganze  Mittelalter  und  vornehmlich  im  Zeit- 
alter  der  Renaissance  nicht  unterschätzt  werden  darf.  Es  sind  dies 
die  Astronomen  AbüT  Käsim  Ihn  'Abdi'r  Rahmau  Al-Zarkäli"), 
von  den  Lateinern  Arzachel  genannt,  der  um  1080  in  Toledo 
lebte,  und  Abu  Muhammed  Dschübir  ibn  Aflah,  gewöhnlich  Gabir 
oder  Geber  geheifsen,  der  ebenfalls  der  zweiten  Hälfte  des  11.  Jahr- 
hunderts angehört  und  sich  wahrscheinlich  in  Sevilla  aufhielt. 

Der  erstere  galt,  ob  mit  Recht  oder  Unrecht,  als  der  berühm- 
teste Astronom  seiner  Zeit;  unter  seiner  Leitung  entstanden  die  so- 
genannten Toledanischen  Tafeln,  die  von  einem  Kollegium  mos- 
lemitisclier  und  jüdischer  Gelehrter  verfafst  wurden  und  sich  einer 
enormen  Verbreitung  erfreuten^).     Die  Einleitung  zu  diesen  Tafeln, 


1)  Aschbach,  Geschichte  der  Omajaden  in  Spanien  11.  235.  —  2)  Über 
den  Namen  Arzachel's  siehe  Wittstein,  Zeitschr.  f.  Math,  und  Phys.  Hist.- 
litt.  Abtl.  1894.  XXXIX.  42.  —  3)  M.  Steinschneider,  Etudes  sur  Zarkäli. 
Bulletino  di  bibl.  e  di  storia  XX.  7,  gibt  an,  dafs  sich  noch  jetzt  nicht  weniger, 
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die  „Canones  sive  regulae  tabularum  Astronomiae" ') ,  in  welcher  die 
Berechnung  der  Tafeln  auseinandergesetzt  ist,  stammt  von  Al-Zar- 
kuli  selbst  und  hätte  wegen  ihres  hervorragenden  Einflusses  auf  die 
spätere  Astronomie  schon  längst  eine  Veröffentlichung  verdient.  In 
der  erwähnten  lateinischen  Übersetzung  findet  sich  ein  Kapitel:  „De 
inventioue    sinus    et    declinationis    per    Kardagas",    worin    jedenfalls 

jene  Methode  indischen  Ursprungs  angeführt 
ist,  die  uns  Peurbach*)  als  „de  mente  Ar- 
zachelis"  entnommen  mitteilt.  Dieselbe  be- 
steht kurz  in  Folgendem:  Er  berechnet  zu- 
erst die  Sinusse  der  G  Kardagarum  circuli, 
d.  h.,  da  bei  ihm  Kardaga  einen  Bogen  von 
15"  bedeutet,  der  ersten  G  ganzen  Vielfachen 
von  15°  aus  Fig.  25,  deren  Konstruktion 
leicht    ersichtlich    ist.      Aus    ihr    folgt:     np 

=  sin  2.15«  =  Y>     nq  =  sin  4.15"  =  y^S, 
sin  3.15"  =  -^y2,     \ma  =  sin  15» 


gt 


Ist  ferner  arc.iigx  =  30",  so  ist  arc.a;/'=  75" 
und 


xz  =   sin  o, 


Fig.  25. 


.15»   =   Yr 


sm' 


15», 

sin  6.15"  =  r  ^).     Nun  erhält  man  durch  die 


bekannte  Halbierungsformel  sin  7^  ,  dann  sin  82  j"  =  Vr^  —  sin"  1\ 


hieraus 


wieder    sin  3j 


ulid    sin  86  V  .      Nun    nimmt    man    dieselben 


als  48  Manuskripte,   teils  in   arabischer,   teils   in   lateinischer  Sprache  an  ver- 
schiedenen Bibliotheken  nachweisen  lassen. 

1)  Cat.  mss.  Angl.  p.  72  (bis)  n.  1487».  Lond.  (Ka.  61).  —  2)  Vgl.  S.  45. 
Antn  6.  —  Georgii  Peurbachii  tractatus  super  propositiones  Ptolemai  de  Sinibus 
et  Chordis.  Norimb.  1541.  2".  —  Dafs  Al-Zarkäli  die  Methoden  der  Inder 
und  den  grofsen  Sindhind  kannte,  ergibt  sich  aus  2  Stellen  in  dem  auf  Befehl 
Alfons  X.  übersetzten  Werke  desselben  über  sein  Astrolabium.  Es  heifst  da- 
selbst (Libros  del  saber  Vol.  III.  2.36  und  237):  Et  si  ouieres  el  logar  del  sol  6 
de  la  estrella  sigue  la  opinion  de  los  „indios."  6  de  los  „perseos."  und:  „Et 
todo  aquel  que  sacar  el  grado  dell  ascendent  por  el  sol  que  es  eguado  con  los 
taulos  de  los  indios.  6  de  los  perseos.  en  este  nuestro  tiempo.  assi  cuemo 
lo  que  sacamos  por  AI  Muntahin.  es  luenne  de  la  verdat.  mas  solamientre 
puede  seer  esto  verdat  acordändose  amos  las  oppiniones,  AI  Muntahin  con 
A9indihind  en  los  logares  de  las  estrellas.  et  del  sol.  et  de  la  luna.  assi 
cuemo  arcordaron  al  comien90  de  alhigere  con  encerte  dumbre."  Diese  Stelle 
ist  auch  ein  neuer  Beweis  für  die  von  uns  vertretene  Ansicht,  dafs  gerade  die 
Methoden  zur  Bestimmung  der  Sonnenhöhe  etc.  von  den  Indem  überkommen 
sind.  —  3)  Hier  folgt  eine  fehlerhafte  Stelle  über  die  Berechnung  der  2., 
3.  u.  s.  w.  Kardagen,  welche  wahrscheinlich  durch  den  Übersetzer  falsch  wieder- 
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Operationen  ausgehend  von  sin  45*'  vor  und  erhält  daraus  die  Sinusse 
von  22^„",  GTj",  11^",  78;]",  730°,  5^i°  u.  s.  w.  Mau  erkennt,  dafs 
diese  Methode  genau  dieselbe  ist,  die  die  luder  zur  Berechnung 
ihrer  Tafeln  verwendeten,  und  daher  auch  nur  diese  Tafeln  liefert'). 
Al-Zarkäli  hat  sie  jedenfalls  dem  grofsen  Sindhind  entnommen,  den 
er,  wie  schon  erwähnt,  wohl  kannte.  In  einem  andern  Manuscript°j, 
das  eine  Übersetzung  von  Gerhard  von  Cremona  darstellt,  zeigt 
das  Inhaltsverzeichnis,  dafs  Al-Zarkäli  die  Methoden  zur  Berech- 
nung von  Tafeln  für  den  Sinus  und  den  Sinus  versus  daselbst  aus- 
einandersetzt. Dabei  bedient  er  sich  einmal  eines  Radius  von  150', 
eine  Neuerung,  deren  Grund  man  nicht  einsieht,  und  dann  wieder 
eines  solchen  von  60^  und  führt  die  Berechnung  auf  Minuten,  Se- 
kunden und  Terzen  aus^).  Auch  eine  Schattentafel  konstruiert  er 
sich,  geht  aber  in  ihrer  Verwendung  nicht  über  Al-Battäni  hinaus, 
woraus  wohl  gefolgert  werden  darf,  dafs  Abü'l  Wafä's  wichtige  Ent- 
deckung den  Westarabern  nicht  bekannt  war,  oder  dafs  sie  wenig- 
stens den  Nutzen  derselben  nicht  einsahen. 

Die  astronomischen  Leistungen  Arzachel's  gipfeln  in  der  Er- 
findung eines  sehr  verwendbaren  Astrolabiums,  safiha  =  Scheibe 
genannt,  das  auf  lange  Zeit  eine  grofse  Verbreitung  fand,  denn  es 
findet  sich  eine  ganze  Reihe  arabischer  und  hebräischer  Schriften 
über  dasselbe*),  und  auch  im  christlichen  Mittelalter,  ja  selbst  noch 
im  16.  Jahrhundert  wurde  es  vielfach  verwendet^).  Übrigens  besafs 
man  schon  lange  vor  Al-Zarkäli  Instrumente,  welche  die  Himmels- 
kugel durch  stereographische  Projektion  auf  die  Ebene  abbildeten. 
So  erwähnten  wir  bereits  iS.  11.  Anm.  5),  dafs  Hipparch  im  Be- 
sitze eines  Planisphäriums  war,  über  welches  wir  eine  Abhandlung 
haben,    die   dem  Ptolemäus    zugeschrieben  wird,    und    stellten    die 


gegeben  und  von  Peurbach  kritiklos  abgeschrieben  wurde.    Da  sie  jedoch  die 
folgende  Rechnung  nicht  beeinflufst,  so  übergehen  wir  sie. 

1)  Vgl.  S.  36.  —  2)  Mss,  Ottobon.  1826.  Vatikan.  —  3)  Delambre,  Hist. 
de  l'Astr.  du  moyen  äge  171  und  Regiomontan,  Compositio  tabularum  sinuum. 
—  Die  erste  Tafel  Arzachel's  enthält  die  Sinusse  von  1°  zu  1°,  die  letztere 
von  -^  zu  {  Grad.  —  4)  Steinschneider,  Bulletino  di  bibl.  e  di  stör.  XVIII. 
343.  Die  Schrift  selbst  ist  ins  Spanische  übersetzt  im  UI.  B.  der  Libros  del 
Saber  enthalten.  —  5)  Regiomontan  z.  B.  hat  es  in  Anlehnung  an  Arzaohel 
in  der  2.  Hälfte  des  15.  Jahrh.  wieder  konstruiert  (Problemata  XXIX.  Saphaeae 
Nobilis  Instrumenti  Astronomie!,  ab  Joanne  de  Monteregio  .  .  .  conscripta,  1534, 
in  4"  von  Schöner  herausgegeben),  und  Gemma  Frisius  beschreibt  es,  viel- 
leicht unabhängig  von  seinen  Vorgängern  in  „De  Astrolabo  CathoHco  über". 
Antwerpiae  1556.  8".  Vgl.  über  dieses  Instrument  A.  Wittstein,  „Über  die 
Wasseruhr  und  das  Astrolabium  des  Arzachel."  Zeitschr.  für  Math,  und  Phys. 
1894.   XXXIX,  Hist.-litt.  Abt.  41  tf.  und  .Sl  tf. 
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Vermutung  auf  (S.  11.  Anm.  1),  dafs  bereits  die  Ägypter  solche  In- 
strumente kannten.  Bei  den  Arabern  aber  waren  sie  allgemein  im 
Gebrauch;  von  der  Saphäa  Arzachel's  unterscheiden  sie  sich  nur  da- 
durcb,  dafs  bei  ihnen  als  Augpunkt  der  stereographischen  Projektion 
der  Südpol  und  als  Projektionsebene  die  Tangentialebene  im  Nordpol 
genommen  ist,  während  bei  dem  letzteren  der  Augpunkt  in  dem 
Ost-  oder  Westpunkt  des  Horizontes  und  zugleich  in  einem  der  Äqui- 
noktialpunkte liegt,  und  als  Projektionsebene  der  Meridian  und  der 
damit  zusammenfallende  Kolur  der  Solstitien  aufgefafst  wird ').  Uns 
interessiert  jedoch  weniger  diese  zu  Ablesung  aller  Zeitbestimmungen 
dienliche  Einrichtung  der  Astrolabien,  als  vielmehr  das  auf  ihrer 
Rückseite  (dorsum  oder  postica  der  Lateiner)  verzeichnete,  zu  feld- 
messerischen Zwecken  benützte  „geometrische  Quadrat",  das  sich  auf 
den  meisten  dieser  Instrumente  findet  und  zu  einer  Anwendung  der 
„Schatten"  Anlafs  gab.  Die  Rückseite^)  wurde  nämlich  durch  einen 
in  360"  geteilten  Kreis  begrenzt,  in  welchem  ein  Quadrat  fglii  ein- 
geschrieben war  (Fig.  26),  dessen  Seiten  in  je  24  gleiche  Teile  ge- 
teilt waren.  Dieselben  wurden  von  den  zu 
den  Seiten  parallelen  Durchmessern  aus  mit 
den  Nummern  1  bis  12  bezeichnet,  so  dafs 
man  eigentlich  nur  die  Quadrate  engp  und 
enfo  nötig  hatte,  die  auf  manchen  Astrola- 
bien auch  allein  verzeichnet  waren.  Um 
den  Mittelpunkt  e  war  ein  Diopterlineal  hl 
drehbar,  welches  beim  Visieren  auf  einer 
der  Quadratseiten  des  mit  der  linken  Hand 
vertikalgehaltenen  Instrumentes  bei  einem 
bestimmten  Teilpunkte  einschnitt.  Die  abzulesenden  Abschnitte  auf 
den  zum  horizontalen  Durchmesser  parallelen  Quadratseiten,  hiefsen 
die  „geraden  Schatten"  (puncta  umbrae  rectae)  und  die  auf  den  verti- 
kalen Quadratseiten  die  „inversen  Schatten"  (puncta  umbrae  versae), 
erstere  sind  also  unsere  Tangenten,  letztere  die  Cotangenten  und  aus 
der  Gnomonik  der  Araber  herübergenommen.  Wir  werden  später 
sehen,  wie  sich  allmählich  das  Quadrat  vom  Astrolabium  loslöste 
und  zu  einem  eigenen  Mefsinstrument  wurde. 

Aufser  den  mitgeteilten  ziemlich  spärlichen  Nachrichten  können 
wir  über  Al-Zarkäli  nichts  beibringen,  besondere  Fortschritte  hat 
ihm  jedenfalls   unsere  Wissenschaft  nicht  zu  verdanken,   sonst  wäre 


Fig.  26. 


1)  Vgl.  hierüber  Wolf,  H.A.  II.  70—74  und  A.  Wittstein  a.a.O.  82—83 
und  85.  —  2)  Diese  Beschreibung  entnehmen  wir  M.  Curtze,  Über  die  im 
Mittelalter  zur  Feldmessung  benützten  Instrumente,     ßiblioth.  math.  189G.  65  ff. 
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Delambre,  dem  zwei  Miinuskripte*)  der  Toledanischen  Tafeln  vor- 
latreii ,  siclier  diirauf  ciiigeKaniien ,  dennoch  aber  wären  genauere 
Notizen  über  dieselben  sehr  wünschenswert,  um  ein  Urteil  über  deu 
Stand  der  Kenntnisse  der  spanischen  Mauren  in  der  Trigonometrie 
in  jener  Zeit  zu  gewinnen  und  zu  sehen,  inwieweit  sie  mit  der  Ent- 
wickelung  derselben  im  iVIutterlande  gleichen  Schritt  hielten. 

Über  den  zweiten  Gelehrten,  den  wir  nannten,  Dschäbir  ihn 
Aflah  können  wir  ausführlicher  berichten,  da  wir  von  ihm  noch 
9  Bücher  über  die  Astronomie  in  einer  von  Peter  Apian  heraus- 
gegebenen Übersetzung  des  Gerhard  von  Cremona  besitzen^).  Er 
zeigt  uns  eine  bemerkenswerte  Selbständigkeit  und  Kritik;  während 
nämlich  Ptolemäus  sowohl  von  Ost-  als  Westarabern  stets'  aufs 
höchste  geachtet  wurde,  imd  Niemand  sich  an  seiner  Autorität  zu 
rühren  getraute,  ergeht  sich  Dschäbir  in  einer  scharfen  Polemik 
gegen  diesen  Heros  der  Astronomie,  indem  er  sowohl  die  Richtigkeit 
mancher  seiner  Betrachtmigen  angreift,  als  auch  und  ganz  besonders 
gegen  seine  trigonometrischen  Berechnungen  zu  Felde  zieht.  Nament- 
lich wirft  er  ihm  vor,  dafs  seine  auf  dem  Satze  des  Menelaus  be- 
ruhende Methode  der  Dreiecksberechnung  umständlich,  der  Beweis 
dafür  schwierig  und  für  den  Lernenden  schwer  verständlich  sei. 
Darum  sagt  er,  er  habe  keine  Mühe  gescheut'),  um  einen  einfacheren 
Weg  zu  finden,  auf  dem  man  zu  den  nötigen  Berechnungen  gelangen 
könne,  was  ihm  auch  gelungen  sei.  Dieser  Weg  ist  aber  kein  an- 
derer, als  die  „Regel  der  vier  Gröfsen"*).  Nun  sahen  wir  schon 
(S.  17),  dafs  dieser  Satz,  wenn  auch  in  etwas  anderer  Form,  bei 
Menelaus  bereits  vorkommt  und  dals  Täbit  in  seinem  Kommentar 
zur  Sphärik  desselben  ihn  bis  auf  deu  letzten  Schlufs  entwickelte; 
ein  Astronom  von  der  Bedeutung  Dchäbir's  kannte  aber  jedenfalls 
Täbit's  Schriften,  die  unter  den  spanischen  Arabern  ebenso  wie  im 
Orient  verbreitet  waren  ^),  und  dann  war  sein  Verdienst  bei  Auf- 
findung jener  Regel   kein   besonders    bedeutendes.     Immerhin  scheint 


1)  Delambre  a.  a.  0.  176.  Mss.  de  la  Bibliotheque  du  roi.  No.  7331  und 
No.  7431.  —  2)  Instrumentum  primi  mobilis  a  Petro  Apiano  . . .  Acceduut  iis 
Gebri  filii  Äff  la  Hispalensis  .  .  .  libri  IX.  de  Astronomia  .  . .  Norimb.  1534.  in  2". 
—  3)  A.  a.  0.  p.  1.  Prooemium.  —  4)  A.  a.  0.  2  lieiTst  es:  „. . . .  ex  quibus  (pro- 
positiones  faciles  et  breves)  extrahitui'  ignotum  ex  noto  per  quatuor  numeros 
proportionales,  non  per  sex  numeros  compositos  sicut  praeparantur  in  figura 
sectore."  —  5)  Wie  schon  bemerkt,  existiert  des  Täbit  Werk  noch  heute  in 
verschiedenen  Exemplaren  und  zwar  in  arabischem  Text  und  hebräischen  Über- 
setzungen. M.  Steinschneider  hat  eine  Schrift  Dschäbir's  über  die  figura 
Katta  in  hebräischer  Übersetzung  gefunden,  die  zugleich  mit  einer  ebensolchen 
Übersetzung  von  Täbit's  Schrift  in  demselben  Codex  sieh  findet.  Zur  pseud- 
epigraphischen  Litteratur  p.  72. 

V.  Brauuiniihl,  Geacbicbte  dor  Triguuometrie.  I.  6 
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uns  aber  die  Behauptuug  Geber's,  er  habe  den  Satz  selbst  gefunden, 
darauf  hinzudeuten,  dafs  Abü'l  Wafä's  bahnbrechende  Arbeiten  in 
Spanien  nicht  bekannt  waren.  Dafür  spricht  auch  der  Umstand,  dafs 
Dschäbir  die  Tangenten  nicht  benützt. 

Er  stellt  nun  die  Regel  der  vier  Gröfsen  an  die  Spitze')  seiner 
Trigonometrie,  folgert  aus  ihr  den  Sinussatz  für  das  rechtwinklige 
sphärische  Dreieck  und  beweist  ihn  dann  mit  dessen  Hilfe  auch  für 
das  schiefwinklige  Dreieck.  Hierauf  findet  er  jene  V.  Relation-j 
(S.  25)  für  das  rechtwinklige  Dreieck,  die  nach  ihm  den  Namen  „der 
Satz  des  Geber"  erhalten  hat'),  indem  er  die  Seiten  des  Dreieckes 
zu  Quadranten  ergänzt  und  auf  das  entstehende  Scheiteldreieck  den 
Sinussatz  anwendet.  Aufser  dieser  Gleichung  stellt  er  noch  die  längst 
bekannte  HI.  Fundamentalrelation  auf  und  geht  dann  zur  ebenen 
Trigonometrie  über.  Schon  Hankel  hat  auf  den  merkwürdigen 
Umstand  aufmerksam  gemacht,  dafs  er  sich  hierbei,  was  die  Behand- 
luDgsweise  anlangt,  völlig  an  Ptolemäus  anschliefst,  indem  er  sich 
sogar  der  Sehneu  statt  der  Sinusse  bedient,  uud,  obgleich  er  die  Be- 
merkung macht*),  dafs  aus  der  Kenntnis  der  Winkel  eines  Dreieckes 
die  des  Verhältnisses  seiner  Seiten  folgt,  nicht  auf  den  Gedanken 
kommt,  den  Sinussatz  für  das  ebene  Dreieck  zu  formulieren,  wie  es 
später  Levi  ben  Gerson  und  Nasir  Eddin  gethan  haben.  Dafs 
der  letztere  übrigens  Dschäbir's  Werk  nicht  kannte,  scheint  mir 
zweifellos  zu  sein,  da  er  ihn  sonst  sicher  ebenso  gut,  wie  seine  an- 
deren Gewährsmänner  zitiert  hätte.  —  Hervorgehoben  mufs  noch 
werden,  dafs  Geber  seine  trigonometrischen  Lehren  mit  dem  aus- 
drücklichen Bemerken,  „um  Wiederholungen  zu  vermeiden"  den  astro- 


1)  Ä.  a.  0.  Prop.  XII,  üb.  I.  10 — 11.  Sein  Beweis  ist  derselbe,  wie  wir  ihn 
bei  Täbit  S.  47  kennen  lernten.  —  2)  Satz  XV.  p.  13.  —  3)  Siehe  S.  67.  — 
4)  p.  20.  —  In  den  Propositionen  XXTV,  XXV  und  XXVI  löst  er  die  Aufgaben: 
die  fehlenden  Stücke  eines  Dreieckes  zu  berechnen,  von  dem  zwei  Seiten  und 
der  eingeschlossene  Winkel,  zwei  Seiten  und  ein  Gegenwinkel  und  drei  Seiten 
bekannt  sind,  indem  er  das  Dreieck  in  zwei  rechtwinklige  zerlegt  und  die 
Hypotenusen  der  entstehenden  Dreiecke  als  Durchmesser  von  120^  betrachtet, 
um  die  Beziehung  der  Sehnen  und  Winkel  zu  erhalten. 
Wir  wollen  hier  seine  Behandlung  der  zweiten  dieser 
Aufgaben  kurz  skizzieren,  da  wir  dieselbe  Methoda 
auch  im  Mittelalter  wieder  antreffen  werden.  In 
A  ABG  ist  (Fig.  d)  AB,  AG  und  -^  B  gegeben. 
Man  beschreibt  um  die  bei  D  rechtwinkligen  Drei- 
ecke: h  ABB  und  h  AI)G  Kreise,  dann  ist  aus 
^'8-  d-  dem  ersteren  AD  und  DB  mittelst  des  «9;  JS  in  Teilen 

des  Durchmessers  A B  bekannt.  Hieraus  folgt  dann  DG  =  y A G'  —  ÄD' 
und  aus  dem  zweiten  A  mittelst  der  Proportion  AG:GD  =  120'' : crd(180»—  2 G) 
der  Winkel  G.     Endlich  ist  GB  =  GD  +  DB. 
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üomischeii  Entwickelungeii  in  einem  eigenen  Traktat  voranstellt, 
also  auch  selion  Jas  ßetlürfnis  einer  selbständigen  Trigono- 
metrie fühlt. 

Das  Wenige,  was  wir  über  die  Trigonometrie  der  spanischen 
Araber  kennen  gelernt  haben,  berechtigt  uns  zu  dem  Schlüsse,  dafs 
gegen  das  Ende  des  11.  Jahrhunderts  auch  bei  ihnen,  wie  schon  ein 
Jahrhundert  früher  bei  den  Ostarabern,  das  Bestreben  zu  erkennen 
ist,  die  trigonometrischen  Lehren  zu  systematisieren  und  so  die 
Grundzüge  einer  eigenen  Wissenschaft  zu  schaffen,  dafs  sie  aber  in 
ihrer  relativen  Unabhängigkeit  von  letzteren  nicht  zu  jeuer  Voll- 
endung gelangten,  wie  diese. 

§  2.    Abü'l  Hasan  Ali  von  Marokko. 

In  engerem  Kontakte  mit  dem  Mutterlaude,  als  das  spanische 
Reich  der  Araber,  scheint  die  Nordwestküste  von  Afrika  geblieben 
zu  sein.  Auch  dort  war  am  Anfang  des  9.  Jahrhunderts  ein  eigenes 
Reich  mit  der  Hauptstadt  Fez  entstanden  und  blieb  politisch  dauernd 
vom  Khalifat  in  Bagdad  getrennt.  Auch  dort  blühten,  trotz  der  be- 
ständigen blutigen  Kämpfe,  die  mit  dem  vielfachen  Wechsel  der 
Dynastien  verbunden  waren,  die  Wissenschaften,  und  namentlich  die 
Astronomie  fand  im  13.  Jahrhundert  daselbst  einen  Vertreter,  über 
den  wir  nicht  mit  Stillschweigen  hinweggehen  dürfen. 

Abü'l  Hasan,  dessen  Lebenszeit  nicht  genauer  bekannt  ist, 
schrieb  ein  Buch  über  die  astronomischen  Listrumente  der  Araber, 
das  uns  noch  erhalten  ist  und  in  einer  trefflichen  Übersetzung  von 
Sedillot  (dem  Alteren)  vorliegt').  Die  grofse  Anzahl  von  Schrift- 
stellern, die  dieser  Autor  zitiert,  zeigt,  dafs  er  mit  den  Arbeiten 
seiner  Vorgänger  weit  vertrauter  war,  als  die  spanischen  Araber. 
Von  diesen  nennt  er  Al-Zarkäli,  als  bedeutenden  Astronomen  und 
Dschäbir  ihn  Aflah  als  Verbesserer  der  Trigonometrie,  von  den 
üstarabern  aber  kennt  er  Al-Chwarizmi,  als  Wiederhersteller  der  in- 
dischen Tafeln,  Al-Battäui,  Al-Fergäui,  Abü'l  Wafä,  Al-Birüni, 
Ihn  Sinuä  und  andere.  Diese  Litteraturkenntnis  darf  uns  auch  nicht 
wundern,  da  wir  wissen,  dafs  er  weite  Reisen  durch  das  südliche  Spanien 
und  den  Norden  Afrikas  bis  Ägypten  unternahm,  auf  denen  er  seine 
Kenntnisse  sammelte.  Sein  Werk  ist  denn  auch  weniger  eine  originelle 
Schöpfung,  als  vielmehr  eine  Sammlung  von  rechnerischen  und  graphi- 
schen Methoden,  die  er  seiner  umfassenden  Litteraturkenntnis  verdankt. 


1)  Traite  des  instruments  astronomiques  des  Arabes  compos^  au  treizieme 
siecle  par  Aboul  Hliassan  Ali  de  Maroco  par  J.  J.  Sedillot.  Paris  1834.  4". 
2  Bände. 


C 
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ZuLÜchst  müssen  wir  bemerken,  dafs  Abü'l  Hasan  nicht  etwa, 
wie  Abil'l  Wafä  oder  Dschäbir,  seine  trigonometrischen  Lehren 
den  Anwendungen  auf  die  Astronomie  voranstellt,  oder  sie  mit  Be- 
weisen versiebt,  sondern  er  führt,  wie  die  übrigen  Astronomen,  seine 
Sätze  beweislos  und  erst  dann  an,  wenn  er  sie  nötig  hat.  Aufser 
dem  Sinus  und  Sinus  versus,  den  er  auch  Pfeil  (sahem)  nennt'), 
hat  er  eigene  Bezeichnungen  für  sin  (90"  —  a)  =  cos  u,  nämlich 
„dschib  temäm"  und  für  sin  («  —  90")  =  —  cos  «,  „dschib  fadhal", 
Bezeichnungen,  die  jedenfalls  auch  schon  seinen  Vorgängern  zu- 
kommen. Aufser  den  Sinustafeln,  die  er  nach  der  Manier  des 
Ptolemäus  für  r  ==  60''  von  v  zu  j  berechnet,  gibt  er  auch  eine 
Tafel  für  die  Sinus  versus  und  aufserdem  eine  solche  für  Arcus- 
sinus^),  die  er  die  Tafel  des  Al-Chwarizmi  nennt^);  sie  liefert  die 
Bögen  von  0"  bis  60".  Für  seine  im  2.  Bande  entwickelten  graphi- 
schen Methoden,  welche  er  hauptsächlich  im  Auge  hat,  genügen  diese 
Tabellen  vollständig. 

Bei  Bestimmung  der  Sonnenhöhe  führt  er  an,  dafs  man  das 
Gnomon  entweder  in  12  Finger*),  in  6|  Fufs  oder  in  60''  teile;  die 
erstere  Einteilung  setzt  er  bei  Konstruktion  einer  Tabelle  voraus^), 
welche  zu  den  „horizontalen  Schatten"  (Cotangenten)  die  Winkel 
gibt,  also  eine  Arcuscotangenten-Tabelle  ist.  Hier  laufen  die 
Schattenlängen  in  ganzen  Zahlen  von  1  bis  140  Finger*),  während 
die  Winkel  in  Graden  und  Minuten  angegeben  werden.  An  diese 
Tafel  schliefst  sich  aber  eine  andere  an,  welche  für  r  =  öO''  die 
„vertikalen  Schatten",  d.  h.  die  Tangenten  von  Grad  zu  Grad  gibt 
und  zwar  in  partes,  Minuten  und  Sekunden.  Auch  werden  diese 
Schattentafeln  von  Abü'l  Hasan  ebenso  zu  trigonometrischen  Rech- 
nungen verwendet,  wie  dies  Abü'l  Wafä  eingeführt  hatte. 

Was  die  eigentlichen  trigonometrischen  Methoden  anlangt,  die 
er  verwendet,  so  kennt  er  natürlich  die  5  Fundamentalgleichungen 
des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieckes  und  benützt  sie  ähnlich 
wie  seine  Vorgänger,  indem  er  nur  die  Tangenten  und  Cotangenten 
häufiger   in   Anspruch  nimmt.     Aber   er   operiert   auch   mit   der  Pro- 


1)  Diese  Bezeichnung  kommt  auch  sonst  vor;  so  z.  B.  schon  bei  Al- 
Chwarizmi.  Übersetzung  des  geometrischen  Teiles  seines  Werkes  von  A.  Marre. 
Nouvelles  Annales  V.  1846.  56-2.  Im  Mittelalter  findet  sie  sich  sehr  häufig  und 
wird  in  späteren  Schriften  „saracenisch"  genannt,  z.  B.  im  Opus  Palatiuum  de 
triangulis  von  G.  J.  Rhaeticus,  1596.  p.  90.  —  2)  A.  a,  0.  I.  120.  —  3)  Es  ist 
dies  die  schon  S.  49.  Anm.  2  zitierte  Tafel.  —  4)  Über  die  Mafse  der  Araber 
vergleiche:  Beinaud,  Geographie  d'AbouIf^da  I.  Einleitung  p.  264.  —  5)  A.a.O. 
168  — 170.  —  6)  140  Finger  entsprechen  einer  Höhe  von  4°  54'  (genauer 
4»  53'  59,9"). 
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jektionsmetbode,  indem  er  Btundenwinkel,  Sonnenhöhe,  Azimut  u.  s.  w. 
ähnlich  wie  Al-Battäni  und  Ihn  Jünos  durch  Regeln  bestimmt, 
die  wir  heute  alle  aus  dem  Cosiuussatze  ableiten  würden').  Dessen- 
ungeachtet können  wir  dem  Schlüsse  nicht  zustimmen,  den  Delambre^) 
hieraus  zieht,  indem  er  sagt,  dafs  das  beständige  Auftreten  der  Co- 
sinusformel in  seinen  Reclumngen  beweise,  dafs  die  Araber  auch 
diesen  Hauptsatz  der  Trigonometrie  kannten.  Denn  gerade  der  ver- 
schiedenartige Aufbau  und  die  wechselnde  Gestalt  der  Sätze,  von 
denen  sich  manche  schon  ganz  in  derselben  Weise  bei  Al-Battäni 
finden,  beweist  unumstöfslich,  dafs  auch  Hasan  dieselben  wie  seine 
Vorgänger  für  jeden  einzelneu  Fall  aus  der  Figur  ableitete  und  keine 
gemeinsame  Quelle  kannte,  aus  der  sie  sieh  alle  schöpfen  liefsen. 

Der  zweite  Band  von  Abü'l  Hasan's  Werk,  welcher  die  graphi- 
schen Methoden  darstellt,  mit  denen  er  die  verschiedensten  astrono- 
mischen Probleme  löst,  beruht  ganz  auf  dem  Analerama  des  Ptole- 
mäus,  oder  der  Projektionsmethode,  zeigt  aber,  wie  fruchtbringend 
die  Araber  dieses  Verfahren  auszubauen  verstanden  haben,  und 
namentlich  sind  die  ausgedehnten  Anwendungen  auf  die  Konstruktion 
der  Sonnenuhren  für  die  Geschichte  der  Gnomonik  von  hohem  Inter- 
esse. Überhaupt  spielten  graphische  Konstruktionen,  die  namentlich 
auch  zur  Verfertigung  der  Planisphärieu,  Astrolabien  und  Quadranten 
dienten,  bei  den  Arabern  eine  grofse  Rolle,  da  dieselben  eine 
besondere  Vorliebe  für  dergleichen  Hilfsmittel  hatten.  Einige  sol- 
cher Astrolabien,  die  von  grofser  Kunst  der  Ausführung  zeugen, 
sind  noch  im  Original  erhalten');  ihre  Einrichtung  aber  lernen  wir 
aufs  genaueste  aus  den  Schriften  Alfons'X.  von  Kastilien  kennen*), 
der  in  der  Konstruktion  der  verschiedenartigen  astronomischen  In- 
strumente ganz  auf  den  Schultern  der  Westaraber  steht.  Da  jedoch 
diese  praktischen  Verwendungen  graphischer  Methoden  aufserhalb 
des  Planes  unseres  Werkes  liegen,  so  müssen  wir  verzichten,  auf  die 
Analyse  des  zweiten  Teiles  von  Abü'l  Hasan's  Werk  näher  ein- 
zugehen. 

Des  Marokkaners  Schrift  ist  die  letzte,  welche  uns  Nachricht 
gibt  von  den  trigonometrischen  Kenntnissen  der  Westaraber,  und  es 
scheint,  dafs  dieselben  kein  dem  Werke  des  Nasir  Eddin  eben- 
bürtiges an  die  Seite  zu  stellen  hatten,  wenn  sie  auch  im  Allgemeinen 


1)  Diese  Sätze  stehen  in  den  Kapiteln  41 — 65  des  I.  Bandes.  —  2)  De- 
lambre,  Hist.  de  l'Astr.  du  moyen  äge  187.  —  3)  Vgl.  hierüber  Se'dillot, 
Materiaux  pour  servir  ä  l'histoire  comparde  des  sciences  mathematiques  chez  les 
Grecs  et  les  Orientaux  p.  338 — 357  und  die  Litteraturangaben  bei  Wolf,  Ge- 
schichte der  Astronomie.  München  1877.  p.  165.  Anmerk.  6.  —  4)  Libros  del 
saber  UI. 
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im  Besitze  derselben  Methoden  wie  jene  waren.  Da  nun  aber  auf 
ihrem  Wissen  hauptsächlich  das  des  christlichen  Mittelalters  bis  her- 
ein in  die  erste  Zeit  des  Wiederaufblühens  der  Wissenschaften  in 
Europa  beruht,  so  werden  wir  sehen,  dafs  es  noch  geraume  Zeit 
dauerte,  bis  die  abendländischen  Gelehrten  sich  zu  den  Kenntnissen 
aufschwantjeu,  wie  sie  Nafir  Eddin  längst  besessen  hatte. 


6.  Kapitel. 
Das  christliche  Mittelalter. 

§  1.    Die  Lateiner  vom  5.  bis  zum  12.  Jahrhundert. 
Die  Griechen  in  Byzanz. 

Während  die  astronomischen  und  in  ihrer  Begleitung  die  trigono- 
metrischen Kenntnisse  der  asiatischen  Völker,  wie  die  vorhergehende 
Schilderung  zeigte,  aus  dem  fruchtbaren  Erdreiche  der  griechischen 
und  indischen  Wissenschaft  emporgewachsen  waren  und  sich  durch 
intensive  Pflege  zu  einer  kräftigen  Pflanze  entfaltet  hatten,  sahen 
wir  schon  im  dritten  Paragraphen  des  zweiten  Kapitels,  dafs  die 
idealen  griechischen  Wissenschaften  bei  den  nur  auf  das  Praktische 
bedachten  Römern  keinen  Boden  fanden.  In  der  That  zeigen  auch 
die  geodätischen  Schriften  der  römischen  Feldmesser,  ja  selbst  die 
griechisch  geschriebenen  Kesten  des  Sextus  Julius  Africanus  (der 
also  wahrscheinlich  ein  .Grieche  war),  dafs  man  sich  bei  Höhen-  und 
Distanzmessungen  noch  immer  der  einfachsten  geometrischen  Be- 
ziehungen bediente^),  ohne  die  feineren  trigonometrischen  Rech- 
nungen zu  Rate  zu  ziehen.  Für  die  Astronomie  aber,  an  der  ja  bei 
den  Griechen  und  den  Völkern  des  Orients  unsere  Wissenschaft 
herangewachsen  war,  konnten  die  Römer  sich  nur  insoweit  be- 
geistern, als  sie  ihnen  zur  Kalenderberechnung  notwendig  war. 

Als  dann  das  morsche  Römerreich  unter  dem  Anstürme  der 
germanischen  Völker  zusammengebrochen  war,  da  konnte  erst  recht 
von  einer  Pflege  der  Astronomie,  wie  überhaupt  der  Wissenschaften, 
keine  Rede  sein,  da  sie  ja  alle  des  ruhigen  Friedens,   wie  der  Gunst 


1)  Sextus  lebte  um  die  Zeit  des  Kaisers  Alexander  Severus,  der  220 
bis  238  regierte.  Näheres  über  sein  Werk  bei  Cantor  I.  409—411.  Der  Text 
der  Kesten  {yiiara  =  Aneinandergeheftetes)  ist  von  Vincent  mit  französischer 
Ül:iersetzung  herausgegeben  in  Notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  Biblio- 
theque  imperiale,  XIX.  Partie  2.  Paris  1858.  407—415.  Hier  führt  Vincent 
auch  noch  verschiedene  Messungen  an,  die  in  einem  anonymen  Manuscript  ent- 
halten sind;    auch  sie  bedienen  sich  nur  der  geometrischen  Ähnlichkeit. 
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und  des  Schutzes  vermögender  Herrscher  bedürfen.  Erst  als  unter 
der  Herrschaft  der  Goten  im  Jahre  529  zu  Monte  Casiuo  bei  Neapel 
der  Orden  der  Benediktiner  gestiftet  worden  war,  begann  wieder  eine 
wenigstens  erhaltende  Thätigkeit,  indem  alte  Handschriften  gesammelt 
und  Abschriften  von  ihnen  gefertigt  wurden,  welche  der  wissenschaft- 
lichen Entwickeluug  späterer  Zeiten  zugute  kamen. 

Magnus  Aurelius  Cassiodorius  Senator^)  (475 — 570),  der 
Minister  und  treue  Freund  Theoderich  des  Grofsen,  der  sich  selbst 
nach  der  Einnahme  Ravenna's  durch  den  byzantinischen  Feldherrn 
Belisar  in  ein  Kloster  in  Süditalien  zurückzog,  unterstützte  diese 
Thätigkeit  auf  das  lebhafteste,  indem  er  sogar  eigene  Lampen  für 
die  Nachtarbeit  konstruierte.  Ein  etwas  jüngerer  Zeitgenosse  von 
ihm  war  Anicius  Manlius  Severinus  Boethius-)  (4(S0  oder 
482 — 524),  der  aus  einer  der  angesehensten  römischen  Patrizier- 
familien stammte,  und  eine  hervorragende  Rolle  im  politischen  Leben 
spielte.  Er  hatte  sich  vorzugsweise  an  griechischen  Schriftstellern 
gebildet,  die  wichtigsten  mathematischen  Autoreu  derselben,  wie 
Euklid,  Nikomachus,  Ptolemäus,  Archimedes  und  andere 
ins  Lateinische  übertragen')  und  selbst  8  Bücher  über  Astronomie*), 
über  Geometrie  und  anderes  verfafst.  Leider  ist  diese  Astronomie, 
die  noch  1515  vorhanden  gewesen^),  seither  verloren  gegangen;  sie 
könnte  uns  Aufschlufs  darüber  geben,  ob  in  unserer  Wissenschaft 
noch  andere  als  des  Ptolemäus  Methoden  im  lateinischen  Mittel- 
alter im  Gebrauche  waren,  denn  dieses  stand  vorzugsweise  unter  dem 
Einflüsse  der  Werke  des  Boethius.  Allerdings  ist,  nach  seinen 
sonstigen  Arbeiten  zu  schliel'sen,  eine  originelle  Fortbildung  der 
griechischen  Methoden,  wie  sie  später  die  Araber  leisteten,  von 
seiner  Seite  nicht  anzunehmen,  es  würden  sich  sonst  auch  sicher 
Spuren  davon  im  Zeitalter  der  Renaissance  vorfinden,  was  durchaus 
nicht  der  Fall  ist.  Boethius  war  es,  der  das  Wort  Quadruvium 
für  die  4  Wissenschaften  Arithmetik,  Musik,  Geometrie  und  Astro- 
nomie einführte,  eine  Bezeichnung,  die  sich,  in  die  Klosterschulen 
des  Mittelalters  aufgenommen,  durch  Jahrhunderte  hindurch  forterbte 
und  mit  dem  Trivium:  Grammatik,  Rhetorik  und  Dialektik,  ver- 
bunden die  sieben  freien  Künste  der  Artistenfakultät  an  den  späteren 
Universitäten  umfafste.  Wir  haben  des  Boethius  hier  nur  deshalb 
gedacht,  weil  seine  Übersetzungen  und  eige)!en  Werke  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  die  Kenntnis  der  Mathematik  in  das  Mittelalter  hiu- 


1)  Vgl.  Cantor  I,  529  ff.  —  2)  Cantor  I.  533  ff.  —  3)  Cassiodorius, 
Varia  I.  45.  —  4)  Cantor,  Annali  di  matematica  da  Tortolini  IV.  1861.  256.  — 
ö'i  M.  Curtze,  Bulletino  di  Bibliografia  e  di  Storia  da  Boncompagni  I.  140. 


88  6-  Kapitel. 

überretteten  und  zweifelsohne  von  grofsem  Einflufs  auf  die  Fort- 
existenz  der  exakten  Wissenschaften  in  jener  Zeit  waren,  in  einer 
Zeit,  die  vor  lauter  politischen  Wirren  und  theologischen  Fragen  nur 
spärliche  Mufse  fand,  sich  mit  ihnen  zu  beschäftigen. 

Ebensowenig  wie  zu  Boethius'  Zeiten  kann  von  einer  selb- 
ständigen Fortentwickelung  der  Trigonometrie  aus  der  Methode  des 
Ptolemäus  in  den  folgenden  5  Jahrhunderten  die  Rede  sein.  Denn 
wenn  auch  Männer,  wie  der  gelehrte  Beda  venerabilis  (072 — 735) 
aus  England  und  dessen  Landsmann,  der  berühmte  Alcuin  (736 — 804), 
der  seit  782  an  Karl's  des  Grofsen  Hofe  lebte  und  für  Hebung  des 
Schulwesens  und  Bildung  des  Klerus  im  Reiche  seines  Fürsten  viel 
gethan  hat,  sich  persönlich  mit  Geometrie  und  Astronomie  beschäf- 
tigten, und  wenn  diese  Wissenschaften  mit  Einführung  des  Quadru- 
viums  auch  in  den  Kloster-  und  Privatschulen  gelehrt  wurden,  so 
meldet  doch  keine  von  allen  Nachrichten  aus  dieser  Zeit  auch  nur 
einen  nennenswerten  Fortschritt  in  wissenschaftlicher  Hinsicht. 

Was  speziell  die  Trigonometrie  anlangt,  so  haben  wir  selbst  aus 
dem  10.  Jahrhundert  noch  keine  Kunde,  welche  auf  ihre  Verwendung 
zu  astronomischen  oder  geodätischen  Berechnungen  hinwiese;  ja  selbst 
ein  Mann  wie  der  berühmte  Gerbert^)  (nachmals  Papst  Sylvester  ü. 
f  1003),  dem  doch  die  Hebung  wissenschaftlicher  Studien  in  jener 
Zeit  soviel  verdankt,  bedient  sich  in  seiner  praktischen  Geometrie 
nur  der  einfachsten  geometrischen  Beziehungen").  Auch  bei  dem 
Astrolabium,  dessen  Rückseite  mit  einem  geteilten  Quadrate  versehen 
war,  und  dessen  sich  Ggrbert  zur  Höhenmessung  bedient^),  kennt 
er  die  arabische  Bezeichnung  „umbra  recta"  und  „umbra  versa",  also 
unsere  Taugente  und  Cotangente  nicht*).  Der  Grund  hierfür  liegt 
darin,  dafs  eben  damals  die  Methoden  der  Araber  noch  wenig  oder 
gar  keinen  Eingang  in  das  christliche  Abendland  gefunden  hatten, 
und  speziell  hatte  Gerbert  nicht  die  mindeste  Kenntnis  von  arabi- 
scher Wissenschaft^). 


1)  Cantor,  Artikel  über  Gerbert  I,j.  797—824.  —  2)  Cantor  a.  a.  0. 
p.  812.  —  3)  Olleris  Oeuvres  de  Gerbert.  Paris  1867  in  4».  Cap.  XVII  u.  XVHI. 
429—430.  —  4)  Vgl.  hierüber  M.  Curtze,  Über  die  im  Mittelalter  zur  Feld- 
messung benützten  Instrumente;  Bibliotheca  mathematica  1896.  67.  —  Noch 
weniger  als  beim  Astrolabium  findet  sich  beim  Gebrauche  seines  „Quadratum 
geometricum"  (Cap.  XXXni  a.  a.  0.)  eine  Verwendung  der  trigonometrischen 
Funktionen.  Wir  werden  dieses  Melsinstrument  weiter  unten  bei  Peurbach 
beschreiben,  durch  den  es  zuerst  für  die  Trigonometrie  von  Interesse  geworden. 
—  5)  Die  Erzählung,  als  habe  Gerbert  bei  den  spanischen  Arabern  Studien 
gemacht,  hat  M.  Cantor  durch  seine  gründlichen  Untersuchungen  längst  als 
unrichtig  nachgewiesen.  Vgl.  den  oben  zitierten  Abschnitt  über  Gerbert  in 
der  Geschichte  der  Mathematik  von  Cantor. 
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So  blieb  es  auch  noch  im  nächsten  Jahrhundert,  soweit  wenig- 
stens unsere  allerdings  sehr  spärlichen  Kenntnisse  über  jene  Zeit 
reichen,  indem  wir  nur  von  dem  Vorhandensein  einer  einzigen  latei- 
nischen Übersetzung  eines  astronomischen  Werkes 'j  der  Araber  be- 
richten können,  das  übrigens  auch  noch  näherer  Untersuchung  harrt. 

Erst  im  12.  Jahrhundert,  als  die  Macht  der  f'liristen  in  Si)aiiien 
allmählich  erstarkt  war,  und  die  Herrschaft  des  Islam  sich  daselbst 
seinem  Ende  zuneigte,  fand  teils  dadurch,  dafs  sich  christliche  Ge- 
lehrte nach  dem  den  Arabern  bereits  entrissenen  Toledo  begaben 
und  sich  mit  den  Überresten  der  arabischen  Litteratur  bekannt 
machten,  teils  durch  gelehrte  Juden"),  die  sich  —  zerstreut  über  das 
weite  arabische  Weltreich  —  schon  frühe  mit  Sprache  und  Litte- 
ratur ihrer  Unterdrücker  bekannt  gemacht  hatten  und  sich  intensiv 
mit  mathematischen  Studien  beschäftigten,  eine  solche  Übertragung 
der  fremden  Elemente  in  die  christlichen  Länder  statt.  Um  aber 
die  Darstellung  dieses  Überganges  arabischer  Wissenschaft  und  spe- 
ziell arabischer  Trigonometrie  an  das  Abendland  später  nicht  unter- 
brechen zu  müssen,  wenden  wir  unsere  Blicke  zunächst  nach  dem 
Osten.  Unsere  wenigen  Kenntnisse  über  die  Einführung  und  Pflege 
der  Mathematik  in  der  dortigen  Metropole  der  Kultur,  in  Byzanz, 
lassen  sich  nämlich  in  ziemlicher  Kürze  darstellen. 

Schon  früher  (Kap.  1,  §  3)  haben  wir  dem  Niedergang  der 
mathematischen  Studien  in  den  von  Griechen  bewohnten  Gegenden 
des  Ostens  einige  Worte  gewidmet  und  erwähnt,  dafs  dieselben, 
selbst  als  Konstantinopel  ein  neues  Kulturzentrum  geworden  war, 
nur  ein  kümmerliches  Dasein  fristeten.  Li  der  That  zeigen  Schriften, 
wie  die  geodätische  Abhandlung  des  Byzantiners  Heron,  welche  um 
938  in  Konstantinopel  entstand')  und  sich  ganz  au  den  Alexandriner 
Heron  anschliefst,  nur,  dafs  die  Kenntnis  griechischer  Wissenschaft 
damals  noch  nicht  ganz  erloschen  war.  Schlimmer  noch  wurde  es 
infolge  der  fortwährenden  politischen  Umwälzungen  in  den  nächsten 
zwei  Jahrhunderten,  aus  denen  wir  nur  einen  Kommentar  des 
Johannes  Tzetzes   (um  1110  in  Konstantinopel  geboren,  zwischen 


1)  M.  Curtze,  Monatshefte  der  Mathematik.  VIII.  Jahrgang.  1897.  223.  — 
2)  Vgl.  Libri,  Histoire  des  sciences  mathematiques  en  Italie.  Halle  1865. 
I.  153  ff.  und  die  vielen  Arbeiten  von  M.  Steinschneider,  speziell:  Abraham 
Judaeus-Savasorda  und  Ibn  Esra.  Zeitschr.  fiü-  Math  u.  Phys.  12.  1 — 44, 
sowie  seine  Artikel  „Die  Mathematik  bei  den  Juden"  in  Bibliotheca  math.  von 
6.  Eneström.  1893—1898;  im  Speziellen:  1893.  68.  —  3)  Vgl.  hierüber  Cantor 
I„  471 — 472.  Der  Name  Heron  ist  nicht  sichergestellt,  Cantor  nennt  ihn 
daher  den  „Feldmesser  von  Byzanz".  Seine  Schrift  hat  Vincent  a.  a.  0.  (S.  86. 
Anm.  Ij  veröffentlicht. 
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1180  und  1185  gestorben)  zum  Almagest  des  Ptolemäus  zu  er- 
wähnen haben*),  über  den  uns  jedoch  uiihere  Kenntnisse  fehlen. 

Im  Jahre  1284  eroberte  das  Kreuzheer  der  Lateiner  Byzanz  und 
legte  die  halbe  Stadt  in  Asche,  worauf  in  Konstantinopel  ein  lateini- 
sches Kaisertum  entstand,  dem  erst  1261  Michael  Paläologus, 
ein  eingeborener  Fürst,  der  mit  Hilfe  der  Genuesen  zurückkehrte, 
ein  Ende  bereitete  und  die  Dynastie  der  PaUiologeu  begründete. 
Unter  ihnen  kam  mit  der  wiederkehrenden  Ruhe  ein  Wiedererwachen 
der  mathematisch-astronomischen  Wissenschaften  zustande,  indem  sich 
in  dieser  Zeit  „eines  der  merkwürdigsten  Beispiele  litterarischer 
Rückwanderung"  ereignete:  die  Griechen  lernten  nämlich  gegen  Ende 
des  13.  Jahrhunderts  die  wissenschaftlichen  Leistungen  ihrer  Vor- 
fahren erst  wieder  aus  persisch-arabischen  Quellen  kennen.  Dafs 
dabei  auih  viel  der  Litteratur  der  Orientalen  Eigentümliches,  so 
namentlich  die  Umgestaltung,  welche  die  Trigonometrie  der  Griechen 
in  der  Hand  jener  gefunden  hatte,  mit  herüber  kam,  dürfte  wohl  als 
selbstverständlich  zu  erachten  sein.  Allerdings  läfst  uns  der  Umstand, 
dafs  die  noch  vorhandenen  astronomischen  Werke  der  Byzantiner 
nach  dieser  Richtung  bis  jetzt  in  keiner  Weise  durchforscht  sind, 
einen  direkten  Beweis  hierfür  nicht  erbringen.  Es  bleibt  uns  daher 
nichts  weiter  übrig,  als  diejenigen  Männer  zu  nennen,  durch  welche 
dieser  vermittelnde  Übergang  stattfand  und  jene  Werke  anzuführen, 
welche  eine  genauere  Untersuchung  verdienten,  um  die  berührte 
Lücke  in  unseren  Kenntnissen  auszufüllen. 

Das  älteste  und  zugleich  bedeutendste  Werk,  welches  persische 
Astronomie  den  Byzantinern  vermittelte,  ist  die  „/Zcpßtx^  ccOtqovo- 
^i'ag  (JvvTftlij"  des  Shamsaldin  von  Bukhara,  welches  1323  von 
einem  Unbekannten  ins  Griechische  übersetzt  wurde-}.  Weiter  über- 
trug astronomische  Schriften  aus  dem  Persischen  am  Ende  des  13. 
oder  Anfang  des  14.  Jahrhunderts  der  Grieche  Chioniades  von  Kon- 
stantinopel, der  sich  längere  Zeit  Studien  halber  in  Persien  auf- 
gehalten hatte.  Ihm  folgen  Georgios  Chrysokokkes  um  1346, 
welcher  mit  Hilfe  der  von  Chioniades  gesammelten  Bücher  in  die 
persische  Litteratur  eindrangt),  und  der  Mönch  Isaak  Argyros,  der 


1)  Cod.  Paris,  gv.  2162  fol.  210—2.32';  Krumbaeher,  Geschichtf  der 
byzantinischen  Litteratur.  2.  Aufl.  München  18'J7.  535.  2.  —  2)  Usener,  Ad  histo- 
riam  astronomiae  symbohie.     Uonner  Universitätsjnogramm  1876.  15,d  und  21  ff. 

—  Cod.  Laurentianus  plutei  28.  17  (Florenz).  Auch  scheint  eine  Schrift  über  das 
Astrolabium  von  ihm  zu  stammen.  Cod.  Venet.  Marcianus  Gr.  309.  —  Die 
Schrift  von  Usener  ist  die  vorzüglichste  Quelle  byzantinischer  Litteratur  aus 
jener  Zeit.     Vgl.  daselbst  die  Angaben  über  die  noch  erhaltenen  Handschriften. 

—  3)  Krumbacher  a.  a.  0.  622  und  Montucla,  Histoire  I.  345. 
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ebenfalls  mehrere  auf  der  Astronomie  der  Perser  beruhende  Schriften 
vcrfafste').  Von  ihm  teilt  Montucla  mit"),  dafs  er  eine  Geodäsie 
und  eine  Abhandlung  über  die  Reduktion  nichtrechtwinkliger  Drei- 
ecke auf  rechtwinklige  geschrieben  habe,  die  aber  handschriftlich 
blieben.  Das  umfangreichste  und  gelehrteste  Werk  aus  jener  Periode 
aber  ist  die  './ffrporojttx»)  xQi'ßißXoi;  des  Theodoros  Meliteniota, 
der  um  13t)l  schrieb ''j.  Useuer  machte  a.  a.  0.  p.  8  £F.  verschiedene 
Mitteilungen  aus  der  von  ihm  im  Cod.  Vatic.  1059  aufgefundenen 
vollständigen  Handschrift  desselben,  die  aber  leider  nichts  auf 
unsere  Wissenschaft  Bezügliches  angeben,  obwohl  für  uns  kein 
Zweifel  besteht,  dafs  sich  ein  Sachverständiger  aus  diesem  die  ganze 
byzantinische  Astronomie  umfassenden  Werke  vollständig  über  die 
damals  bekannte  Trigonometrie  informieren  könnte. 

Schon  vor  Meliteniotes  hatten  einige  byzantinische  Gelehrte 
auf  die  griechischen  Originalquellen  selbst  zurückgegriffen,  und 
Theodoros  Metochites,  Nikephorus  Gregoras  und  Nikolaos 
Kabasilas  studierten  sie  eifrig,  namentlich  aber  machte  sich  letz- 
terer mit  dem  Origiualwerk  des  Ptolemäus  vertraut'').  Dadurch 
wurde  der  Grund  zur  Wiedergeburt  der  griechischen  Wissenschaft 
im  Abeudlande  gelegt,  die  sich  zu  vollziehen  begann,  als  nach  der 
Eroberung  Konstantinopels  durch  die  Türken  im  Jahre  1453  grie- 
chische Gelehrte  in  grofser  Zahl  mit  ihren  Schätzen  nach  Italien 
flüchteten. 

Wir  haben  hier  die  bedeutendsten  astronomischen  Schrift- 
steller unter  den  byzantinischen  Gelehrten  augeführt,  weil  aus  ihren 
noch  gröfstenteils  handschriftlich  erhaltenen  Werken  sich  mindestens 
der  Stand   trigonometrischer  Kenntnisse  in  jener  Zeit  im  Osten  fol- 


1)  Usener  nennt  a.  a.  0.  24  von  ihm:  IlaQäSoeis  slg  roig  FIiQBiy.ovs  ffpo- 
XsIqovs  Kccvövag  tfjs  &aTQOvOfiiug ,  ferner  eine  nqayaatsia  vicov  yiavovUov  avvoät- 
Köiv  Ti  KCl  navasXrjviaK&v,  ferner  eine  Schrift  zur  Herstellung  von  Astrolabien 
und  Schollen  zu  Ptolemäus  (a.  a.  0.  4  und  5).  —  2)  Montucla,  Histoire  des 
mathem.  I.  l'iuis  an  VII.  345.  —  3)  Usener  a.  a.  0.  6.  Dasselbe  nimmt  in  dem 
oben  angeführten  Vatikanischen  Codex  220  Folioseiten  ein.  Usener  sagt  von 
Thedoros  p.  8:  „Ptolemaei  disciplinae  institutionum  Persarum  adjunxit";  ferner 
führt  er  eine  Reihe  arabisch-persischer  Astronomen  an,  die  in  dem  Werke  des 
Theodoros  genannt  sind,  darunter  befinden  sich  Al-Battäni,  Shamsaldin, 
Al-Zarkäli  und  Kasir  Eddin-al-Tüsi,  und  da  Theodoros  selbst  sagt, 
dafs  er  die  arabisch-persische  Wissenschaft  nur  aus  griechischen  Übersetzungen 
kenne,  so  scheinen  damals  ziemlich  viele  jener  Werke  ins  Griechische  übersetzt 
gewesen  zu  sein.  —  4)  Krumbacher  a.  a.  0.  623.  —  Über  die  astronomischen 
Schriften  des  Gregoras  vgl.  Boivinus  in  Nicephori  Gregorae  ed.  Bonn.  t.  I. 
p.  XLVIIff.  —  Kabasilas,  Erzbischof  von  Thessalonich  schrieb  um  die  Mitte 
des  14.  Jahrhunderts. 


92  6.  Kapitel. 

gern  lassen  dürfte,  während  die  wenigen  mathematischen  Schrift- 
steller, von  denen  wir  Kunde  haben,  sich  mit  geometrischen  und 
zahlentheoretischen  Dingen  beschäftigten  und  für  uns  somit  nicht  in 
Betracht  kommen'). 

§  2.    Einführung  der  arabischen  Trigonometrie  im  Abendlande. 

Während  wir  bis  zum  12.  Jahrhundert  kaum  eine  Sj)ur  trigono- 
metrischer Kenntnisse  seit  den  Zeiten  des  alten  Hellenentums  im 
Abendlande  nachzuweisen  vermochten,  wurde  dies  mit  dem  Aufblühen 
der  christlichen  Herrschaft  in  Spanien  allmählich  anders.  Schon  um 
die  Mitte  des  12.  Jahrhunderts  war  in  dem  den  Moslem  bereits  ent- 
rissenen Toledo  eine  förmliche  Übersetzerschule  vorhanden^),  die  es 
sich  unter  der  geistigen  Leitung  des  Erzbischofes  Raimund  (zwi- 
schen 1130  und  1150)  zur  Aufgabe  machte,  die  wissenschaftlichen 
Schätze  der  Aruber  den  Lateinern  zugänglich  zu  macheu.  Aus  dieser 
Schule  sind  vor  Allen  zu  nennen  Dominicus  Gondisalvi  und  der 
jüdische  Gelehrte  Johannes  von  Luna  (später  als  Christ  von  1135 
bis  1153  schriftstellerisch  thätigj,  gewöhnlich  Johannes  Hispa- 
lensis  oder  auch  Johann  von  Sevilla  genannt.  Ihm  verdanken 
wir  eine  lateinische  Version  der  Planeten-  und  Sterntheorie  des  uns 
schon  bekannten  Al-Fergäni,  sowie  mehi-erer  anderer  astronomischer 
und  astrologischer  Werke  der  Araber,  Übersetzungen,  die  noch  hand- 
schriftlich erhalten  sind^).  In  Toledo  aber  entfaltete  damals  auch 
der  schon  wiederholt  genannte  Astronom  Gerhard  von  Cremona 
(1114 — 1187),  welcher  von  dem  Hohenstaufen  Friedrich  Barba- 
rossa unterstützt  wurde,  eine  umfassende  übersetzerische  Thätigkeit. 
76  Werke*),  darunter  der  Almagest  des  Ptolemäus''),  die  Canones 
des  Al-Zarkäli  über  die  Toledanischen  Tafeln,  das  Werk  des 
Dschäbir  ihn  Aflah,  die  Sphärik  des  Menelaus,  Täbit's  oft  er- 
wähnte Schrift  und  andere,  von  denen  teilweise  noch  zahlreiche  hand- 
schriftliche Exemplare  vorhanden   sind,  wurden  von   ihm   ins  Latei- 


1)  Bezüglich  des  Byzantiners  Georgios  Amirucius  aus  dem  15.  Jahr- 
hundert verweisen  wir  auf  später.  —  2)  Cantor  !„.  751.  —  3)  Vgl.  Wüsten- 
feld, Die  Übersetzungen  arabischer  Werke  ins  Lateinische.  Abhandl.  der  k. 
Gesellsch.  der  W.  zu  Göttingen  XXÜ.  1877.  27  iF.  und  besonders  Steinschneider, 
Die  Mathematik  bei  den  Juden.  Bibliotheca  math.  1896.  79—80.  —  4j  Wüsten- 
feld ebenda  55  ff.  und  Boncompagni,  Della  vita  e  delle  opere  di  Gherardo 
Cremonese  etc.  Atti  dell'  Accademia  dei  nuovi  Lincei.  1851.  IV.  —  5)  Wegen 
des  Almagest'  hatte  sich  Gerhard  nach  Toledo  begeben,  1175  vollendete  er 
seine  Übersetzung  nach  einer  arabischen  Version  desselben;  die  lateinische 
Übersetzung  des  Boethius,  die  nach  einer  griechischen  Handschrift  gefertigt 
war,  scheint  also  damals  schon  verschollen  gewesen  zu  sein. 
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nische  übertragen  uud  so  der  Nachwelt  aufbewahrt.  In  jene  Zeit 
gehört  auch  der  uns  sclion  bekannte  Plato  von  Tivoli'),  der 
das  Abendland  unter  Anderem  mit  dem  arabischen  Ptolemiius,  Al- 
Battäni,  sowie  mit  der  Sphärik  des  Theodosius  bekannt  machte. 
Er  hielt  sich  um  das  Jahr  llSii  in  Barzelona  auf,  in  welcher  Zeit 
daselbst  auch  der  gelehrte  Jude  Abrahaui  bar  Chijja^'j  weilte. 
Dieser  trat  nicht  nur  als  Übersetzer,  sondern  auch  als  selbständiger 
Autor  auf,  indem  er  eine  Astronomie  und  astronomische  Geographie 
in  10  Pforten  (Abschnitten),  sowie  ein  Buch  über  praktische  Geo- 
metrie in  hebräischer  Sprache  mit  dem  Titel  „Chibbur  ha-Meschicha 
we-ha-Tischboret"  für  die  Juden  in  Zerfat  (Frankreich)  verfafste,  wo 
er  sich  eine  Zeit  lang  aufhielt.  Steinschneider  hat  nachgewiesen, 
dal's  dieses  Werk  mit  dem  von  Plato  von  Tivoli  ins  Lateinische 
übersetzten  „Liber  Embadorum"  des  Juden  Abraham-Savasorda 
identisch  ist;  Abraham  bar  Chijja  und  Savasorda  sind  also 
Namen  desselben  Gelehrten^).  Das  Werk  zerfällt  in  4  Pforten  und 
enthält  Vorschriften  zur  Feldmessung,  „da  die  Juden  in  Frankreich 
bei  der  Teilung  von  Ackern  und  dgl.  unwissenschaftlich  verfuhren  und 
von  einem  vermeintlich  fromm -konservativen  Standpunkt  aus  eine 
wissenschaftliche  Belehrung  zurückwiesen".  Für  uns  von  besonderem 
Interesse  ist  eine  im  4.  Teile  enthaltene  kleine  Sehnen tafel*),  die  für 
den  Radius  r  =  14  in  der  Weise  berechnet  ist,  dafs  die  Sehnen  in 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  28  =  2r  fortschreiten  und  nebenstehend 
die  ihnen  entsprechenden  Bögen  im  Längenmafse  angegeben  sind, 
dabei  ist  it  =  Ö  l   und  die  Teilung  eine  sexagesimale. 

Der  hervorragendste  jüdische  Gelehrte  jener  Zeit  war  Abraham 
ihn  Esra^),  der  in  Toledo  geboren  ward,  von  1093  oder  lOiJÜ  bis 
1167  lebte  und  ein  unstätes  Wanderleben  führte:  er  bereiste  Italien, 
Ägypten,  Frankreich  und  England  und  hat  eine  Menge  theologischer 
und  mathematischer  Schriften  verfafst.  Die  letzteren  sind  für  die 
Geschichte  der  Arithmetik  wichtiger  als  für  uns,  doch  heben  wir  die 


1)  B.  Boncompagni,  Delle  versioni  fatte  da  Piatone  Tibuitino  fraduttore 
del  secolo  duodeeimo.  Atti  dell'  Acc.  dei  nuovi  Lincei  lY.  1851.  —  2)  M.  Stein- 
schneider, Abraham  Judaeus-Savasorda  und  Ibn  Esra.  Zeitschr.  für  Math, 
und  Phys.  XII.  1 — 44  und  X.  494.  —  3)  Araham  bar  Chijja  und  Plato 
scheinen  in  enger  Beziehung  gestanden  zu  sein,  wahrscheinlich  diente  ersterer 
dem  letzteren  als  Dolmetscher  aus  dem  Arabischen.  Steinschneider,  Bibl. 
math.  1896.  34  und  37.  —  4)  Dieselbe  erwähnte  schon  Libri,  Hist.  des  sciences 
mathe.  en  Italie  II.  482  und  Steinschneider  a.  a.  0.  20.  —  Herr  M.  Kutta 
hatte  die  Güte,  dieselbe  für  mich  in  der  Münchener  hebräischen  Handschrift 
Cod.  hcbr.  299  nachzusehen  ;  ihm  verdanke  ich  die  obigen  Angaben.  — 
5)  M.  Steinschneider  in  den  Abhandlungen  zur  Gesch.  der  Mathem.  3.  Heft 
18S0.  Ö9— 128. 
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verschiedenen  Werte,  die  er  für  die  Zahl  jt  mitteilt,  heraus.  Im 
6.  Kapitel  seiner  Schrift  „ha- Sehern",  d.  h.  Buch  vom  Namen,  er- 
wähnt er  sowohl  den  Wert  des  Ptolemäus,  als  den  des  Archi- 
medes  und  gibt  als  indischen  Wert^)  3^8'44"  12'"=  f^^i  =  3,1456... 
an,  der  übrigens  mit  jenen  Werten  nicht  stimmt,  die  wir  bei  Arya- 
bhäta  fanden  (S.  36).  Das  gleiche  gilt  von  dem  Werte  f^^^„,  den 
er  in  seiner  Arithmetik  anführt,  die  den  Titel  „Jesod  ha-Mispar", 
d.  i.  Buch  der  Zahl,  führt").  Da  ibn  Esra's  astronomische  Schriften 
gröfstenteils  astrologischer  Natur  sind,  so  habeu  sie  für  uns  keine 
Bedeutung,  nur  die  ,, astronomischen  Tabellen",  welche  aus  dem  Jahre 
1145  (?)  stammen,  könnten  möglicherweise  eine  Sinus-  oder  Sehnen- 
tafel enthalten;  hierüber  fehlt  uns  aber  jede  Nachricht.  Das  Gleiche 
gilt  von  einem  „geachteten  wichtigen"  astronomischen  Werke  des 
Juden  Abraham  ben  Daüd,  der  um  1160 — 1180  in  Toledo  lebte'). 
Steinschneider  nennt  in  seinen  Artikeln  über  die  Mathematik  bei 
den  Juden*)  noch  verschiedene  Gelehrte,  die  sich  in  jeuer  Zeit  teils 
mit  Übersetzungen,  teils  mit  Abfassung  selbständiger  astronomischer 
Schriften  befafsten.  Da  ihre  Werke  aber  nicht  näher  untersucht 
sind,  können  wir  über  ihren  etwaigen  trigonometrischen  Gehalt  nichts 

7  OD 

mitteilen,  versprechen  uns  übrigens  von  ihrer  Durchsicht  auch  keine 
besonders  wichtigen  Ergebnisse.  Denn  nach  dem,  was  über  die  Ar- 
beiten aus  jener  Zeitepoche  bisher  bekannt  wurde,  beruhen  sie  ledig- 
lich auf  Reproduktion  der  Wissenschaft  der  spanischen  Araber,  zu 
deren  Verbreitung  die  Juden  allerdings  viel  beigetragen  haben. 

Einer  der  ersten,  .vielleicht  der  erste  Übersetzer  arabischer 
Schriften  (zwischen  1120  und  1130),  der  sich  seine  Kenntnisse  der 
orientalischen  Sprachen  auf  weiten,  absichtlich  zu  wissenschaftlichen 
Zwecken  unternommenen  Reisen  in  Kleinasien,  Ägypten  und  Spanien 
erwarb,  war  der  Mönch  Atel  hart  von  Bath.  Wie  schon  erwähnt, 
übertrug  er  die  astronomischen  Tafeln  des  Al-Chwarizmi  ins  Latei- 
nische^), und  diese  noch  handschriftlich  existierende  Übersetzung 
würde  allerdings  eine  eingehende  Durchsicht  sicher  lohnen,  da  sie 
einerseits  den  Einflufs  der  indischen  Astronomie  und  Trigonometrie 
auf  die  Entwickelung  der  tntsprechenden  arabischen  Wissenschaften 
und  andererseits  den  Fond  trigonometrischer  Kenntnisse  beurteilen 
liefse,  der  durch  sie  dem  Mittelalter  zugänglich  gemacht  wurde. 

Wir  wissen,   dafs   bei   den  Arabern  vielfach  die  auf  der  stereo- 


1)  A.  a.  0.  96—97.  —  2)  Ebenda  116.  Hier  ist  auch  die  arabische  Be- 
zeichnung „Pfeil"  für  den  Sinusversus  verwendet.  —  3)  Steinschneider,  Bibl. 
math.  1897.  73.  Anm.  *)  und  1895.  97.  —  4)  Ebenda  1896.  —  5)  Siehe  S.  48. 
Anm.  1.    Atelhart  war  zwischen  1120  und  1130  wissenschaftlich  thätig. 
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graphischen  Projektion  beruhenden  Astrolabien  im  Gebrauche  waren, 
deren  Kenntnis  sie  dem  Planisphiirium  des  Ptolemiius  verdankten. 
Nun  liatte  allerdings  schon  Hermann  der  Lahme  (lltl;j — lO'ii) 
(Hermanuus  contractus),  ein  Mönch  aus  St.  Gallen,  eine  Schrift  über 
das  Astrolabium  verfafst*),  aber  mit  dem  Originalwerk  des  Ptole- 
miius scheint  das  lateinische  Mittelalter  doch  erst  durch  Rudolph 
von  Brügge  bekannt  geworden  zu  sein,  der  es  1144  aus  einer  ara- 
bischen ifbersetzuiig  ins  Lateinische  übertrug-j;  durch  ihn  wurde  es 
der  Nachwelt  erhalten. 

Wir  haben  nur  die  hervorragendsten  Namen  derjenigen  an- 
geführt, welche  sich  im  12.  Jahrhundert  um  die  Übertragung  arabi- 
scher wissenschaftlicher  Bildung  in  das  Abendland  verdient  machten, 
können  aber  schon  aus  dem  Wenigen  entnehmen,  dal's  damals  ein 
reges  Streben  herrschte,  die  in  dem  Strudel  politischer  und  religiöser 
Kämpfe  verloren  gegangenen  Kenntnisse  ia  den  exakten  Wissen- 
schaften an  den  neueröffneten  Quellen  arabischer  Kultur  wieder  zu 
ergänzen.  Vorerst  war  diese  Thätigkeit  allerdings  nur  eine  rezep- 
tive, doch  schon  im  nächsten  Jahrhundert  sehen  wir,  wie  die  auf- 
genommenen Kenntnisse  allmählich  verarbeitet  und  praktisch  ver- 
wendet wurden.  Die  wenigen  Nachrichten,  welche  uns  hierüber, 
speziell  was  die  Trigonometrie  anlangt,  erhalten  sind,  wollen  wir  im 
folgenden  Paragraphen  zusammenstellen. 

§  3.    Nachrichten    über    Trigonometrie    aus    dem   13.   Jahrhundert. 

Namentlich  zwei  Fürsten  waren  es  in  jener  Zeit,  bei  welchen 
Astronomen  und  Mathematiker  wohlgelitten  waren:  der  grofse  Hohen- 
staufe  Friedrich  IL  (1212 — 1250)  und  Alfons  X.,  der  Weise  von 
Kastilien.  An  dem  Hofe  des  ersteren,  der  ein  in  Wissenschaften 
hochgebildeter  und  mit  den  Kenntnissen  seiner  Zeit  wohlvertrauter 
Mann  war,  ja  sogar  in  vielen  Dingen  derselben  vorauseilte,  wurde, 
wie  damals  allgemein  üblich,  die  Astrologie  mit  besonderer  Vorliebe 
betrieben,  da  ihr  der  Kaiser  —  in  dieser  Beziehung  ein  Kind  seiner 
Zeit  —  leidenschaftlich  ergeben  war.  Aber  jene  Männer,  welche  dem 
astrologischen  Aberglauben  ebenso,  wie  die  berühmten  Astronomen 
und  Mathematiker  der  Araber  huldigten,  wie  z.  B.  Friedrich's 
Hofastrolog,  der  Meister  Michael  Scotus  (1190  geboren),  die  Philo- 


1)  Vgl.  über  ihn  Cantor  I,,.  8.3.3  ff.  und  809  —  2)  M.  Chasles,  Ge- 
schichte der  Geometrie  595 — 596.  Das  Werk  des  Rudolphus  Brughensis 
wurde  zum  erstenmale  1507  gedruckt  als  Anhang  der  Geographie  des  Ptole- 
mäus  (Rom  in  fol.),  dann  1536.  1558  gab  dann  Commandinus  eine  korrektere 
Übersetzung  mit  einem  Kommentar  heraus. 


96  6.  Kapitel. 

sophen  Johannes  von  Palermo  und  Theodorus  und  andere, 
waren  nebenbei  in  Astronomie  und  Mathematik  wohlbewandert,  in- 
dem sie  sich  ihre  Kenntnisse  teils  aus  den  bereits  vorhandenen  Über- 
setzungen arabischer  Werke,  teils  durch  selbstäudige  Anfertigung 
solcher  verschafften.  Ja  sogar  einzelne  griechische  Originale  waren 
damals  bereits  wieder  aufgefunden  worden,  und  Friedrich  IL  liefs 
darnach  die  Übersetzungen  aus  dem  Arabischen  durch  seine  Gelehrten 
verbessern.  Auf  diese  Weise  entstand  auch  eine  neue  Ausgabe  des 
Almagest,  die  noch  in  der  Bibliothek  zu  Wolfenbüttel  vorhanden  ist^). 

Es  konnte  nicht  fehlen,  dafs  an  Friedrich's  Hofe  auch  der  be- 
deutendste Mathematiker  jener  Zeit  Leonardo  Fibonacci  aus  Pisa 
erschien,  der  sich  als  Kaufmann  auf  weiten  Handelsreisen  mit  der 
arabischen  und  indischen  Mathematik  vertraut  gemacht  hatte.  Neben 
seinem  berühmten  für  die  Geschichte  der  Arithmetik  und  Algebra  so 
wichtigen  „Liber  Abaci"  -)  verfafste  er  auch  eine  „Practica  geo- 
metriae",  die  er  im  Jahre  1220  einem  gewissen  Magister  Domi- 
nicus  widmete,  der  ihn  zu  ihrer  Ausarbeitung  veranlafst  hatte. 
Dieses  Werk  ist  nun  aber  wesentlich  verschieden  von  den  früheren 
Schriften  gleichen  Inhaltes.  Während  nämlich  diese  meistens  nur 
Sammlungen  von  Regeln  waren,  die  unmittelbar  zu  praktischem  Ge- 
brauche verwendet  wurden,  gibt  Leonardo's  Werk  zu  jenen  Regeln 
auch  die  Ableitungen  und  Beweise,  die  teils  direkt  den  Alten  ent- 
nommen, teils  ihren  Methoden  nachgebildet  sind.  Überhaupt  scheint 
der  theoretische  Wert  der  Schrift,  namentlich  für  jene  Zeit,  weit 
bedeutender  als  ihr  praktischer,  denn  während  eine  Verwendung  der 
angegebenen  Methoden  auf  bestimmte  praktische  Beispiele  nicht  zu 
finden  ist,  sind  wohl  zum  erstenmale  die  Mittel  zur  Anwendung 
trigonometrischer  Methoden  auf  die  Feldmefskunst  in  mathematischer 
Begründung  mitgeteilt. 

Leonardo's  trigonometrische  Kenntnisse  sind  im  Allgemeinen 
dem  „Tholomaeus"  (wie  er  schreibtj  entnommen,  wenn  er  auch 
den  Sinus  rectus  und  deu  Sinus  versus  definiert^),  welch  letzteren 


1)  Monatliche  Korrespondenz  zur  Beförderung  der  Erd-  und  Himmelskunde 
von  Zach  XXVII.  192 — 193.  Staatsminister  Ende  hat  diesen  Codex  1812  in 
Wolfenbüttel  autgefunden.  Übrigens  wurde  auf  Veranlassung  Friedrich's  II. 
der  Almagest  auch  aus  dem  Arabischen  von  dem  Juden  Jakob  Anatoli  (1231 
bis  1235)  übersetzt.  Steinschneider,  Bibliotheca  math.  159*;.  110.  No.  28. 
Ein  anderer  Jude,  der  1247  an  den  Hof  des  Kaisers  in  Toscana  kam,  Jehuda 
ben  Salomo  Cohen  aus  Toledo,  gab  in  einer  grofsen  von  ihm  verfafsten 
Encyklopädie  „Midrasch  ha  Chochma''  ebenfalls  eine  Bearbeitung  des  Almagest 
und  kam  darin  auf  Dschäbir"s  Erklärung  der  „Figura  sectoris"  zu  sprechen: 
Steinschneider    ebenda    111b.    —    2)    Cantor    II.    1—32.    —    3)    Scritti    di 
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er  wie  die  Araber  „Pfeil"  (sagitta)  nennt').  Nachdem  er  die  Ilal- 
l)ieruii<isforinel  für  die  Sehne  auf  zwei  verscliiedeue  Arten  abgeleitet 
hat,  wovon  die  eine  mit  der  Methode  des  Ptolemäus  übereinstimmt, 
schliefst  er,  dafs  man  durch  fortgesetzte  Anwendung  derselben  aus 
einer  gegel)enen  Sehne  die  Sehnen  immer  kleinerer  Teile  des  zur 
ursprünglichen  Sehne  gehörigen  Bogens  finden  kann,  die  dann  schliefs- 
lich  statt  der  Bögen  gesetzt-),  die  Kenntnis  des  Bogens  selbst  ver- 
mitteln. Ferner  zeigt  er,  wie  mau  aus  der  Sehne  den  Pfeil  uTid 
umgekehrt  bestimmt,  wenn  der  Radius  des  Kreises  bekannt  ist,  und 
endlich,  wie  sieh  der  letztere  aus  der  Kenntnis  von  Sehne  und  Pfeil 
ableiten  läfst.  Hierauf  teilt  er  eine  Tafel  mit^),  „damit  diejenigen, 
welche  geometrisch  (d.  h.  trigonometrisch)  verfahren  wollen,  leichter 
als  auf  die  angegebene  Welse  zu  gegebenen  Sehnen  die  entsprechen- 
den Bögen  finden  können".  In  derselben  sind,  wie  bei  Abraham 
bar  Chijja,  sowohl  die  Bögen,  als  auch  die  Sehnen  im  Längenmafse  an- 
gegeben. Der  Durchmesser  beträgt  42  perticae(Mefsruten),  und  da  jc  =  3| 
gesetzt  ist*),  so  ist  der  Umfang  des  Kreises  132  perticae.  Nun  sind  in 
zwei  Spalten  der  Tafel  immer  zwei  zum  ganzen  Kreisumfang  sich 
ergänzende  Bögen  nebeneinandergestellt,  die  nach  ganzen  pert.  auf- 
einanderfolgen, und  in  weiteren  4  Spalten  werden  die  perticae,  pedes, 
unciae  und  puncta  der  zugehörigen  Sehne  angegeben.  Dabei  ist 
1  pertica  ^  6  pedum  =  108  unciarum  =  2160  punctorum-'). 

Um  aus  dieser  Tafel  zu  einer  gegebenen  Sehne  den  entsprechen- 
den Bogen  und  umgekehrt  zu  finden,  brauchte  Leonardo  natürlich 
ein  luterpolationsverfahren ,  welches  p.  98 — 99  auseinandergesetzt 
wird  und  auf  dem  Satze  des  Ptolemäus  beruht  (vgl.  S.  21),  dafs 
das  Verhältnis  zweier  Bögen  gröfser,  als  das  ihrer  Sehnen  ist.  Ist 
z.  B.  (Fig.  27)  zu  der  Sehne  ei  =  21p'"*- 3»°^- O"""-  der  Bogen  zu 
finden^),  so  gibt  die  Tafel  für  die  beiden  Sehnen,  zwischen  denen 
ci  liegt,  21  •  0  •  0  •  0  =  e^  =  cord.  arc.22''"'  und  21  •  5  •  2  •  16  =  e^ 
=  cord.  arc.  23^""    Aber  ^~ < ~~',  und  hieraus  arc.  e«  >  22  •  3 •  12; 

ferner  — '-r—  <  — ~ ,  also   arc.  ei  <  22  •  4  •  4  •  13.     Die  halbe   Difie- 

ei  et     ' 

renz  dieser  beiden  Werte:  0  •  0  •  5  •  6,5  zu  dein  kleineren  Werte  von 


Leonardo   Pisano    da    B.   Boneompagni,    Roma  1862.    Vol.  U.    94,   wo  es  heifst: 
„. . . .  ut  in  arte  astrologia  invenitur". 

1)  Vgl.  auch  Los  libros  del  Saber  t.  IV.  167,  wo  „saeta"  steht.  — 
2)  A.  a.  0.  93:  „et  sie  semper  dividendo  arcus  ueniemus  ad  notitiam  cordae  cujus 
ditterputia  ad  suum  arcum  erit  quasi  insensibilis."  —  3)  Ä.  a.  0.  p.  96.  —  4)  Übrigens 
findet  Leonardo  auch  noch  den  genaueren  Wert  w  =  3,1418...,  a.a.O.  87  —  90. 
—  5)  Bezüglich  des  Mafses  heifst  es  auf  p.  3 :  „Quidam  enim  mensurare  consueve- 
runt  agros  cum  mensuris  cubitalibus,  vel  ulnis,  aut  cum  passibus.  Alij  cum 
perticis,  sive  cum  alio  quolibet  mensurabili  instrumento."  —  6)  A.  a.  0.  98 — 99. 

V.  Bralinm  il  hl ,  Geschiebte  der  Trigonometrie.  I.  7 


98 


6.  Kapitel. 


arc.  ei  addiert,  gibt  .den  gesuchten  Bogen  von  22'""*-3'""'  17""°-6p°'"=' 
(„secundum  propiuquitatem" ).  Offenbar  in  dem  Gefüble  der  Unsicher- 
heit   dieser  Methode   gibt   er  noch   zwei   andere,   etwas   bessere,  aber 

umständlichere  au.    Die  eine  kommt  dar- 
auf  hinaus,    dafs    er 

ei  (arc.  ez  -\-  arc.  et) 


Fig.  27. 


arc.  e?  =  ,      , 

ez  +  et 

setzt,  und  in  der  zweiten  bildet  er  ei  —  ez 
=  oi,  et- —  ez  ^  nf  und  berechnet  arc. zi 
aus  der  Proportion:  arc. s i -.arczf  =  oi : nt. 
Für  das  obige  Beispiel  ergeben  die  beiden  letzten  Methoden  das 
übereinstimmende  Resultat  arc.  ei  =  22  •  4  •  1  ■  6  ').  Merkwürdiger 
Weise  macht  nun  aber  Leonardo  von  dieser  Tafel  in  seiner  Prac- 
tica geometriae  gar  keinen  weiteren  Gebrauch,  sondern  bedient  sich 
nur  jener  geometrischen  Methoden,  die  seit  Heron  dem  Alexandriner 
bekannt  waren. 

Wie  sehr  übrigens  der  Pisaner  durch  die  arabische  Wissenschaft 
beeiuflufst  war,  beweist  der  Umstand,  dafs  er  sich  zur  Höhenmessung 
des  von  den  Arabern  vielfach  benützten  Quadranten  bedient.  Die 
Gestalt  dieses  Mefsinstrumentes  zeigt  Fig.  2S.  Die  Seite  des  ein- 
gezeichneten Quadrates  teilt  Leonardo-) 
in  12  oder  60  Teile,  bei  e  und  g  befinden 
sich  zwei  Diopter,  durch  die  man  nach 
der  Spitze  des  zu  messenden  Gegenstandes 
entweder  von  e  nach  g  visierte,  wenn  eine 
Höhe  zu  bestimmen  war,  oder  von  g  nach 
e  bei  Längen-  und  Tiefenmessungen.  Da- 
bei stellte  sich  das  Bleilot  gc  entweder 
auf  einem  der  Teilstriche  von  hd  oder 
von  id  ein  und  gab  so  im  ersten  Falle 
die  Cotangente  (umbra  recta),  im  zweiten  die  Tangente  (umbra  versa) 
des  Höhenwiukels,  der  am  geteilten  Kreise  abgelesen  werden  konnte. 
Leonardo  hat  die  Bezeichnung  der  ,. Schatten"  die  die  Araber  ein- 
führten, nicht,  während  sich  dieselben  in  Handschriften  einer  Ab- 
handlung des  Robertus  Anglicus  von  Montepessulano  (Montpellier) 
finden^),   die   um   das  Jahr  12;)1,   also   nur   wenig  nach  Leonardo's 


Fig.  28. 


1)   Die   erste    der    tbei  Methoden   kommt   auf  die  Benützung  der  Formel 

arc.  ei  ^  —  ( — '—^  -\ ' — 1,  die  letzte  auf  die  Formel  arc.  ei  =  {{et  —  ei)arc.ez 

-|-  (ei  —  ez)a,rc.ei)  :  (et  —  es)  hinaus.  —  2)  Leonardo  a.  a.  0.  204 — 206.  — 
3)  P.  Tannery,  Le  traite  du  quadrant  de  maitre  Robert  Anglf'S,  Notices  et 
extraits  de  la  bibl.  uationale  35,.,  1897  und  Biblioth.  math.  1897,  3 — 6,  wo  sieh 
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Schrift  verfafst  sein  dürfte.  Bei  llobertus  findet  sich  auch  die 
Gleichung,  welche  wir  heute  durch  tg«ctgß==  1  ausdrücken,  ver- 
wendet, um  von  einer  geteilten  Linie  des  Quadrats  auf  die  andere 
überzugehen,  die  übrigens  auch  schon  Hermannus  Contractus  im 
12.  Jahrhundert  in  seinem  Astrolabium  anwendet').  Aufserdem  ist 
Roberts  Quadrant  auch  für  astronomische  Zwecke  eingerichtet. 
Überhaupt  scheint  man  sich  nach  den  Nachrichten,  die  P.  Tannery 
gesammelt  hat,  schon  seit  dem  11.  Jahrhundert  des  Quadranten,  des 
«auf  ihm  eingezeichneten  Quadrates  und  auch  des  Astrolabiums  sowohl 
zu  feldmesserischen  als  zu  astronomischen  Zwecken  im  Occident  be- 
dient zu  haben-). 

Um  dieselbe  Zeit,  da  unter  dem  Hohenstaufen  Friedrich  die 
Wissenschaften  in  Italien  eifrige  Pflege  fanden,  wurden  sie  auch  im 
Königreiche  Castilien  von  einem  ebenso  freidenkenden,  als  thätigen 
Fürsten  gefördert.  Dort  regierte  seit  dem  Jahre  1223  Alfons  X., 
ein  Sohn  der  holienstaufen'schen  Königstochter  Beatrix.  Die  Ge- 
schichte, die  ihm  den  Beinamen  „der  Weise"  gegeben,  berichtet  uns 
nicht  nur  von  seinen  hervorragenden  Verdiensten  um  die  Poesie  und 
Sprache,  um  die  Rechtswissenschaft  und  Geschichtskuude,  sondern 
vor  allem  von  seiner  besonderen  Vorliebe  für  die  exakten  Wissen- 
schaften, in  denen  er  auch  persönlich  sehr  bewandert  war.  Bald 
nach  seinem  Regierungsantritt  sammelte  er  einige  christliche  und 
jüdische  Gelehrte  in  Toledo  um  sich  und  liefs  von  ihnen  ein  um- 
fassendes Sammelwerk^)  herstellen,  das  auser  einem  Auszug*)  aus 
den  astronomischen  Tafeln,  die  den  Namen  der  Alfonsinischen 
erhielten  imd  durch  Jahrhunderte  im  Ansehen  standen,  auch  Schriften 
über  astronomische  Instrumente,  wie  sie  die  Araber  mit  besonderer 
Vorliebe  gebrauchten,  sowie  über  verschiedene  Gattungen  von  Uhren 
enthielt.  Die  Leiter  des  ganzen  Unternehmens  scheinen  der  Rabbi 
Isak"')  und  der  Arzt  Jehnda  ben  Mose  Cohen  gewesen  zu  sein. 
Die  meisten  der  von  ihnen  in  den  Jahren  1256 — 1277  herirestellten 


die  nötigen  Litteraturangaben  finden.  Daselbst  ist  auch  bemerkt,  dafs  ein  ge- 
wisser Gullielmus  Anglicus  1231  eine  selbständige  Abhandlung  über  die 
Saphila  des  Arzaehel  schrieb  (i>.  583),  die,  wie  wir  wissen,  auch  das  geo- 
metrische Quadrat  enthielt. 

1)  Vgl.  Curtze,  Biblioth.  math.  1896.  72.  Anmerk.  14.  —  2)  Der  oben  er- 
wähnte Gullielmus  Anglicus  spricht  von  dem  Quadranten  als  etwas  ganz 
Bekanntem.  —  3)  Manuel  Rico  y  Sinobas:  Libros  del  Saber  de  astronomia  de 
Rey  Alfons  X.  t.  I— V.  Madrid  18G3— 1867  fol.  —  4)  A.  a.  0.  t.  IV.  —  5)  Nach 
Steinscheider  ist  Rabi9ag  von  Toledo  identisch  mit  Isak  ihn  Sid  (Biblioth. 
math.  1896.  112.  No.  31)  und  scheint  namentlich  in  der  Herstellung  der  Armillar- 
sphilren,  Astrolabien,  Quadranten  und  der  verschiedenen  Gattungen  von  Uhren 
besonderes  Geschick  besessen  zu  haben,  da  er  hierbei  fortwährend  erwähnt  wird. 
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Bücher  sind  Übersetzungen  in  die  castilische  Landessprache,  doch 
befinden  sieh  dabei  auch  einige  selbständige  Arbeiten,  bei  deren  Ab- 
fassung der  König  persönlich  beteiligt  war. 

Die  „Alfonsinischen  Tafeln",  welche  im  Auftrage  des  Königs  in  den 
Jahren  1262 — 1272  ausgearbeitet  wurden'),  bildeten  im  Occident  das 
Fundament  aller  astronomischen  Rechnungen  bis  ins  IG.  Jahrhundert-) 
herein  und  beruhen  ganz  auf  den  Kenntnissen  der  Westaraber,  er- 
reichen aber,  wenigstens  was  die  bei  ihrer  Herstellung  verwendeten 
trigonometrischen  Methoden  anlangt,  die  Hakimitischen  und  Ilkhaui- 
sehen  Tafeln  keineswegs.  So  finden  wir  z.  B.  im  IV.  Bande  der 
„Libros  del  Saber"  eine  Sinustafel,  die  wie  jene  des  Al-Battäni 
von  I  zu  ^  fortschreitet  und  nur  auf  Minuten  und  Sekunden  be- 
rechnet ist.  Die  zur  Aufstellung  derselben  verwendeten  Methoden 
sind  völlig  die  des  Ptolemäus^).  Ferner  enthalten  sowohl  Band  IIP), 
als  Band  IV^)  je  eine  Schattentafel,  die  genau  der  Cotangenten- 
tafel  Al-Battäni's^j  entspricht  und  für  ein  Gnomon  von  12  Fingern 
(dedos)  berechnet  ist,  aber  so  wenig  wie  von  jenem  Araber,  zu 
trigonometrischen  Reclmungen  verwendet  wird.  Aufserdem  scheint 
noch  eine  Tafel  für  den  Sinus  versus  vorhanden  gewesen  zu  sein, 
wenn  sie  sich  auch  in  den  „Fragmenten"  nicht  mehr  findet"). 

Wir  sehen,  dafs  sich  Alfons  X.  bei  Herstellung  seiner  Schriften 
gelehrter  Juden  bediente.  Diese  treten  überhaupt  in  jener  Zeit  als 
die  hauptsächlichsten  tllierlieferer  arabischer  Wissenschaften  auf,  in- 
dem sie  arabische  Schriften  teils  ins  Hebräische  übersetzten,  teils  als 
Dolmetscher  bei  Herstellung  lateinischer  Versionen  dienten  und  auch 
selbständige  Werke  verfafsten,  welche  sich  auf  dem  Niveau  der  da- 
mals überkommenen  Wissenschaft  hielten.  So  verfafste  1230  der 
Jude  David  ihn  Nahmias  in  Toledo  einen  Kommentar  zum  Alma- 
gest*),  Moses  ihn  Tibbon,  der  1245 — 1275  in  der  Provence  lebte''), 
übersetzte  das  Werk  des  Dschäbir  ibn  Aflah  ins  Hebräische,  und 


1)  A.  a.  0.  IV.  109.  —  2)  Im  V.  B.  pars  1  der  Libros  del  Saber  wird  die 
vollständige  Litteratur  dieser  Tafeln,  die  noch  in  einer  Menge  von  Handschriften 
vorhanden  sind,  angegeben.  Im  Druck  erschienen  sie  zuerst  1483.  —  3)  A.  a.  (). 
163  tf.  In  den  angehängten  „Fragmentes  numericos  de  las  taulas  Alfonsies" 
107  desselben  Bandes  wird  auch  von  einer  Sehnentafel  gesprochen.  —  i)  A.  a.  0. 
305  in  „Libros  del  quadrante  pora  rectificar";  sie  hat  die  Überschrift  „Tabla 
de  saber  la  altura  de  los  dedos  de  la  sombra  conversa  et  la  sombra  por  la 
altura"  und  ist  für  halbe  Grade  berechnet.  —  5)  A.  a.  0.  8.  —  6)  Al-Battäni 
wird    auch    mehrfach    zitiert,    so   z.  B.   IV.   181,    wo   er  AI  Bateny   heifst.   — 

7)  Es  heifst  IV.  IGT,  nachdem  die  Methoden  zur  Berechnung  der  „Pfeile"   an- 
gegeben   sind:     „Et   nos    possiemos    otrossi    todas    estas    saetas    en    taula."    — 

8)  Steinschneider,  Biblioth.  math.  189C.    110.  —  9)  Ebenda  p.  111. 
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Jakolj  Ijeii  Mac'liir  l'r(Ji)lii:it  uilt-r  l'ro pliati  ii s  aus  Marseille') 
gab  Übersetzungen  desselben  Werkes,  ebenso  der  Sphärik  des  Mene- 
iaus  und  diente  wahrsclieinlich  als  Dolmetscher  bei  der  durch 
Johann  von  Brixeii  l^liii  hergestellten  lateinischen  Übersetzung 
von  Al-Zarkali's  Saphea").  Anch  stammt  von  ihm  eine  kleine 
Ablmndhing  über  die  Sehneurechnung  des  Ptolemäus. 

Da  wir  keine  allgemeine  Geschichte  der  Mathematik  schreiben, 
so  kann  es  nicht  unsere  Aufgabe  sein,  alle  die  zahlreichen  Übersetzer 
mathematischer  Schriften  aus  jener  Zeit  aufzuführen,  wohl  aber 
müssen  wir  noch  zwei  Männer  nennen,  von  denen  wir  einiges  für 
unser  spezielles  Gebiet  Interessante  mitzuteilen  haben.  Der  eine 
ist  Wilhelm  von  Mörbecke,  der  in  Ostflandern  geboren  war  und 
weite  Reisen,  auch  in  Griechenland  machte.  Ihm  verdankt  das 
Abendland  die  Bekanntschaft  mit  dem  Anale mma  des  Ptolemäus, 
dessen  Wichtigkeit  für  die  Kenntnis  der  griechischen  Trigonometrie 
wir  früher  schon  hervorhoben^)  (S.  11.  Anmerk.  3).  Allerdings 
scheint  die  Schrift  später  wieder  in  Vergessenheit  geraten  zu  sein, 
bis  sie  Federigo  Oommaudino  1562  abermals  zu  dauerndem  Leben 
erweckte.  Der  zweite  dieser  beiden  Männer  ist  der  durch  seine 
Euklidübersetzung  bekannte  Johannes  Campanus  von  Novarra, 
der  in  der  zweiten  Hälfte  des  13.  Jahrhunderts  thätig  war*),  doch 
interessiert  uns  hier  nicht  sowohl  seine  übersetzerische  Thätig- 
keit,  als  die  Bemerkung,  welche  ein  Gelehrter  des  16.  Jahrhunderts 
Lucas  Gauricus  von  ihm  macht,  indem  er  sagt,  Campanus  habe 
bereits  eine  „Tabula  foecunda",  d.  h.  eine  Tangeutentafel  auf- 
gestellt. Er  teilt  dieselbe  mit''),  sie  ist  für  alle  Grade  berechnet 
und  läuft  von  0°  bis  45°.  Da  man  bisher  glaubte,  Regiomontan 
sei  der  erste  gewesen,  der  im  Abendlande  eine  solche  gab,  und  da  diese 
Tabelle  offenbar  für  trigonometrischen  Gebrauch  eingerichtet  war  im 
Gegensatze  zu  den  für  das  Gnomon  von  12  p'"'"''  berechneten  Tafeln  der 
Westaraber,  wie  wir  sie  auch  in  den  Libros  del  Saber  antrafen,  so  heben 
wir  diese  Notiz  gebührend  hervor,  obwohl  es  uns  nicht  gelaug  in  den  uns 
zugänglichen  Schriften  des  Campanus  Näheres  über  die  Tabelle  zu  finden. 


1)  Steinschneider,  Die  Mathematik  bei  den  Juden.  Biblioth.  math. 
1897.  35.  —  -2)  Ebenda  35.  —  3)  Wilhelm  von  Mörbecke  war  1268  bei 
Papst  Clemens  IV.  in  Viterbo,  wo  er  seine  Ul^ersetzerkunst  ausübte,  ^vurde 
1278  Erzbischof  von  Korinth  und  dürfte  nicht  lange  nach  1281  gestorben  sein 
(Cantor  II.  89).  Seine  Schritt  wurde  wieder  aufgefunden  und  neben  dem 
griechischen  Teste  von  J.  L.  Heiberg  veröffentlicht.  Abhandl.  zur  Geschichte 
der  Mathematik  Heft  7.  1895.  p.  1—30.  —  4)  Vgl.  über  ihn  Cantor  H.  90.  — 
5)  Lucas  Gauricus  (1476 — 1558)  .siehe  weiter  unten.  —  Opera  1575  fol.  I.  1182 
„tabula  per  Campanum  Novariensem  jamdiu  supputata". 


102  6.  Kapitel. 

Aus  deu  vorhergehenden  Erörterungen  sieht  man,  dal's  am  Ende 
des  13.  Jahrhunderts  das  Abendhiud  im  Besitze  der  sämtlichen 
trigonometrischen  Keuntniste  der  Griechen  und  der  Westaraber  war, 
während  ihm  die  ausgebildete  Trigonometrie  Abii'l  Wafä's  uud 
seiner  Nachfolger  fern  blieb.  Dafs  hiermit  nicht  einmal  die  Höhe 
erreicht,  geschweige  denn  überschritten  wurde,  zu  welcher  sich  die 
arabisch-persische  Wissenschaft  in  derselben  Zeit  im  fernen  Orient 
emporschwang,  braucht  kaum  eigens  betont  zu  werden. 

Übrigens  hatten  die  Kenntnisse  der  Westaraber  damals  nicht 
nur  im  christlichen  Spanien,  in  Italien  imd  in  Frankreich  Eingang 
gefunden,  sondern  auch  in  Deutschland  tretfen  wir  Spuren  von  ihr. 
In  einem  Mauuscript  der  Münchener  Bibliothek^)  findet  sich  eine 
Abhandlung  über  Trigonometrie,  die  direkt  auf  die  Araber  und 
speziell  auf  Al-Zarkäli  zurückzugehen  scheint.  Es  wird  daselbst 
der  „Sinus  rectus"  sowohl  als  die  halbe  Sehne  des  doppelten  Bogens, 
als  auch  als  die  Senkrechte  von  einem  Endpunkte  des  Bogens  auf 
den  nach  seinem  anderen  Endpunkt  laufenden  Durchmesser  definiert, 
desgleichen  ist  der  „Sinus  versus"  entweder  definiert  als  jener  Teil 
des  Durchmessers,  welcher  zwischen  dem  Endpunkte  des  Bogens  und 
dem  Sinus  liegt,  oder  als  die  Senkrechte  von  jenem  Endpunkte  auf 
den  Sinus.  „Gardaga"-)  (d.  h.  Kardaga)  ist  der  Bogen  von  15", 
und  der  Durchmesser  wird  für  die  Tafel  der  Sinusse,  wie  bei  Al- 
Zarkäli  300'  gesetzt  (siehe  S.  79),  während  er  in  der  Tafel  der 
Sehnen,  wie  bei  Ptolemäus  120"  beträgt.  Dann  kommen  die  figura 
„cada"  (statt  katta)  desMenelaus  für  die  Ebene  und  die  Sätze  des 
Ptolemäus  zur  Sehnenberechnung.  Hierauf  überträgt  er  diese 
„figura  cada"  direkt  auf  die  Kugel,  ohne  einen  Beweis  zu  geben  und 
zeigt  an  mehreren  Beispielen  ihre  Verwendung,  indem  er  sich  ganz 
an  den  Almagest  hält.  Die  Lösungen  der  den  Schlufs  der  Ab- 
handlung bildenden  Aufgaben,  aus  der  Höhe  eines  Gegenstandes 
und  der  Sonnenhöhe  den  Schatten  und  umgekehrt,  aus  der  Höhe  des 
Gegenstandes  und  der  Schatteulüuge  die  Sonnenhöhe  zu  finden,  stimmen 
ganz  mit  denen  überein,  die  wir  bei  Al-Battäni  fanden  (S. 51)^).  Wir 
^ehen  somit,  dafs  die  Trigonometrie  der  Araber  wenigstens  teilweise 
auch  in  Deutschland  bereits  im  13.  Jahrhundert  bekannt  geworden  war. 


1)  Herr  M.  Curtze  hatte  die  grofse  Güte,  uns  brieflich  auf  dieses  Mauu- 
script aufmerksam  zu  machen  (Cod.  lat.  234)  und  stellte  uns  aufserdem  ein 
ausführliches  Exzerpt  desselben  zur  Verfügung,  dem  das  Folgende  entnommen 
ist.  —  2)  Herr  Curtze  schliefst  aus  dieser  Schreibweise  sowie  aus  jener  von 
„cada",  dafs  der  anonyme  Autor  der  Schrift  ein  Sachse  war  (briefliche  Mit- 
teilung). —  3)  Den  Durchmesser  des  Schattendreieckes,  d,  h.  die  Hypotenuse 
nennt  er  „podismus  umbrae." 
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§  4.    Die  Trigonometrie  im  14.  und  15.  Jahrhundert 
bis  zum  Auftreten  Regiomontans. 

Im  14.  Jahrhundert  begegnen  wir  zunächst  wieder  jüdischen 
(tek'hrten,  die  .sich  in  Spanien,  Italien  und  Frankreich  das  Studium 
matliematischer  und  astronomischer  Kenntnisse  augelegen  seiu  liefsen. 
Im  Jahre  1310  verfafste  Isak  ben  Joseph  Israeli  ein  umfassen- 
des Werk  über  Astronomie  in  hebräischer  Sprache'),  welches  damals 
in  hohem  Ansehen  stand.  Im  ersten  Traktate  desselben  sollen  die 
hauptsächlichsten  Theoreme  der  Geometrie  und  der  beiden  Trigono- 
metrien angeführt  sein.  In  diesem  Werke  sucht  Steinschneider 
den  Kulminationspunkt  der  astronomischen  Wissenschaft  bei  den 
Juden  im  Mittelalter.  Weiter  haben  wir  den  Astronomen  Immanuel 
ben  Jakob  zu  nennen"),  dessen  Arbeiten  in  die  Zeit  von  1340  bis 
JL365  fallen  und  in  hebräischen  Kommentaren,  in  lateinischen  Über- 
setzungen und  griechischen  Bearbeitungen  bestehen.  Er  war  in  der 
Provence  geboren  und  lebte  in  Avignon,  dem  damaligen  Sitze  des 
Papstes.  Näheres  ist  über  den  Inhalt  seiner  Schriften  nicht  bekannt. 
Joseph  ibn  Wakkar  aus  Sevilla')  verfafste  in  Toledo  1357 — 1358 
astnmomiscbe  Tafeln  in  arabischer  Sprache,  welche  er  38  Jahre 
später  ins  Hebräische  umarbeitete.  Einer  Durchsicht  dürften  die 
diesen  Tafeln  vorhergehenden  Canones  wert  sein,  da  sie  bei  ähn- 
lichen Werken  gewöhnlich  die  Theorie  der  Konstruktion  derselben 
enthalten. 

Wir  haben  diese  Männer  und  ihre  Schriften  hauptsächlich  des- 
halb angeführt,  um  Sprachverständige  auf  dieselben  aufmerksam  zu 
macheu,  indem  wir  glauben,  dafs  in  jenen  Werken  noch  interessante 
Aufschlüsse  über  den  damaligen  Stand  der  Trigonometrie  zu  finden 
wären.  Jetzt  wenden  wir  uns  aber  zu  einem  Gelehrten,  der  durch 
eigene  Leistungen  unser  volles  Interesse  in  Anspruch  nimmt.  Levi 
ben  Gerson*)  aus  Bagnolos  in  Katalonien,  häufig  auch  Leo  Israelita 


1)  Steinschneider,  Die  Mathematik  bei  den  Juden.  Biblioth.  math. 
1897.  39  if.,  sowie  Magazin  für  die  Litteratur  des  Auslandes  1846.  378.  Das 
Werk  hat  den  Titel  „Liber  'Jesod  Olam'  sive  Fundamentum  Mundi."  Neu  her- 
ausgegeben von  Berl  Goldberg,  Berlin  1846 — 1848.  in  4°.  —  2)  Steinschneider 
a.  a.  0.  1898.  79.  —  3)  Ebenda  1898.  36.  —  4)  Auf  diesen  jüdischen,  später, 
wie  es  scheint,  zum  Christentum  übergetretenen  Gelehrten  hat  zuerst  S.Günther 
aufmerksam  gemacht:  „Die  Erfindung  des  Baculus  geometricus."  Biblioth.  math. 
1885.  137  und  ist  später  wiederholt  auf  ihn  zurückgekommen,  so  in  derselben 
Zeitschrift  1890.  73  und  in  der  geographischen  Zeitschrift  von  A.  Hettner  1898. 
157  ff.  Auch  Steinschneider  (Biblioth.  math.  1890.  107  und  1897.  103)  und 
zuletzt  M.  Curtze  ebenda  1898.  97  ff.  haben  sich  eingehend  mit  ihm  beschäftigt. 
An  letzterer  Stelle  findet  sich  die  genaueste  Beschreibung  des  Instrumentes. 
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de  Baneolis  bezeichnet,  lebte  in  Avigiiou  iiml  .starb  daselbst  l.')44. 
Von  ihm  existiert  eine  handschriftlich  erhaltene  Abhaiidhuig'),  welche 
den  Titel  führt")  „Leo  de  Balneolis  Israhelita  De  Siiiilms,  chordis  et 
arcubus,  Item  Instrumente  Itevelatore  Secretorum",  und  unser  Inter- 
esse in  hohem  Mafse  in  Anspruch  nimmt.  Zunächst  bemerken  wir, 
als  für  uns  weniger  wichtig,  dafs  unter  dem  „Revelator  secretorum" 
jenes  zu  geodätischen  und  astronomischen  Messungen  später  vielfacli 
verwendete  Instrument  verstanden  ist,  welches  gewöhnlich  der  Jakob- 
stab heifst.  Dasselbe  bestand  aus  einem  geteilten  Stabe,  längs  wel- 
chem eine  senkrechte  Tafel  von  bestimmter  Höhe  verschoben  werden 

konnte  (Fig.  29).  Um  die 
B  .A  ^.-— -^  Winkeldistanz  SS'  zu  messen, 
visierte  man  von  A  über  H 
und  B' ,  und  verschob  die 
Quertafel  Hü'  so  lange,  bis  diff 
Visierlinien  S  und  S'  dieselbe 
trafen;  indem  maudieTeiluugen 
auf  ^C  und  HG  ablas,  konnte 
man  dann  mittelst  einer  tri- 
gonometrischen Funktion  den 
Winkel  2«  =  arc. SS'  bestimmen.  Levi,  bei  welchem  dieses  Instru- 
ment bis  jetzt  zum  erstenmale  angetroffen  wurde,  bedient  sich  hierzu 
jedoch  nicht  der  Tangenten,  die  er  offenbar  nicht  kennt,  sondern  des 

BC 


Fig.  20. 


Sinus,  indem  er  sin  a  = 


setzt.     Zu    diesem   Zwecke   be- 


yAC'  + Be- 
rechnet er  eine  Sinustafel  für  den  Radius  HO''  )  auf  Minuten  und 
Sekunden  und  läfst  die  Winkel  in  Intervallen  von  15'  fortschreiten'). 
Aufser  dieser  Tafel  enthält  aber  die  Abhandlung  noch  verschiedenes 
für  die  Geschichte  der  Trigonometrie  Interessante,  von  dem  wir  die 
Hauptsachen  mitteilen  wollen.  In  der  ,,dictio  prima"  des  2.  Kapitels 
definiert  er  den  Sinus  und  den  Sinus  versus,  für  den  er  jedoch  nur 
die  Bezeichnung  „Sagitta"  gebraucht;  in  der  „dictio  secunda"  werden 
folgende  Sätze  geometrisch  bewiesen:  1)  (crd «)- ^  Sagitta  •  Durch- 
messer, so  dafs  aus  der  Kenntnis  der  Sagitta  °J  auch  die  der  Sehne 
folgt;  ferner  ist  sin^«^  (crda)^  —  (sag«;-  oder  sin^a  =  sago;(rf — saga), 
wo    d    den    Durchmesser    bezeichnet,    und      crd  2«  =  2  sin«.    — 


1)  Cod.  Vindob.  Pal.  5277  (Pliilos.  68),  welchen  Curtze  a.  a.  0.  exzerjHert 
und  kommentiert.  Seiner  Güte  verdanken  wir  die  Mitteilung  seines  Ai'tikels 
noch  vor  dessen  Erscheinen.  —  2)  Ebenda  98.  ^  3)  Er  nennt  die  Teile  „gradus", 
gibt  aber  ausdrücklich  an,  dafs  sie  nicht  mit  den  Winkelgraden  identisch  seien. 
—  4)  M.  Curtze  bringt  a.  a.  0.  103  einen  Teil  dieser  Tafel  zum  Abdruck.  — 
5)  Im  Folgenden  ist  statt  Sagitta  zur  Abkürzung  sag  geschrieben. 
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2)  siiga  +  cos«  =  »- (r  Radius),  für  cosinus  steht  „sinus  residui  arcus 
90  graduum."  —  3)  sag (00"  +«)=!+  sin«.  —  4)  crd-(«  +  ß) 
=  (sin  «  4-  sin  j3)-  +  (sag  a  —  sag/3r'  ').  —  5)  sag«  =1  —  )/l  —  sin''«, 
wobei  die  Wurzel  als  „distantia  sinus  a  centro  circuli"  bezeichnet  wird. 
Dieso  Sätze  dienen  Leo  zur  Konstruktion  der  erwähnten  Sinus- 
tat'el,  indem  er  von  den  bekannten  Sinussen  von  HO",  aO"  und  18" 
ausgehend  sich  mittelst  seiner  Additionslbrniel  und  durch  fortgesetzte 
Halbierung  zunächst  die  Sinusse  von  8"  15'  und  von  3"  45' verschafft, 
aus  denen  sich  wieder  durch  weiteres  Halbieren  bezüy;lich  sin(l5'+  ,'„") 
und  sin(14j'g')  ^  sin  (15' — J^  )  ergeben.  Diese  beiden  Sinusse  sind 
aber  bis  zu  den  Quinten  genau  den  zugehörigen  Bogen  proportional, 
und  durch  Proportionsrechnuug  ergibt  sich  sin  15'  ==  0"  15' 42"  28"' 
12^^27^,  und  damit  ist  die  weitere  Berechnung  der  Tabelle  ermög- 
licht. Dieses  Verfahren  zeigt,  wenigstens  was  die  Ausgangswerte 
anlangt,  etwas  Ähnlichkeit  mit  dem  des  Abfi'l  Wafä  (S.  56  —  57),  ist 
also,  wenn  nicht  eigene  Erfindung  Leo's,  sicher  arabischen  Ursprungs. 
Eine  durchaus  selbständige  Leistung  aber  stellt  die  in  der  „dictio 
quinta"  des  2.  Kapitels  entwickelte  ebene  Trigonometrie  dar, 
indem  sie  einerseits  die  Sehnentrigonometrie  Dschäbir's,  die  damals 
wohlbekannt  war,  wesentlich  übertrifft,  andererseits  von  einer  in  dem- 
selben Codex  enthaltenen  noch  zu  besprechenden  Trigonometrie, 
welche  auf  letzterer  beruht,  völlig  abweicht.  Über  die  Behandlung 
des  ebenen  rechtwinkli2;en  Dreieckes  ist  nur  zu  bemerken,  dafs  sie 
allein  mit  dem  Pythagoräischen  Satze  und  dem  Sinus  geschieht, 
während  sich  Ibn  Aflah  bekanntlich  noch,  wie  die  Griechen,  durch- 
aus der  Sehnen  bedient.  Hierauf  folgt  die  Berechnung  schiefwink- 
liger Dreiecke,  und  zwar  wird  zuerst  die  Aufgabe,  aus  den  drei 
Seiten  des  Dreieckes  die  Winkel  zu  berechnen,  in  der  bekannten 
Weise  durch  Bestimmung  der  Höhe  mit  dem  Euklid'scheu  Satze 
und  darauffolgender  Anwendung  des  Sinus  auf  die  entstehenden  Teil- 
dreiecke gelöst;  hierbei  werden  die  beiden  Fälle,  welche  entstehen, 
je  nachdem  die  Höhe  innerhalb  oder  aufserhalb  des  Dreieckes  fällt, 
in  bemerkenswerter  Kürze  durch  eine  Vorschrift,  die  auf  beide 
Figuren  pafst,  erledigt.  Die  zweite  Aufgabe,  aus  zwei  Seiten  und 
dem  Gegenwinkel  der  einen  die  übrigen  Stücke  zu  finden,  welche 
er  zunächst  mittelst  der  Sehnen  behandelt",  indem  er  den  um- 
schriebenen Kreis  des  Dreieckes  konstruiert  (vgl.  die  Lösung  Geber's 
S.  82.  Anm.  4),  bietet  ihm  Gelegenheit  den  Sinussatz  der  ebenen 
Trigonometrie    zu    formulieren.      Aus    dem    ihm    bekannten   Zu- 


1)  Der  Beweis  dieser  Foi-mel  ist  bei  Curtze  a.  a.  0.  102  mitgeteilt.    Auch 
das  Folgende  ist  dieser  interessanten  Abhandlung  Curtze's  entnommen. 
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sammeuhange  der  Sehne  mit  dem  Sinus  (siehe  Gleichung  1)  folgert 
er  niimlich  unmittelbar,  „quod  omnium  triangulorum  recti- 
lineorum  talem  proportionem  una  linea  habet  ad  aliam, 
qualem  proportionem  unus  sinus  angulorum,  quibus  dictae 
lineae  sunt  subteusae,  habet  ad  alium",  und  aufserdem  iolgt, 
„dafs  wenn  in  einem  Dreiecke  die  Winkel  und  noch  eine  Seite  be- 
kannt sind,  sofort  auch  die  beiden  anderen  Seiten  bestimmt  werden 
können".  Wir  haben  den  Wortlaut  des  Satzes  mitgeteilt  und  seine 
einfache  Ableitung  angedeutet,  weil  dies  die  älteste  bis  jetzt  be- 
kannte Stelle  ist,  an  welcher  sich  der  Sinussatz  in  der  al)endläudi- 
schen  Litteratur  präzis  ausgesprochen  und  bewiesen  findet,  und  da 
Regiomontan,  dem  man  ihn  bisher  zuschrieb,  nachweisbar  Levi's 
Abhandlung  kannte '),  so  hat  er  ihn  jedenfalls  nicht  selbständig  auf- 
gestellt, wenn  auch  sein  Beweis,  wie  wir  sehen  werden,  ein  anderer 
war.  Die  letzte  Aufgabe,  welche  Leo  behandelt,  aus  zwei  Seiten 
und  dem  eingeschlossenen  Winkel  die  übrigen  Stücke  zu  bestimmen, 
wird  durch  Fällen  der  Senkrechten  vom  Endpunkte  einer  dieser 
Seiten  auf  die  andere  gelöst  und  auch  hier  eine  einzige  Vorschrift 
für  die  beiden  möglichen  Fälle  gegeben. 

Während  Levi  ben  Gerson  eine  bemerkenswerte  Selbständig- 
keit in  der  Behandlung  der  ebenen  Trigonometrie  zeigt,  ist  dies  in 
jener  anonymen  Handschrift"-)  aus  derselben  Zeit,  die  sich,  wie  oben 
bemerkt,  in  demselben  Codex  findet,  weniger  der  Fall.  Dieselbe 
enthält  ebenfalls  eine  vollständige  ebene  Trigonometrie,  die  sich  aber 
in  der  Hauptsache  ganz  an  Geber's  Sehnenmethode  anschliefst,  wie 
der  Anonymus  mit  einer  für  die  Gepflogenheiten  jener  Zeit  bemerkens- 
werten Aufrichtigkeit  eingesteht.  Indem  derselbe  die  rechtwinkeligen 
und  schiefwinkeligen  Dreiecke  zusammennimmt,  unterscheidet  er  bei 
den  4  Aufgaben:  Gegeben  2  Seiten  und  1  Winkel,  2  Winkel  und 
1  Seite,  3  Seiten,  3  Winkel,  im  Ganzen  25  Fälle,  die  er  alle  einzeln 
behandelt  und  mit  eigenen  Figuren  versieht.  So  entstehen  z.  B.  aus 
der  ersten  Aufgabe  folgende  zehn:  I.  Gegeben  der  eingeschlossene 
Winkel,  und  zwar  fällt  1)  die  Höhe  vom  Endpunkt  der  einen  den 
gegebenen  spitzen  Winkel  eijjschliefsenden  Seiten  auf  die  andere 
innerhalb,  2)   aufserhalb  des  Dreieckes,  3)  sie  fällt  mit  der  Gegen- 


1)  Darauf  hat  S.  Günther  zuerst  aufmerksam  gemacht.  Geographische 
Zeitschrift  Jahrg.  IV.  1898.  161.  —  Das  Verzeichnis  der  im  Besitze  Regiomon- 
tan's  hefindlichen  Bücher  steht  bei  Petz,  Mitteihingen  zur  Geschichte  Nürn- 
bergs 7.  Heft.  1888.  -260.  —  2)  Cod.  Vindobon.  Palat.  .0277'-  und  auch  im  Codex 
Basileensis  F.  IL  33.  Durch  die  Güte  des  Herrn  Curtze  wurden  wir  auf  die- 
selbe aufmerksam  gemacht  und  uns  eine  Abschrift  des  Manuscriptes  mitgeteüt. 
Diesem  ist  das  Folgende  entnommen. 
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Seite  zusaruiueu,  4)  der  gegebene  Wiukel  ist  ein  rechter,  5)  derselbe 
ist  ein  stumpfer.  II.  Der  gegebene  Winkel  liegt  einer  der  beiden 
gegebeneu  Seiten  gegenüber  und  zwar  ist  er  zunäclist  spitz  und  die 
Höhe  fällt  1)  innerhalb,  l'j  aul'serhalb  des  Dreieckes,  3)  sie  fällt  mit 
der  einen  gegebenen  Seite  zu.saninieu,  4)  der  Winkel  i.st  ein  rechter, 
5)  ein  stumpfer.  Alle  diese  Fälle  sowie  die  übrigen  15  werden,  wie 
bei  Geber,  gelöst,  indem  um  die  beiden  entstehenden  rechtwinke- 
ligen Dreiecke  die  Kreise  beschrieben  werden,  sodafs  dann  unmittel- 
bar die  Sehnenmethode  zur  Anwendung  kommen  kann.  Der  Autor 
verweist  auch  beständig  auf  eine  „tabula  cordarum  et  arcuum". 

Ob  der  anonyme  Verfasser  jenes  Traktates  die  Sinusfunktion 
nicht  kaimte  oder  vielleicht,  nur  im  Besitze  einer  Chordentafel,  des- 
halb Geber 's  Methode  vorzog,  läfst  sich  nicht  entscheiden,  da- 
gegen sind  uns  aus  jener  Zeit  noch  einige  andere  Gelehrte  bekannt, 
die  wie  Levi  ben  Gersou  sehr  wohl  mit  dem  Sinus  umzugehen 
wufsten.  Wir  nennen  zunächst  Johann  de  Lineriis'),  einen  Fran- 
zosen aus  der  Ficardie,  der  um  1322  lebte  und  in  Paris  mit  grofsem 
Erfolg  Astronomie  lehrte.  Von  ihm  existiert  noch  handschriftlich 
eine  Sinustafel-)  und  M.  Curtze  fand  kürzlich  einen  handschrift- 
lichen Traktat  von  ihm  über  Trigonometrie  (aus  1322),  sowie  eine 
Abhandlung  über  praktische  Geometrie').  Leider  ist  über  diese  Ar- 
beiten bisher  noch  nichts  Genaueres  bekannt. 

Dem  Ende  des  14.  Jahrhunderts  gehört  ein  gewisser  Dominicus 
Parisiensis  oder  Dominicus  de  Clavasio*),  d.  h.  aus  Chiavasso 
in  Piemont  gebürtig,  an;   er  war  Hofastrolog  des  Königs  von  Frank- 


1)  Derselbe  scheint  ein  zu  seiner  Zeit  sehr  renommierter  Astronom  gewesen 
zu  sein.  In  Paris,  woselbst  damals  eine  vorübergehende  Blüte  des  mathemati- 
schen Unterrichtes  stattfand,  hatte  er  zu  Kollegen  Joh.  de  Saxonia,  Joh.  de 
Miiris  und  Beruardus.  Er  schrieb  ,,Canones  Pi-imi  mobilis  et  super  tabulas 
aequationum  planetarum"  (d.  h.  eine  sphärische  Trigonometrie),  die  Günther 
in  einem  Maihinger  Kodex  sah  (S.  Günther,  Gesch.  des  math.  Unterr.  im  Mittelalter 
169.  Anm.  3),  sowie  „De  sphaera."  Er  soll  1350  gestorben  sein.  Diese  Notizen 
sind  aus  Trithemius  „Liber  de  ecclesiasticis  scriptoribus"  (Hamburgi  1718)  ItO 
von  Günther  mitgeteilt.  Vgl.  über  ihn  auch  H.  Suter,  Die  Mathematik  an 
den  Universitäten  des  Mittelalters  1887  in  4".  42  und  46.  Note  6  und  Curtze, 
Biblioth.  math.  1895.  105.  —  2)  Schon  Libri,  Eist,  des  Sciences  math.  en 
Italie  n.  210.  Anm  2  erwähnt  eine  solche,  Cantor  II.  115  gibt  an,  dafs  eine 
Tabula  Sinus  Mag.  Joh.  de  Ligneriis  in  Oxford  handschriftlich  vorhanden  ist, 
und  M.  Curtze  fand  diese  Tafel  in  einer  Reihe  von  Handschriften;  a.  a.  0.  105 
u.  106.  Anm.  1.  — ■  3)  M.  Curtze,  Eine  Studienreise,  unternommen  August  bis 
Oktober  1896.  Altpreufsische  Monatsschi-ift  XXXV.  Heft  5  und  6.  p.  450.  — 
4)  Über  ihn  hat  M.  Curtze  Forschungen  angestellt  in  seinen  „Mathematisch- 
historischen  Miscellen".  Biblioth.  math.  1895.  107—110.  Ihnen  ist  das  Obige 
entnommen. 
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reich  und  lebte  als  solcher  (jedenfalls  vor  1368)  in  Paris.  Von  ihm 
stammt  eine  „Practica  geometriae",  in  welcher  er  seine  Vertrautheit 
nicht  nur  mit  dem  Sinus  und  dem  Siuus  versus  und  dessen  Kom- 
plement, dem  Cosinus,  sondern  auch  mit  „umbra  versa"  und  .,umbra 
recta"  zeigt.  Nach  einer  Bemerkung  in  seiner  praktischen  Geometrie 
beabsichtigte  er,  eine  Schrift  „Tractatus  de  umbris  et  radiis'',  welche 
sich  mit  Trigonometrie  beschäftigen  sollte,  zu  verfassen,  indem  er 
sagt,  dafs  durch  die  Tangenten  vieles  leicht  zu  erhalten  sei,  was 
sonst  nur  schwer  zu  erreichen  ist.  Es  ist  jedoch  unbekannt,  ob  er 
diese  Absicht  ausführte. 

Indem  wir  noch  vorübergehend  auf  einen  italienischen  Gelehrten 
aus  dem  Ende  des  14.  und  dem  Anfang  des  15.  Jahrhunderts  auf- 
merksam machen,  Prosdocimo  di  Beldomandi  (137U  oder  1380 
bis  1428)^),  der  als  hervorragender  Astronom  galt  und  Schriften 
hinterliefs,  in  denen  sich  zweifelsohne  trigonometrische  Dinge  be- 
tii}den,  wenden  wir  unsere  Blicke  nach  England. 

Erwähnen  wir  vorübergehend,  dafs  der  noch  dem  13.  Jahrhundert 
angehörige  Erzbischof  von  Canterbury  Johann  Peckham  (1228  bis 
1292)  eine  Abhandlung  über  Trigonometrie  hinterliefs -j,  über  deren 
Inhalt  aber  leider  noch  nichts  bekannt  ist,  so  gelangen  wir  im 
14.  Jahrhundert  zu  mehreren  englischen  Gelehrten,  welche  ihre  Bil- 
dung an  der  Oxforder  Universität  gewonnen  hatten  und  dort 
lehrten.  Diese  mit  Paris  und  Bologna  zu  den  ältesten  Hoch- 
schulen zählende  Pflanzstätte  der  Wissenschaft  ist,  wie  die  beiden 
anderen,  nicht  durch  einen  eigentlichen  Stiftungsakt,  sondern  all- 
mählich entstanden,  indem  sich  im  12.  Jahrhundert  die  einzelnen 
Fakultäten  zu  geschlossenen  Lehrkörpern  vereinigten  und  sich  am 
Beginne  des  13.  Jahrhunderts  zu  sogenannten  „Studia  generalia"  for- 
mierten. Daselbst  lehrte  am  Anfange  des  14.  Jahrhunderts  Richard 
von  Wallingford  (1326  f),  der  als  hervorragender  Astronom  und 
Mathematiker  galt  und  einen  Traktat  „De  sinibus  demonstrativis,  de 
rectaugulo,   de  chorda  et  arcu"  und  anderes  schrieb,  was  noch  band- 

TD  7  / 

schriftlich  erhalten  ist").  Desgleichen  haben  wir  von  Johannes 
Maudith,   ebenfalls   einem  Mitgliede  des  CoUegium  Mertoneuse,  der 


1)  A.  Favaro,  Bulletino  cli  Bibl.  e  di  storia  XII.  16.  Er  schrieb  einen 
„Tractatus  de  Astronomia",  ebenda  164,  femer  „Canones  de  motibus  coriioium 
supercelestium",  206  und  eine  „Comjiositio  Astrolabii".  Diese  Schriften  wären 
zu  untersuchen.  —  äi  M.  Curtze  teilt  in  dem  oben  zitierten  Reisebericht  (450) 
mit,  dafs  er  in  St.  Peter  Seitenstetten  eine  solche  Abhandlung  fand.  —  3)  Suter, 
Die  Mathem.  auf  den  Univ.  des  Mittelalters  1887.  4°.  84.  (De  sinibus  idem  de 
chorda  recta  et  versa.  MSS.  der  Bodleianischen  Bibliothek  Cod.  1779.  Classis  V. 
No.  178.) 
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um  \?>-iC>  blühte,  eiue  Abbamlluiig  „De  cliordii  recta  et  uinbra"  und 
„Tabuhie  astronomicae'").  Weiter  liiLterlieis  8imou  Bredon  oder 
Biridanus  „Tabulae  chordarum"  (Sinus-  und  Sinusversus-Tafeln) 
und  „Calculatioiies  chordarum"  sowie  „In  demoustrationes  Almagesti". 
Auch  sind  uns  noch  die  Namen  verschiedener  Astronomen  über- 
liefert, so  eines  Johann  Killingworth  (um  IHGO),  eines  Wilhelm 
Read  und  eines  Walter  Bryte,  die  alle  dem  Collegium  Mertonense 
angehörten.  Die  Schriften,  die  einer  eingehenden  Durchsicht  würdig 
wären,  beweisen,  dafs  die  Kenntnis  der  arabischen  Trigonometrie  sich 
damals  schon  bis  England  verbreitet  hatte. 

Eine  der  ältesten  Universitäten  war,  wie  schon  erwähnt,  Paris, 
und  auch  in  mathematischer  Beziehung  hatte  sie  bis  ins  14.  Jahr- 
hundert hinein  ein  gewisses  Übergewicht  bewahrt.  Aber  die  Kirchen- 
spaltung, die  in  der  Verlegung  des  päpstlichen  Sitzes  nach  Avignon 
(130:"))  und  der  Aufstellung  der  Gegenpäpste  gipfelte,  brachte  auch 
in  das  Gelehrtenkollegium  dieser  Hochschule  Zwist").  Die  deutschen 
Lehrer  und  Schüler  der  Hochschule,  die  sich  auf  Seite  des  römischen 
Papstes  stellten,  kehrten,  teils  freiwillig,  teils  gezwungen  Paris  den 
Rücken  und  wanderten  nach  Deutschland  aus,  wozu  auch  die  Ent- 
stehung neuer  Universitäten  daselbst  beigetragen  haben  mag. 
Die  vorzugsweise  mathematische  Hochschule  in  Deutschland  wurde 
die  im  Jahre  136r)  gegründete  Universität  Wien,  die  diesen  Platz 
auch  geraume  Zeit  behielt.  An  ihr  wirkten  zunächst  zwei  aus  Paris 
geschiedene  Gelehrte  Albert  von  Sachsen^)  und  Heinrich  von 
Hessen'),  von  denen  der  erstere  1305  durch  Herzog  Rudolf  IV.  von 
Österreich  nach  Wien  berufen  wurde,  wo  er  jedoch  nur  ein  Jahr 
blieb  (1390  starb  er  als  Bischof  von  Halberstadt),  während  der 
zweite  von  1383  an  daselbst  lehrte  und  sich  grofse  Verdienste  um 
diese  Hochschule  erwarb.  Wir  erwähnen  diese  Männer  nur,  weil 
ihnen  das  Verdienst  zukommt,  mathematisches  Wissen,  wie  es  in 
Paris  gepflegt  worden  war,  zuerst  auf  deutschen  Boden  verpflanzt  zu 
haben.  Was  die  uns  speziell  interessierende  Wissenschaft  angeht,  so 
können  wir  höchstens  von  Albert  von  Sachsen  anführen,  dafs  er 
in  einer  Abhandlung  über  die  Quadratur  des  Kreises^),  die  sich 
einer   ähnlichen  von  Campanus")   anschliefst,    7t  =  3^    annahm  und 


1)  Ebenda  p.  83—84.  —  Auch  in  der  Perspektive  des  Thomas  de  Brad- 
wardina  oder  Bradwardinus  sind  die  „Schatten"  ■wiederholt  erwähnt- 
Cantor  II.  101.  —  2)  Siehe  hierüber  Cantor  II.  126—127.  --  3)  Cantor  II. 
130  if  —  4)  Ebenda  136  G.  —  5)  H.  Suter  hat  diese  Abhandlung  aus  einer 
Bemer  Handsclirift>  veröffentlicht.  Zeitschr.  für  Math,  und  Phys.  XXIX.  Hist.- 
litter.  Abteil.  87 — 94.  —  6)  De  tetragonismo ,  seu  Quadratara  circuli.  Venetiis 
lfi03  in  4". 
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dieses  Verhältnis  für  ein  exaktes  ansah,  wie  das  mit  wenigen  Aus- 
nahmen im  ganzen  Mittelalter  der  Brauch  war').  Zu  denen,  die  hier- 
von eine  rühmliche  Ausnahme  machten,  gehörte  der  oben  erwähnte 
Dominicus  Parisiensis,  der  ausdrücklich  betont,  3y  sei  nur  ein 
Näherungswert"),  und  ihm  hat  auch  eine  praktische  Geometrie,  die 
Geometria  Culmeusis'),  welche  am  Ende  des  Jahrhunderts  latei- 
nisch verfafst,  aber  frühzeitig  deutseh  bearbeitet  worden  war,  nach- 
geschrieben. 

Wichtiger  als  die  beiden  genannten  Männer  ist  für  ims  ein 
anderer  der  Wiener  Hochschule  im  Anfange  des  15.  Jahrhunderts 
angehöriger  Gelehrter:  Johannes  Schindel  de  Gamundia"*),  ge- 
wöhnlich Johann  von  Gemunden  genannt.  Um  1380  wahrschein- 
lich in  Schwäbisch  Gemünd  geboren ,  wurde  er  1406  in  Wien 
Magister  der  freien  Künste  und  las  dort  in  der  sogenannten  Artisten- 
fakultät, aus  der  sich  später  unsere  philosophische  Fakultät  ent- 
wickelte, über  die  verschiedensten  mathematischen,  astronomischen 
und  anderen  Wissensgebiete.  Er  starb  1442.  Von  ihm  haben  wir 
einen  noch  handschriftlich  erhaltenen  Traktat  ^)  mit  dem  Titel 
„.Tohaunis  de  Gemunden  de  sinibus,  chordis  et  arcubus."  Darin 
unterscheidet  er,  wie  es  damals  üblich  war,  den  „siuus  rectus"  und 
den  „sinus  versus",  für  den  er  auch  die  Bezeichnung  „sagitta"  an- 
führt. Den  Sinus  von  90"  oder  die  halbe  Sehne  von  180"  nennt  er 
„sinus  totus"  oder  „sinus  perfectus"  und  kennt  auch  die  Bezeichnung 
„cardaga"  für  den  Bogen  von  15".  Aufserdem  kennt  er  für  %  die 
Archimedischen  Grenzen,  ferner  den  Wert  des  Ptolemäus,  den 
Wert  yiÖ,  den  er  als  indisch  bezeichnet,  und  endlich  das  Ver- 
hältnis §||§|,  das  wir  bei  Aryabhäta  fanden  (S.  36).  Aufserdem") 
findet  sich  hier  die  später  unter  Peurbach's  Namen  gedruckte 
Sinusrechnung,  auf  die  wir  weiter  unten  zu  sprechen  kommen,  in 
weit  ausgedehnterer  Gestalt  durchgeführt  und  mit  einer  Anleitung 
zu  ihrem  Gebrauche  versehen.  .Johann  von  Gemunden  benutzt, 
wie  wir  in  unseren  Tafeln,  Proportionalteile  und  hat  die  Differenzen 
zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Tafelgröfsen  aufgestellt.  Auch 
stammt  von  ihm,  was  schon  Cantor  bemerkt   hat,   die   gleichzeitige 


1)  Cantor  II.  133.  —  2)  M.  Curtze,  Biblioth.  math.  1895.  108.  — 
3)  Cantor  II.  141.  —  4)  Nach  den  neuesten  Untersuchungen  von  M.  Curtze 
(Biblioth.  math.  1896.  4  und  Abhandl.  zur  Gesch.  der  Math.  8.  Heft.  1898.  33. 
Anmerk.  4)  ist  Schindel  der  Familienname  des  Gelehrten  und  Schwäbisch 
Gemünd  sein  Geburtsort.  —  5)  Herr  Curtze  hatte  die  Güte  uns  einen  Auszug 
der  von  ihm  im  Cod.  Vindobon,  Palat.  5277  aufgefundenen  Abhandlung  zuzu- 
stellen, dem  wir  das  Obige  entnahmen.  —  C)  Briefliche  Mitteilung  des  Herrn 
Curtze  vom  19.  November  1898. 
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Veriiiciifiuiig  des  Sexap;esiinal-  und  Dezimalsystems,  iudem  der 
Tai'elraclius  zu  (JO'XJOO  augeuommeii  wird.  Diese  Vereinigung  beider 
Systeme  soll  übrigens  nach  einer  Bemerkung  Curtze's  bis  auf  Job. 
de  Liiieriis  zurückgehen. 

Wohlbewandert  in  der  ebenen  Trigonometrie,  sowohl  was  die 
Sehnenrechuung,  als  auch  was  den  Gebrauch  von  „sinus  rectus"  und 
„sinus  versus"  anlangt,  zeigt  sich  auch  der  anonyme  Autor  eines 
Traktates  mit  dem  Titel  „De  inquisicione  capacitatis  figurarum",  den 
M.  Curtze  in  einer  Müuchener  Handschrift  auffand^).  Der  Verfasser, 
der  auch  auf  Johannes  de  Lineriis  verweist"),  scheint  nach  einer 
Bemerkung-')  in  seinem  Traktate,  auch  eine  Abhandlung  über  Tri- 
gonometrie geschrieben  zu  haben,  die  aber  bisher  noch  nicht  auf- 
gefunden wurde.  Er  bedient  sich  zu  seinen  Rechnungen  sowohl  der 
Chordentafel  des  Almagest,  als  auch  einer  Siuustafel'),  wohl  jener, 
die  Johann  de  Lineriis  berechnet  hatte.  Die  Abhandlung  scheint 
nach  Curtze  der  ersten  Hälfte  des  15.  Jahrhunderts  anzugehören 
und  ist  von  einem  gewissen  Magister  Reinhard  von  Wurm  ge- 
schrieben, der  möglicher  Weise  auch  ihr  Verfasser  ist. 

Nicht  Mathematiker  von  Profession,  wohl  aber  bemerkenswert 
durch  seine  Leistungen,  die  auch  in  das  Gebiet  der  Trigonometrie 
einschlagen,  war  der  Kardinal  Nicolaus  von  Cusa  oder  Cusanus^) 
(1401  — 1464).  Er  war  ein  Deutscher,  der  Sohn  eines  Fischers 
Johannes  Chryppfs  (Krebs)  und  in  Cues  am  linken  Moselufer 
geboren,  studierte  in  Heidelberg  und  Padua,  woselbst  er  wahrschein- 
lich zu  den  Hörern  des  Prosdocimo  di  Beldomandi  gehörte, 
und  beschäftigte  sich  nur  in  den  spärlichen  Mufsestundeu,  die  ihm 
die  intensive  Beteiligung  au  den  damaligen  Kirchenstreitigkeiten 
übrig  lieCs,  mit  mathematischen  und  astronomischen  Studien.  Be- 
sonderes Interesse  schenkte  er  der  Kreisquadratur,  die  er  auf  einem 
ganz  von  dem  Archimedeischen  Wege  verschiedenen  zu  lösen  ver- 
suchte, indem  er,  wie  sich  Cautor  ausdrückt^),  eine  Arcufication 
der  Geraden  vornahm.    Von  dem  gegebenen  Umfange  des  regulären 


1)  Cod.  lat.  m.  56.  M.  Curtze  hat  jenen  Traktat  in  „Äbhandl.  zur  Gesch. 
der  Math.  Heft  8.  1898.  31—68  veröffentlicht  und  kommentiert. 
—  2)  Ebenda  46.  —  3)  Ebenda  42.  —  4)  So  behandelt  er  z.  B. 
die  Aufgabe  aus  dem  Durchmesser  ac  (Fig.  e)  und  dem  Bogen 
ai  die  Strecke  ec  zu  finden,  indem  er  ec  =  sin-aft  :  sinversaft 
bildet.  Ebenda  55.  67.  —  5)  Cantor  U.  170  ff.,  wo  Cusanus 
eingehend  behandelt  und  die  einschlägige  Litteratur  über  ihn 
angegeben  ist.   —   6)  A.  a.  0.   176.     Eine   Gesamtausgabe   der  ^^s-  «• 

Werke  des  Kardinals  erschien  zu  Paris  1514  in  2".,  eine  weitere  löGö  zu  Basel 
in  2°.  mit  dem  Kommentar  eines  gewissen  Omnisanctvis.  Diese  zitieren  wii- 
im  Folgenden  als  „Opera". 
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Dreieckes  ausgebend  ging  er  zu  den  damit  isoperimetrischen  Vielecken 
von  immer  gröfserer  Seitenzahl  über,  bis  er  schliefslich  zum  Kreise 
gelangte,  dessen  Halbmesser  gesucht  wurde.  War  dieser  zu  finden, 
so  hatte  man  in  der  That  die  Kreislinie  rektifiziert.  Um  diesen 
richtigen  und  völlig  neuen  Gedanken  auszuführen,  der  im  Wesent- 
lichen auf  die  Betrachtung  des  Kreises  als  eines  Polygons  von  un- 
endlich vielen  Seiten  hinauskommt'),  hat  Cusanus  verschiedene 
mehr  oder  weniger  gelungene  Versuche  gemacht,  bei  denen  er  auch 
auf  den  Zusammenhang  dieser  Betrachtungen  mit  der  Berechnung 
der  zu  einem  Bogen  gehörigen  Sehne  hinweist'),  in  welcher 
ßichtung  nach  seiner  Ansicht  die  Geometrie  noch  lückenhaft  war. 
So  wenig  ihn  aber  seine  ersten  Untersuchungen  in  den  mathematicis 
complementis^),  bei  welchen  er  das  Verhältnis  j)„ — Ih'-h  —  S„  = 
const.  für  jedes  n  annimmt,  indem  er  unter  p„  —  Primlinie  —  den 
Radius  des  dem  Polygone  von  n  Seiten  eingeschriebenen,  unter  s„ 
—  Sekundlinie  —  den  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises  versteht, 
zu  einem  genaueren  Werte  von  jr  führten,  als  der  Archimedeische 
war,  ebensowenig  gelang  ihm  eine  genauere  Berechnung  der  Sehnen, 
als  sie  Ptolemäus  leistete.  In  der  Abhandlung  „De  mathematica 
perfectione"  dagegen  gab  er  eine  Methode  au^),  die  thatsächlich, 
wenn  er  sie  zur  Sehnenrechnung  benützt  hätte,  einen  wesentlichen 
Fortschritt  bedeutet  haben  würde.  Er  hat  jedoch  nur  ihre  Verwend- 
barkeit hierzu  mit  kurzen  Worten  augedeutet,  und  es  dauerte  fast 
200  Jahre,  bis  der  niederländische  Mathematiker  Snellius,  sei  es 
durch  Cusanus  angeregt,  sei  es  selbständig,  die  Methode  wieder 
aufgriff  und  fruchtbar  verwertete. 

Der  Gedankengang  der  Methode  ist  in  uns  geläufiger  Darstellung 

folgender"'):    Ist  in  Fig. 30  6c  =y  ^^^  halbe  Seite  eines  regelmäfsigen 


1)  Cusanus  spricht  sich  an  mehi'eren  Stellen  hierüber  aus,  und  da  man 
erst  jüngst  Michael  Stifel  das  Verdienst  zugesprochen  hat,  zum  erstenniale 
den  Kreis  als  ein  Unendlich -Vieleck  betrachtet  zu  haben  (Pringsheim,  Encj- 
klopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Leipzig  1898.  I.  63),  so  wollen 
wir  die  prägnanteste  Stelle  hier  anführen,  auf  die  übrigens  auch  schon  Cantor 
IL  177  hingewiesen  hat.  Er  sagt,  Opera  1110:  „Quanto  autem  polygonia  aequa- 
lium  laterum  plurium  fuerit  angulorum,  tanto  similior  circulo;  circulus  enim  si 
ad  polygonias  attendas  est  infinitorum  angulorum.  Et  si  ad  ijisum  circulum  tan- 
tum  respicis,  nullum  angulum  in  eo  reperies,  et  est  intenninatus,  inangularis :  et 
ita  circulus  inangularis  et  intenninatus  in  se  complicat  omnes  angulares  termi- 
nationes,  polygonias  datas  et  dabiles."  —  2)  Opera  102.5,  wo  er  auch  vom 
Sinus  spricht.  —  Statt  sinus  versus  sagt  er  beständig  sagitta.  —  3)  Opera 
1025  ff.  in  Verbindung  mit  991— 99-4.  —  4)  Opera  1120—1154  und  speziell  1135, 
wo  es  heifst:  „Scientia  chordarum  nunc  oxtat  perfeete  adinventa".  —  5)  Cantor 
n.  183—184. 
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Sehneiipolyj^'oiis,  dessen  Primlinie  p„  =  ah  und  dessen  Sckundlinie 
an  =  s„  ist,  und  lieilse  «^  hur  =  9,  so  ist,  je  mehr  sich  das  Polygon 
(lein  Kreise  nähert,  um  so  genauer  hc  =  arc.  9  =  y  •  s„.  Für 
w  =  00   aber   wird  p„  =  s„,   und   es   ist,  wenn  x  irgend  eine  Gröfse 

a 
bedeutet,  j),,  -{-  x  =  s„  +  x,    also    Sn(p:  ^  "^  (^»  +  ^)  ■  (i'"  +  ^)- 

Indem  nun  Cusanus  die  Gröfse  x  für  das  Quadrat 
und  das  Sechseck  berechnet,  findet  er,  allerdings 
unter   unrichtigen  Voraussetzungen,  für  x  näherungs- 

"n 

weise  den  Wert  2s„,  so  dafs  die  Proportion  s„<p  :  -^ 
=  (s„-\-2s„):{2),i-\-2s„)  folgt;  aus  dieser  ergibt  sich: 

2  s„  3  sin  w 

9  = ;^'= 


,    Pn         2  +  coacp' 

2  +  —  Fi«.  30. 

und  man  kann  somit  hieraus  sowohl  (p  zu  einer  vorgegebenen  Sehne, 
als  auch  umgekehrt  berechnen  und  ebenso  den  Wert  von  n  be- 
stimmen.   Wir  werden  hierauf  bei  Snellius  noch  genauer  eingehen. 

Es  besteht  kein  Zweifel,  dafs  Cusanus  mehr  als  irgend  einer 
seiner  Zeitgenossen  selbständige  mathematische  Gedanken  hatte,  die 
auch  gewifs  gröfsere  Verbreitung  gefunden  hätten,  wenn  sie  nicht 
in  unglaublich  schwerfälliger  und  dunkeler  Sprache  niedergelegt 
worden   wären. 

Cusanus'  Gedanke  einer  Arcufication  der  Geraden  kommt  auch 
in  einer  1503  erschienenen  Schrift  des  Kanouiker.s  Charles  Bouvelles 
(1470 — 1533)  wieder^),  führte  diesen  aber  zu  einem  weit  schlechteren 
Resultate,  als  es  jener  erhalten  hatte.  Aufserdem  hat  Bouvelles 
noch  eine  Konstruktion  der  von  einem  Piinkte  des  auf  einer  Geraden 
rollenden  Kreises  beschriebenen  Kurve  gegeben,  die  er  übrigens  als 
einen  Kreisbogen  annahm.  Seine  Konstruktion  führt  direkt  auf 
den  indischen  Wert  n  =  ]/l0 "),   der   damals    mehrfach   bekannt  war. 

Mehr  als  die  neuen  Gedanken  des  Cusauus  fanden  in  jener 
Zeit  die  alten  Methoden  der  Sehuenrechnung  Anklang.  Denn  in  der 
Practica  geometriae,  welche  Luca  Paciuolo  (144Ö — 1514  ?),  ein 
Franziskauermönch,  als  welcher  er  den  Namen  Fra  Luca  di  Borgo 
Sancti  Sepulchri  führte,  in  seiner  „Summa  de  Arithmetica  Geo- 
metria  Proportion!  et  Proportionalita",  1494  in  Venedig  infol.  veröffent- 


1)  Cantor  II.  .349.  —  2^  Ebenda  .352.  Der  Wert  "/lO  findet  sich  auch  in 
einer  anonymen  Handschrift  von  1456,  die  der  Cod.  lat.  monac.  14908  uml'afst. 
Curtze,  Biblioth.  math.  1894.  107. 
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lichte'),  wird  die  Sebiientafel  Leonardo  Pisano's  und  dessen  Inter- 
polationsverfahren in  wörtlicher  Übersetzung  mitgeteilt.  Überhaupt 
ist  diese  Geometrie  fast  durchweg  eine  wortgetreue  Übersetzung  der 
ähnlich  lautenden  Schrift  des  Pisaners.  Da  aber  Luca's  Summa 
eine  Zusammenfassung  des  gesamten  damals  allgemein  bekannten 
mathematischen  Wissens  darstellt,  so  dürfte  der  Schlufs  gerecht- 
fertigt  sein,  dafs  die  Anwendungen  der  Trigonometrie  auf  die  Feld- 
mefskunst  seit  mehr  als  dritthalbhundert  Jahren  keine  Fortschritte 
gemacht  hatte. 

Anders  scheint  es  iu  der  Schiffahrtskunde  gewesen  zu  sein, 
denn  Libri  gibt  in  seiner  Geschichte  der  Mathematik  iu  Italien 
an^),  dafs  von  der  zweiten  Hälfte  des  15.  Jahrhunderts  ab  die 
Trigonometrie  für  die  Nautik  in  Anwendung  gekommen  sei.  In 
der  That  kennt  man*)  aus  jener  Zeit  eine  Schiffahrtsregel,  welche 
den  Namen  „Marteloio"  oder  besser  „Martologio"  führt  vmd  auf  der 
Benützung  von  vier  trigonometrischen  Funktionen  beruht.  Die  kleine 
handschriftliche  Abhandlung,  in  welcher  diese  nautische  Regel  nieder- 
gelegt ist,  beginnt  mit  der  Angabe  der  trigonometrischen  Funktionen 
für  alle  Winkel  des  ersten  Quadranten,  welche  von  90"  um  ein  Viel- 
faches von  11^  =  ^1  abstehen.  Für  jeden  Winkel  von  der  Gröfse 
von  110  15',  22»  30',  SS»  45',  45o,  56"  15',  67»  30',  78» 45',  90»  finden 
sich  in  der  Tafel  Sinus,  Cosinus,  Sekante  und  Taugente  und  zwar 
unter  Zugrundlegung  des  Sinus  totus  100  verzeichuet.  Die  hier  zu- 
grunde gelegte  Achtteilung  des  Winkels  von  90»  hat  ihren  Grund 
in  der  Achtteiltmg  der  Windrose.  Aufser  dieser  kleinen  Funktioneu- 
tabelle  soll  sich  der  Venezianisclie  Autor  jeuer  Abhandlung  auch 
des  Sinussatzes*)  der  ebenen  Trigonometrie  bedienen  und  aufserdem 
verwendet  er,  um  aus  drei  Punkten  seines  Kurses  die  kürzeste  Ent- 
fernung vom  Ausgangs-  und  Endpunkt  seiner  Reise  zu  bestimmen, 
eine  an  unsere  Polygonometrie  sehr  stark  erinnernde  Methode.  Sind 
nämlich  A,  B,  C  in  Fig.  31  die  drei  Punkte  des  Kurses,  ist  A  die 
Anfangs-,  B  die  Endstation,  ^BAB  =l\\\  ^  CBG  =  22\\ 
■^  FCB  =  45^,  und  projiziert  man  B  und   C  senkrecht  auf  AB,  so 


1)  Vgl.  über  ihn  sowie  über  seine  Summa  Cantor  II.  280  S.  —  2)  Histoire 
des  Scs.  Mathem.  en  Italic  II.  223.  —  3)  Vgl.  S.  Günther,  Studien  zur  Gesch. 
der  mathem.  und  phys.  Geogr.  1877.  337 — 340,  der  hier  auf  die  Mitteilungen 
hinweist,  die  Toaldo  in  seinen  Saggi  di  Studi  Veneti,  la  Venezia  1782.  41 
über  die  in  einer  Venezianischen  Handschrift  gefundene  Regel  macht.  Toaldo 
schliefst  aus  der  Benützung  der  Dezimalteilung  und  der  Tangenten,  dafs  die 
Schrift  erst  nach  Regiomontan  verfafst  ist,  doch  weist  Günther  mit 
Recht  auf  die  NichtStichhaltigkeit  dieser  Argumente  hin.  —  4)  Günther 
ebenda  339. 
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Fig.  31. 


ist  die  gesuchte  Distanz  AD  =  AE  +  BG  +  BF  =  AB  cos  11  {" 
+  J?r  cos  22  • "  +  CD  cos  45 ".  Da  AB  =  BC  =^  100  Miglien  an- 
genommen wird,  so  ergibt  die  Tabelle  für  AE  =  100  •  0,98,  für 
BG  =   100  •  0,92,     für 

BE  =   100  •  0,20     und  ,/^ 

für     CG  =   100  •  0,38,  ^^    i  \ 

woraus    FD  =  100  •  0,58  ^^^. \g        \. 

undschliefslich  J.Z)=248         ^^---—  \  1  Xn 

Miglien  folgt,  wie  es  auch 
angegeben  wird. 

Die  erwähnte  Tabelle  der  trigonometrischen  Funktionen  ist  jedoch 
nicht  die  einzige  ihrer  Art,  die  wir  aus  jener  Zeit  kennen,  denn  der 
Veuetianer  Vincenzo  Formaleoni')  verweist  auf  eine  fast  genau 
ebenso  eingerichtete  Seemannstafel,  welche  auf  einer  in  der  St.  Markus- 
Bibliothek  zu  Venedig  vorhandenen,  1496  von  Andräas  Bianco 
gezeichneten  Seekarte  sich  findet.  Auch  ihr  liegt  die  zentesimale 
Teilung  zugrunde.  Da  wir  übrigens  gerade  von  zentesimaler  Teilung 
sprechen,  so  wollen  wir  noch  anführen,  dafs  in  jener  Zeit  auch  schon 
der  später  noch  wiederholt,  aber  immer  nur  mit  kurzer  Lebensfrist 
auftretende  Gedanke  einer  zentesimalen  Winkeleinteilung  er- 
scheint. Günther  hat  die  Einteilung  des  Winkelgrades  in  100',  der 
Minute  in  100"  in  einem  zwischen  1445  und  1450  geschriebenen 
Kodex  von  Theodoricus  Ruffi,  Lektor  des  Minoritenklosters  in 
Groueuberch  nachgewiesen").  Nachahmung  scheint  dieses  Verfahren 
allerdings  zunächst  nicht  gefunden  zu  haben,  wenigstens  ist  uns  bis 
zum  17.  Jahrhundert  kein  weitei'es  Beispiel  bekannt  geworden. 

Kehren  wir  nach  dieser  kurzen  Abschweifung  auf  das  Gebiet  der 
Schiifahrtskunde  wieder  zu  den  mathematischen  Studien  an  der  Wiener 
Hochschule  zurück,  so  treffen  wir  auf  einen  Mann,  dessen  wissenschaft- 
liche Thätigkeit  für  uns  den  Übergang  zur  neuen  Zeit  bildet,  Georg 
Peurbach.  Im  Jahre  1423  zu  Peurbach  unweit  Linz  geboren, 
studierte  er  in  Wien,  begab  sich  dann  auf  Reisen,  namentlich  nach 
Italien,  wo  er  mit  Nicolaus  Cusanus  und  Bianchini  bekannt 
wurde;  später  treffen  wir  ihn  als  Astronomen  des  Königs  Ladislaus 
von  Ungarn  und  dann  als  Nachfolger  Johanns  von  Gemunden 
an    der  Wiener    Universität.      Er    starb    schon   14()1    und    hinterliefs 


1)  Saggio  sulla  nautica  antica  dei  Veneziani.  La  Venezia  1783.  Dieses 
Zitat  bringt  Pfleiderer.  Ebene  Trigonometrie  1802.  p.  165.  Es  stehen  in 
dieser  Tafel  die  Sinus  und  Cosinus  füi-  den  Radius  100,  die  Cosekanten  und 
Cotangenten  für  den  Radius  10.  Näheres  über  mehrere  von  Bianco  1436  ge- 
zeichnete Karten  bei  A.  Breusing,  Zeitschr.  für  wissenschttl.  Geographie  1881. 
129  und   180.   —    2)  Cod.  lat.  m.  11067.     Vgl.  hieräber  Günther  a.  a.  0.   249. 
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eine   Reihe   von   Sclarifteu,   die   iu   mancher  Beziehung   bahnbrechend 
wirkten. 

Für  uns  von  besonderem  Interesse  ist  der  „Tractatus  Georgii 
Peurbachii  super  Propositiones  Ptolemaei  de  sinibus  et  chordis". 
Wir  erwähnten  schon,  dafs  derselbe  eigentlich  von  seinem  Vorgänger 
im  Amte  herstammt,  wollen  ihn  aber  doch  hier  besprechen,  da  er 
einmal  unter  Peurbach's  Namen  bekannt  wurde.  Er  erschien  1541 
iu  fol.  zu  Nürnberg  mit  einer  Sinustabelle  Regiomontan's,  dem  be- 
rühmten Schüler  Peurbach's,  im  Druck  herausgegeben.  Vier  Blätter 
dieser  Schrift  sind  als  von  Peurbach  herrührend  bezeichnet,  und 
auf  ihnen  finden  sich  zweierlei  Methoden  zur  Berechnung  von  Sinus- 
tabellen angeführt.  Die  eine  ist  die  von  uns  schon  erörterte  indische, 
die  Peurbach  dem  Al-Zarkäli  entnahm,  (er  kennt  auch  die  Werte 
]/lÖ  und  IglgQ-  für  7t  und  hebt  ihren  Grad  der  Annäherung  hervor), 
die  andere  ist  die  des  Ptolemäus;  neu  daran  ist  nur  die  Wahl  des 
Radius,  den  Peurbach  oder  sein  Vorgänger,  um  eine  gröfsere  Ge- 
nauigkeit  zu  erzielen,  gleich  OOUOOO  setzte.  Die  von  ihm  berechnete 
Tabelle  ist  jedoch  nicht  abgedruckt,  da  zur  Zeit  der  Drucklegung 
der  Schrift  bereits  die  genauere  Tafel  des  Regiomontan  existierte. 
Aufser  diesen  Grundzügen  zur  Berechnung  einer  Sinustafel  verdanken 
wir  Peurbach  auch  die  Verbesserung  des  uns  schon  bekannten 
geometrischen  Quadrates,  wozu  er  seine  Süiustafel  praktisch 
verwendete.  Die  dem  Erzbischof  Johannes  von  Gran  in  Ungarn 
zugeeignete  Beschreibung  des  Instrumentes  erschien  1516  in  Nürn- 
berg'^); dasselbe  war  ein- aus  Holz  oder  Metall  hergestelltes  Quadrat 
von  2  Ellen  Seitenlänge.  Zwei  Seiten,  die  als  „latus  rectum"  (Fig.  32: 
J5C)  und  „latus  versum"  {CD)  bezeichnet  wurden,  waren  in  1200 
Teile  geteilt,  so  dafs  jedes  Teilchen  etwa  \  mm  betrug.  Um  die 
Ecke  A  war  ein  mit  zwei  Dioptern  versehenes  Lineal  drehbar,  uud 
die  senkrechte  Aufstellung  geschah  durch  ein  Bleilot.  Wurde  von  E 
aus  irgend  ein  Punkt  anvisiert,  so  konnte  man  auf  einer  der  Seiten 
BC  oder  CD  die  Anzahl  der  Teilstriche  ablesen,  bei  denen  das 
drehbare  Lineal  einschnitt.  Peurbach  hatte  eine  Tabelle  beigegeben, 
welche  zu  der  auf  der  latus  rectum  abgelesenen  Zahl  deu  Winkel 
EAD,  zu  der  auf  der  latus  versum  stehenden  den  Winkel  EAD 
gab.  Diese  Tafel  hatte  er  folgendermafsen  abgeleitet.  Ist  a  irgend 
eine  Zahl  zwischen  0  und  1200,  auf  die  das  Lineal  hinweist,  so  ist 
der  Sinus  des  entsprechenden  Winkels  a  gleich  ^^^r-^-  •  600000, 

^  °        y«»  -f  1200*  ' 

hieraus  fand  er  mit  seiner  Tafel  «,  welches  neben  a  in   die  Tabelle 


1)  Quadratum  geometricum  pvaeclarissimi  Mathematici  Georgii  Burbachü. 
Norimbergae.  fol.   1516/17.     10  Blätter. 


Das  chriBtliclie  Mittelalter. 
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arcta —      ist. 

°    1200 


eingetragen   wiirdt' 

Tai'el,  da  « 

zu  10'  berecluiet  war,  .so  mufste 
über  ein  Interpolations- 
verfahren  verfügen,  iu  das 
er  uns  leider  keinen  Ein- 
blick gewährt.  Die  Tafel 
war  iu  der  Weise 
«lerichtet,     dal's 


Diesellie    ist   also   eigentlich   eine   Arcustangens- 


Da  aber  seine  Sinustafel  nur  von  10' 
um   diese  AVinkel   zu   finden, 


er. 


sie 


eui- 
w,  ««jio  ^^^  vier 
Folioseiten  umfassend  auf 
jeder  Seite  sechs  ab- 
wechselnd rot  und  schwarz 
gedruckte  Spalten  enthielt, 
von  denen  jede  durch  zwei 
Seiten  hindurchlief  und  zu 
je  100  Zahlen  a  die 
zugehörigen  Winkel  in 
Graden,  Minuten  und  Se- 
kunden gab.  Eine  zweite 
Tabelle,  welche  die  Ver- 
wendung des  Instrumentes 
als  Distanzmesser  erleichterte 
kein    Interesse. 


Fig.  32. 


hat  von  trigonometrischem  Standpunkt 
lus  kein  Interesse.  13  Probleme,  die  gelöst  werden,  zeigen  die 
Brauchbarkeit  des  Instrumentes,  das  vonPeurbach  auch  zum  ersten- 
male  zur  Bestimmung  von  Sonnenhöhen  und  dgl.  benützt  wurde  ^). 
Die  Umgehung  der  Tangente  bei  Berechnung  der  Tabelle  beweist  wohl, 
dafs  Peurbach  noch  keine  Tangententafel  zur  Verfügung  hatte,  und 
in  der  That  sind  uns  bis  jetzt  auch  aus  jener  Zeit  keine  umfassen- 
deren Tabellen  dieser  Art,  wie  er  sie  zur  Berechnung  seiner  Hilfs- 
tafel nötig  gehabt  hütte,  bekannt  geworden;  im  Gegenteile  mufste 
Peurbach's  Tafel  noch  ziemlich  lange  auch  zu  rein  trigonometri- 
schen Rechnungen  herhalten"-). 


1)  Näheres  über  die  Geschichte  des  geometrischen  Quadrates  und  seinen 
Zusammenhang  mit  den  ähnlichen  Mefsinstrumenten  jener  Zeit  in:  M.  Curtze, 
„Über  die  im  Mittelalter  zur  Feldmessung  benützten  Instrumente".  Biblioth. 
math.  1896.  65  —  72.  —  2)  So  bediente  sich  ihrer  noch  100  Jahre  später 
Joh.  Schöner  (Scripta  Joannis  Regiomontani  de  Torqueto,  Astrolabio  etc. 
Item  libellus  M.  Georgii  Peurbachii  de  quadrato  geometrico.  Nwlmb.  1544  in  4°) 
in  seinen  Noten  zum  Jakobstab  c"  35  und  Gamma  Frisius  (De  radio  astro- 
noraico  et  geometrico  liber.  Cap.  XV.  Antwerp.  1545)  zur  Berechnung  des  spitzen 
Winkels  A  des  bei  E  rechtwinkligen  Dreieckes  AEB,  sowie  des  Winkels  an 
der    Spitze    A    des    gleichschenkligen    Dreieckes    ABC,    in    welchem    das  Ter- 
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Peurbach  war  jedenfalls  ein  sehr  talentvoller  und  verdienter 
Mathematiker,  und  doch  liegt  der  Schwerpunkt  seiner  Leistungen 
nicht  gerade  auf  dem  Gebiete  unserer  Wissenschaft,  sondern  auf  dem 
der  Astronomie.  Er  schuf  nämlich  eine  Bearbeitung  der  Ptole- 
mäischen  Planeteutheorie,  nach  welcher  überall  gelehrt  wurde,  und 
die  ihre  Herrschaft  bis  zum  Untergang  des  P  tele  maischen  Systems 
behauptete. 

Blicken  wir  noch  einmal  zurück  auf  den  Stand  unserer  Wisseji- 
schaft  im  14.  und  15.  Jahrhundert,  so  bemerken  wir,  dafs  die 
schon  im  13.  Jahrhundert  von  Spanien  überkommene  arabische  und 
griechische  Trigonometrie  allmählich  Gemeingut  der  Astronomen  im 
Abendlande  wurde  und  sogar  nach  einigen  Richtungen  hin,  wenn 
auch  nur  langsam,  eine  gewisse  Ausbildung  erfuhr,  obwohl  sie  noch 
lauge  nicht  die  Höhe  erreichte,  die  sie  längst  bei  den  Ostarabern 
gewonnen  hatte.  Ein  rascheres  Tempo  schlug  diese  Entwickelung 
erst  mit  dem  Auftreten  Regio montans,  des  grofseu  Schülers  von 
Peurbach  an,  mit  dem  für  uns  ein  neues  Zeitalter,  das  der  Wieder- 
geburt der  mathematisch- astronomischen  Wissenschaften  im  Abend- 
lande, beginnt. 


7.  Kapitel. 
Die  Wiedergeburt  der  Wissenschaften  in  Europa. 

§  1.     Johannes  ßegiomontanus. 

Johannes  Müller^),  der  als  der  Sohn  eines  Müllers  am  6.  Juni 
1436  in  dem  Städtchen  Königsberg  bei  Hafsfurt  geboren  ist  und 
sich  der  damaligen  Sitte  gemäfs  nach  seinem  Geburtsorte  Johann 
de  Monte  Regio  oder  Regiomontanus  nannte,  kam  mit  15  Jahren 
zu  Peurbach,  mit  der  Bitte,  ihn  als  Schüler  annehmen  zu  wollen. 
Dieser  nahm  ihn  auch  auf  und  behielt  ihn  als  treuen  Mitarbeiter  in 
seiner  nächsten  Umgebung,  solange  er  lebte.  Nach  seinem  Tode 
aber  übernahm  Regiomontan  die  unvollendeten  Arbeiten  seines 
Meisters  zur  Weiterführung.     Darunter  befand  sich   die   dem  Peur- 


hältnis    der   Höhe  AE  zu  BC  durch   Beobachtung  mittelst  jene.s  Instrumentes 
gegeben  ist.    Allerdings  rechneten  beide  unrichtig  AE :  BC ^  1200  :  tg<^  BAC 

TiO  ü  AC 

statt  AE: =  1200  :  tg  <^ — ; Auf  diesen    Fehler   hat    dann    Nonius 

(Opera.  Basil.    1566     p.  74)    aufmerksam    gemacht.      Vgl.    Pfleiderer,    Ebene 
Trigonometrie  133. 

1)  Vgl.  für  R.  Leben:    Cantor  II.   233  ff.,  woselbst  sich  die  nötige  Litte- 
ratur  angeführt  findet. 
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bach  von  Kar<limil  Hessarioii  aufgetragene  Übersetzung  des  Alma- 
gest  aus  der  Ursprache  ins  Lateinische,  an  deren  Vollendung  jener 
ilurch  seinen  plötzlichen  Tod  gehindert  worden  war.  Bessarion 
nahm  den  jungen  Gelehrten  als  Begleiter  mit  nach  Rom,  wo  er 
(felegenheit  fand,  sicli  mit  der  griechischen  Sprache  vertraut  zu 
machen,  in  der  er  es  nachmals  zu  hoher  Vollendung  brachte.  Teils 
in  der  Begleitung  des  Kardinals,  der  als  päpstlicher  Legat  beständig 
seinen  Aulenthalt  wechselte,  teils  allein  bereiste  er  Italien,  kam  nach 
Viterho,  Ferrara,  Padua  und  Venedig  und  trat  mit  allen  bedeuten- 
deren Astronomen,  namentlich  mit  Bianchini,  in  wissenschaftliche 
Beziehungen.  Für  uus  bemerkenswert  ist  es,  dafs  er  in  Padua  im 
Jahre  1404  eine  Vorlesung  über  den  arabischen  Astronomen  Al- 
Fergäni  hielt,  weil  dai'aus  hervorgeht,  dafs  er  sich  schon  damals 
lateinische  Übersetzungen  der  astronomischen  Werke  der  Araber  ver- 
schaffte, denen  er,  wie  sich  zeigen  wird,  seine  trigonometrischen 
Kenntnisse  zum  gröfsten  Teil  entnahm.  In  demselben  Jahre  arbeitete 
er  auch  in  Venedig  an  seinem  Werke  „De  triangulis  omnimodis 
libri  quinque",  das  er  schon  in  Rom  begonnen  hatte,  und  das  später 
so  enormen  Einflufs  auf  die  Entwickeluug  der  Trigonometrie  gewann. 
14GS  nach  Wien  zurückgekehrt,  hielt  er  daselbst  privatim  Vor- 
lesungen und  folgte  dann  einem  Rufe  des  üngarkönigs  Mathias 
Corvinus,  für  den  er  in  Ofen  eine  reiche  Bibliothek  ordnete.  Dort 
entstanden  seine  „Tabulae  directionum''.  Aber  schon  1471  finden 
wir  ihn  weit  von  Ofen  in  der  freien  deutschen  Reichsstadt  Nürnberg, 
wo  er  hauptsächlich  durch  die  Liberalität  des  reichen  Patriziers 
Bernhard  Walther  (1430  — 1504)  in  den  Stand  gesetzt  wurde, 
seine  Liebliugsidee,  die  Verbesserung  der  astronomischen  Hilfsmittel, 
auszuführen.  In  der  Rosengasse  richtete  ihm  Walt  her  eine  Stern- 
warte, eine  Werkstätte  und  eine  Druckerei  ein,  aus  der  als  eines 
der  ersten  Werke  die  Planetentheorie  seines  geliebten  Lehrers  Peur- 
bach  hervorging.  Doch  auch  hier,  wo  er  sich  dauernd  hatte  nieder- 
lassen wollen,  war  seines  Bleibens  nicht  lange,  denn  schon  1475 
wurde  er  von  Papst  Sixtus  IV.  zur  Reform  des  Kalenders  nach 
Rom  berufen,  wo  er  bereits  am  6.  Juli  des  folgenden  Jahres,  erst 
40  Jahre  alt,  starb.  In  der  kurzen  Spanne  Zeit,  die  diesem  Manne 
zur  Bethätigung  seiner  vorzüglichen  Fähigkeiten  gegönnt  war,  hat 
er  so  Grofses  geleistet,  dafs  er  alle  seine  Zeitgenossen  überragt  und 
als  ein  Markstein  steht  am  Beginne  der  neuen  Zeit. 

Was  nun  speziell  unsere  Wissenschaft  anlangt,  so  haben  wir 
eine  zweifache  Thätigkeit  Regiomontan's  zu  unterscheiden.  Einmal 
war  sein  Augenmerk  auf  die  Verbesserung  d-er  Tafeln  für  trigono- 
metrische Rechnung  gerichtet,  und  dann  hat  er  für  das  Abendland 
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geleistet,  was  Nasir  Eddin  bereits  zwei  Jahrhunderte  früher  für  das 
Morgenland  zustande  gebracht  hatte,  nämlich  eine  einheitliche 
Begründung  und  systematische  Anordnung  der  trigono- 
metrischen Lehren.  Nach  diesen  zwei  Richtungen  haben  wir 
seine  Thätigkeit  näher  zu  beleuchten. 

Wir  sahen  schon,  dal's  Johann  von  Gemunden  und  Peur- 
bach  Sinustafeln  berechneten,  die  von  10  zu  10  Minuten  fortschritten, 
und  deren  Radius  sie  gleich  600000  setzten,  aufserdem  hatte  auch 
der  oben  erwähnte  Bianchini,  Professor  der  Astronomie  in  Ferrara, 
bereits  um  1463  solche  für  den  Radius  60000  geschaffen'),  die  aber 
nur  durch  Abschrift  in  die  Hände  Weniger  gekommen  waren.  Regio- 
montan  suchte  noch  gröfsere  Genauigkeit  zu  erzielen,  indem  er  drei 
Sinustabellen  herstellte,  die  von  Minute  zu  Minute  fortschreiten.  Die 
eine-)  ist  mit  dem  Radius  60000,  die  zweite  für  ;•==  6000000  be- 
rechnet, so  dafs  also  auch  hier  noch  eine  Vermengung  des  sexagesi- 
malen  mit  dem  dezimalen  System,  wie  bei  Peurbach,  stattfindet. 
Die  dritte  Tafel  aber  ist  bereits  für  den  Radius  10'  berechnet "j,  und 
zwar  hat  Regiomontan  diese  Neuerung  mit  voller  Erkenntnis  ihres 
Wertes  eingeführt,  indem  er  in  einer  Stelle*)  seiner  „Tabulae 
directionum"  ausdrücklich  bemerkt,  dafs  hierdurch  die  Rechnung 
vereinfacht  werde.  Die  zweite  dieser  Tafeln  wollte  er  den  Büchern 
über  die  Dreiecke  anhängen''),  was  aber  bei  der  erst  nach  seinem 
Tode  erfolgten  Herausgabe  derselben  durch  Johann  Schöner  unter- 
blieb. Den  beiden  letzten  Tabellen  ist  eine  Einleitung  voraus- 
geschickt, in  welcher  dia  Berechnungsweise  der  ersteren  auseinander- 
gesetzt wird,  während  die  letztere  darin  gar  nicht  erwähnt  wird, 
ein  Umstand,  der  auf  ihre  weit  spätere  Entstehung  hinweist. 

Regiomontan's  Methode  zur  Berechnung  der  zweiten  Tafel 
ist  folgende:  Er  bestimmt  zunächst  die  Sinusse  der  ersten  sechs  Kar- 
dagen  (von  15",  30",  45",  60",  75",  90"),  um  gröfsere  Genauigkeit  zu 
erzielen,  für  den  Radius  60000000  und  findet  dann  durch  die  be- 
kannte Halbierungsformel  die  Sinusse  der  Hälften  und  Viertel  dieser 


1)  Tiraboschi  ei-wähnt  in  seiner  Storia  della  letteratura  Italiana  1780. 
XV.  270,  dafs  sich  ein  Manuskript  von  ihm  „De  Sinibus"  in  der  Bibliothek  zu 
Modena  findet.  —  2)  Diese  bisher  wenig  beachtete  Tafel  ist  der  uns  vorliegenden 
Ausgabe  der  Tabulae  directionum  (vgl.  weiter  unten)  als  Separatbändchen  bei- 
gegeben. Auf  sie  beziehen  sich  die  Lösungen  von  Problemen  dieser  Tafeln.  — 
3)  Die  beiden  letzterwähnten  Tabellen  sind  der  Schrift  Peurbach's,  die  wir 
S.  116  zitierten,  angehängt.  —  4)  In  der  10.  der  dieser  Tabelle  vorhergeschickten 
Aufgaben  steht:  „Facilius  tarnen  idem  efficies  si  talmla  tua  maximum  sinum 
habeat:  100000",  was  dann'  noch  weiter  begründet  wird.  —  5)  In  der  Vorrede 
zu  „De  triangulis  omnimodis  libri  quinque"  bemerkt  er  dies  pag.  6  selbst. 
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Böf^i'ii  sowie  ihrer  Komplemente;  soweit  stimmt  seine  Methode  mit 
der  iiulisch-arabiseheii  ültereiii.  Hierauf  fbl<^t  eiue  zweite  Rcilie  von 
.Sinussen,  die  aus  der  Zehnecks-  und  Fünfecks- Seite  mit  dem  Ver- 
fahren des  Ptolemäus  gewonnen  werden.  Der  sin  1"  aber  wird 
durch  eine  Methode  gefunden,  die  im  Prinzip  völlig  mit  jenem 
Interpolationsverfahren  stimmt,  das  wir  bei  Abü'l  Wafä  (S.  56 — 57) 
kennen  gelernt  haben,  und  das  sich  auch  bei  Ulilg-Beg  findet. 
Nur  zieht  Regiomontan  die  Grenzen  weniger  eng  als  sein  Vor- 
gänger, indem  er  sin  1"  aus  der  Ungleicimng: 

sin  i   -f-  ji  sm  J  >  sm  1   >  sui  -    +  J  (sm  *    —  sin  ;;  j 
ableitet'),  die  er  ebenso  wie  jener  erhält. 

Nun  ist  die  Berechnung  der  Sinusse  von  45'  zu  45'  ermöglicht, 
auf  die  die  Bestimmung  der  Sinusse  der  Winkel,  die  von  15  zu  1.5 
Minuten,  von  5  zu  5  Minuten  und  schliefslich  um  eine  Minute  fort- 
schreiten, folgt.  Hierzu  bedient  er  sich  der  Interpolation  mittelst 
Proportionalteilen,  und  sucht  seinen  Resultaten  dadurch  die  nötige 
Sicherheit  zu  geben,  dafs  er  für  die  Rechnung  den  Radius  hundert- 
mal gröl'ser  annimmt,  als  er  ihn  schliefslich  der  Tafel  zugrunde 
legt,  und  die  hiermit  erhaltenen  Zahlen  um   zwei  Dezimalen  kürzt  ^). 

Aufser  diesen  Sinustabellen,  die  in  ihrer  Anlage  einen  bemerkens- 
werten Fortschritt  gegen  die  damals  bekannten  Werke  ähnlicher 
Natur  zeigen,  indem  wenigstens  in  der  dritten  endlich  einmal  von 
dem  Gebrauche  der  Sexagesimalteilung  Abstand  genommen  wird,  hat 
Regiomontan  noch  eine  Tangententafel  von  Grad  zu  (irad  be- 
rechnet   und    seinen    1490    bei    Erhardt   Radolt    in   Augsburg   er- 


1)  Dadurch  bekommt  er  für  r  =  6  •  10«  :  10471697  >  sin  1»  >  10471  238 
und  hieraus  zum  halben  Winkel  übergehend:  5  236044  ]>  sin  4,'  >  5235818.  Da 
er  nun  aber  den  Radius  in  der  Tafel  nur  gleich  6  •  10*  voraussetzt,  so  ergibt 
sich  für  ihn  52360  >sin  j/> 52358,  also  ohne  merklichen  Fehler  sin  i"  =52359 
und  hieraus  sin  1"  =  104715.  Da  Regiomontan  den  Abül  Wafä  jedenfalls 
nicht  gekannt  hat,  indem  die  Schriften  desselben  erst  in  imserer  Zeit  zugänglich 
wurden ,  die  Übereinstimmung  seiner  Methode  mit  jener  des  Arabers  aber  doch  zu 
auffällig  ist,  um  an  Zufall  denken  zu  lassen,  so  vermuten  wir,  dafs  er  sie  in 
den  Schriften  des  ihm  wohlbekannten  Al-Zarkäli  fand.  —  Übrigens  war  ihm 
auch  die  direkte  Dreiteilung  bekannt,  wenn  er  sie  auch  nie  praktisch  ver- 
wertete. Bianchini  stellte  ihm  nämlich  am  5.  Februar  1464  die  Aufgabe,  aus 
crd  60°,  erd  20°  zu  bestimmen  (Chr.  Th.  Murr,  Memorabilia  Biblioth.  public. 
Norimbergensium  et  universit.  Altdorflae;  Pars  I.  1786.  105.  Nr.  7),  worauf  ihm 
Regiomontan  noch  im  selben  Monat  antwortet*,  dafs  es  mehrere  Lösungen 
gebe,  und  zugleich  die  mitteilte,  welche  Campanus  am  Ende  des  IV.  Buches 
seiner  Euklidausgabe  angibt  (a.  a.  0.  138.  Lösung  mittelst  der  Ki-eiskonchoide).  — 
2)  Auch  Clavius,  der  sich  bei  Berechnung  seiner  Tafel  eng  an  Regiomontan 
anschliefst,  hat  sich  noch  dieses  Verfahrens  bedient.    Opera  Crist.  Clavii  1611.  L 
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schieuenen  nur  astrologischeu  Zwecken  gewidmeten  „Tabulae  directio- 
uum  profectiouumque"  einverleibt*).  Er  nennt  sie  „Tabula  foecunda" 
die  Tangenten  selbst  aber  beiisen  einlach  „numeri'"  und  sind  für  den 
Sinus  totus  100000  berechnet.  Wir  wissen  von  früher,  dafs  auch 
im  Abendlande  Regiomontau  keineswegs  der  erste  ist,  der  Tangenten- 
tafeln berechnete,  doch  scheint  er  sie  zuerst  zur  Herstellung  einer 
Tafel  der  Rektaszensionen  verwendet  zu  haben,  die  er  aus  der  Formel: 
sin(^ — 90")  =  tgd  •  tgqp  bestimmte.  Wohl  dürften  ihn  die  zu  seiner 
Zeit  wohlbekannten  Schattentafeln  der  Araber  auf  den  Gedanken  ge- 
bracht haben,  die  Tangenten  zu  weiteren  trigonometrischen  Rech- 
nungen zu  verwenden. 

Endlich  hat  Regiomontau  noch  ein  Tafelwerk  geschaffen,  dessen 
wir  hier  Erwähnung  thun  müssen:  die  „Tabula  primi  mobilis"-). 
Er  nennt  sie  eine  Tafel  mit  doppeltem  Eingang,  eine  Bezeichnung, 
die  hier  wohl  zum  erstenmale  vorkommt^).  Entstanden  ist  sie  in 
der  zweiten  Hälfte  des  Jahres  1463  zu  jeuer  Zeit,  da  er  sich  ganz 
besonders  mit  der  Ausbildung  der  Trigonometrie  beschäftigte*).  Sie 
dient  dazu,  den  Sinus  eines  Winkels  zu  bestimmen,  welcher  gleich 
dem  Produkte  der  Sinusse  zweier  anderer  Winkel  ist,  und  kann 
somit  nicht  nur  zur  Berechnung  der  Gleichung  (I)  des  rechtwinklig- 
sjahärischen  Dreieckes  dienen,  sondern  auch  auf  die  Formeln  (III) 
und  (V),  die  bezüglich  in  der  Gestalt  sin  (90"  —  c)  =  sin  (90°  —  «)• 
sin  (90"  —  b)  und  sin  (90"  —  Ä)  =  sin  (90"  —  a)  sin  B  zu  schreiben 
sind,  angewendet  werden,  was  Regiomontau  auch  thatsäch- 
lich  thut. 

Schon  in  dem  erwähnten  Briefe  an  Bianchini  hat  er  nämlich 
40  Aufgaben   der  Astronomie   erwähnt,    die    mit   dieser   Tafel   lösbar 


1)  Nach  einem  Vermerk  am  Schlüsse  der  Tafeln  waren  diese  schon  1467 
vollendet.  Es  soll  auch  1475  eine  Ausgabe  unter  dem  Titel  „Ludus  Panno- 
niensis  quem  alias  vocare  libuit  tabulas  directionum"  erschienen  sein,  doch  ist 
sie  mir  nicht  zu  Gesichte  gekommen.  Über  die  astronomische  Bedeutung  dieser 
Tafeln  siehe  Wolf,  H.  A.  I.  437 — 438.  —  2)  Tabulae  eclypsium  magistri 
G.  Peurbachii.  Tabulae  primi  mobilis  Joannis  de  Monte  regio  etc.  heraus- 
gegeben von  G  Tannstetter  Collimitius  1514  in  2°,  Wien  bei  Alantsee.  — 
S)  „usus  tabulae  est  intrare  cum  duobus  numeris",  vgl.  auch  Cantor  II.  250.  — 
4)  Dies  entnehmen  wir  aus  einem  Briefe  an  Bianchini.  Cantor  ebenda. 
Noch  in  einem  anderen  Briefe  an  Chr.  Roder  vom  4.  Juli  1471  teilt  er  diesem 
mit,  dafs  er  sie  erst  kürzlich  seinem  Herrn,  dem  Mathias  Gorvinus,  ge- 
widmet habe  und  sie  dem  Eoder  schicken  wolle.  Vielleicht  war  schon  1471 
eine  erste  Ausgabe  erschienen,  denn  Doppelmayer,  Historische  Nachricht  von 
den  Nürnbergischen  Mathematicis  und  Künstlern  1730  in  2°,  spricht  S.  20  von 
einer  solchen,  und  Scheibel,  Einleitung  zur  math.  Bücherkenntnis.  8".  1775 — 81. 
in.   1.  Stück.  11,  vermutet,  dafs  sie  1475  zum  erstenmale  erschien. 
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seien.  Vou  dieseu  sind  36  in  die  Druckausgabe  übergegangen  und 
27  neu  hinzugekommen,  woraus  nebenbei  folgt,  daCs  die  Tafel 
1404  noch  nicht  fertig  war'j.  Im  Übrigen  existiert  noch  ein  anderes, 
wie  es  scheint,  wenig  bekanntes  Werk  des  Regiomontan,  welches 
den  Titel  führt:  „Fuudanientum  operationum  (|uae  fiunt  per  tabulam 
geueralem:  Vel  Apodixes  et  demonstrationes  eorum,  etc.",  das  Schöner 
1557  in  fol.  zu  Neuburg  im  Druck  herausgab.  Während  in  den  (j3 
dem  Tabellenwerk  vorausgeschickten  Aufgaben  nur  die  Kegeln  zu 
ihrer  Lösung  angegeben  werden,  sind  hier  58  von  ihnen  eingehend 
trigonometrisch  behandelt.  Eine  Durchsicht  der  Schrift  zeigte  uns, 
dafs  Regiomontan  auch  die  Fundamentalrelationen  III  und  V  vom 
rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  wiederholt  in  seine  Rechnungen 
mit  der  Tafel  einbezog-). 

Um  die  Einrichtung  der  letzteren  kenneu  zu  lernen,  wollen  wir 
uns  an  die  Relation  sin  a  =  sin  c  •  sin  Ä  halten.  Die  Winkel  c 
wachsen  von  Grad  zu  Grad  unter  der  Überschrift:  „uumeri  trans- 
versales", die  oben  auf  je  einer  Folioseite  steht,  so  dafs  die  Tafel 
90  Seiten  umfafst.  Desgleichen  wachsen  die  Ä  gradweise  und  stehen 
unter  „uumeri  laterales"  in  drei  parallelen  Spalten  auf  jeder  Seite; 
der  Winkel  a  findet  sich  dann  nebenan  in  Graden,  Minuten  und 
Sekunden  ausgerechnet,  und  die  Resultate  sind  als  „numeri  areales" 
bezeichnet.  Die  Tafel  wird  dadurch  wesentlich  verwendbarer,  dafs 
Regiomontan  die  zur  Interpolation  nötigen  Diiferenzeu  beigesetzt 
hat.  Unter  jeder  Arealzahl  steht  nämlich 
der  Unterschied  derselben  von  der  nächst 
höheren,  mit  „dififerentia  descendens"  oder 
„subjectiva"  bezeichnet,  während  in  einer 
Spalte  neben  den  Arealzahleu  unter  „ditie- 
reutia  lateralis"  die  Unterschiede  der  zu 
einem  bestimmten  c  und  A  gehörigen  Areal- 
zahleu von  jenen,  die  dem  nächsthöheren 
c  und  demselben  Ä  entsprechen,  angeführt 
sind.  So  hat  z.  B.  der  zu  c  =  64°  und 
A  =  55"  gehörige  Teil  der  Tafel  neben- 
stehende Gestalt. 

Will  man  nun  z.  B.  zu  c-  =  64''37'  und  ^  =  55»43'  den  ent- 
sprechenden Wert  vou  a  berechnen,   so  sucht  man  unter  64  (Trans- 

1)  Übrigens  wird  dies  auch  dadurch  bestätigt,  dafs  in  den  Aufgaben  43, 
44 ,  60  auch  die  Tabula  directionum  erwähnt  wird ,  an  die  er  damals  noch  nicht 
dachte.  Cantor  11.  251.  —  2)  So  z.  B.  ist  die  Relation  III.  in  der  Aufgabe  ö, 
und  Relation  V.  in  der  Aufgabe  16  der  Tabulae  primi  mobilis  (11  des  Funda- 
mentum)  angewendet. 


Transver  64  sales 


t-i  Arcus                            1 

r^        Areales 

Diflt. 

Descendens 
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g- 

g- 
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versales)  und  55  (laterales)  das  zugehörige  a  (areales)  47°  24' 46"  auf. 
Da  die  DifF.  descendens  45' 29"  dem  Wachstum  des  Winkels  A  um 
1"  entspricht,  so  ist  sie  für  43'  (45|^  ■  43)  :  GO  ^  32'  36".  Ebenso 
erhält  man  mittelst  der  Di£f.  lat.  für  31' 25"  den  Zuwachs  von  19' 22", 
sodafs  sich  schliefslich  für  a^  48"  16' 44"  ergibt.  Übrigens  zeigt 
die  direkte  Rechnung  mit  irgend  einer  unserer  Logarithmentafeln, 
dafs  die  Resultate,  die  mit  Regiomontan's  Tafel  gewonnen  werden, 
kaum  in  den  Minuten,  geschweige  denn  in  den  Sekunden  zuverlässig 
sind^),  was  auch  bei  ihrer  Einrichtung  nicht  Wunder  nehmen  darf. 
Sein  Gedauke  wurde  aber,  wie  wir  sehen  werden,  ein  Jahrhundert 
später  wieder  aufgegriffen  und  mit  gröfserer  Vollkommenheit  durch- 
geführt; ja  sogar  in  unserm  Jahrhundert  sind  noch  ähnliche  Tafeln 
geschaffen  worden. 

Wir  kommen  nun  zu  Regiomontan's  Verdiensten  um  die 
Schöpfung  einer  selbständigen  Trigonometrie.  Diese  ist 
enthalten  in  der  berühmten  Schrift  „De  triangulis  omnimodis  libri 
t[uinque",  welche  in  dem  schon  mehrfach  augeführten  Briefe  an 
Bianchini  vom  Januar  64  bereits  als  nahezu  fertig  erwähnt  wird, 
im  Drucke   aber   erst    lauge   nach   des   Autors  Tode  1533    erschien-). 

Obwohl  dieses  Werk  keineswegs,  wie  man  bis  vor  kurzem  noch 
glaubte,  die  erste  systematische  und  von  der  Astronomie  unabhängige 
Zusammenstellung  und  Ausarbeitung  der  trigonometrischen  Lehren 
im  Abendlande  war,  so  hat  es  doch,  teils  weil  die  früheren  uns 
schon  bekannten  Arbeiten  ähnlicher  Art  nicht  im  Drucke  erschienen, 
teils  wegen  seiner  Vollständigkeit  und  Gediegenheit  die  wohlverdiente 
Verbreitung  gefunden,  und  unter  seiner  Nachwirkung  steht  die  ganze 
folgende  Litteratur  in  unserer  Wissenschaft.  Über  diesen  Umstand 
wurde  es  von  den  für  Regiomontan's  Gröfse  begeisterten  Schrift- 
stellern fast  durchweg  unterlassen,  eine  genauere  Nachforschung 
darüber  anzustellen,  was  au  dem  Werke  eigene  selbständige  Schöpfung 
ist,  und  was  der  Gelehrte  andern  Autoren  entlehnt  hat.  Unterzieht 
man  sich  dieser  Mühe,  so  kommt  mau  freilich  zu  dem  Resultate, 
dafs   nur   der   geringste  Teil   der  Lehrsätze   den  Stempel   eigener  Er- 


1)  In  unserem  Beispiel  ergibt  die  direkte  Rechnung  mit  einer  fünfstelligen 
Tafel  48°17'11'.  Regiomontan,  der  in  seiner  Einleitung  zum  Gebrauch  der 
Tafel  dieses  Beispiel  anfühi-t,  erhält  aber  den  noch  ungenaueren  Wert  von  16' 
und  8",  da  er  die  in  seinen  Diiferenzen  angegebenen  Sekunden  bei  der  Rechnung 
unberücksichtigt  läfst,  um  aus  seiner  der  Tafel  angehängten  Tabula  mauualis 
direkt  die  nur  für  einzelne  Minuten  berechneten  Diiferenzwerto  entnehmen  zu 
können.  —  2)  Doctissimi  viri  et  mathem.  disciplinarum  eximii  i)rofessoris  .Jo. 
de  Regio  Monte  de  triangulis  omnimodis  libri  quinque.  Norimbergae  Jo.  Petrei 
1533.  2".     Ed.  Jo.  Schoener. 
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fiiidung  an  sich  trägt,  und  mufs  aus  dem  Umstände,  dafs  Regio- 
montan's  Zeitgenossen  dies  nicht  bemerkt  zu  halien  selieiuen,  not- 
wendig den  Schlufs  ziehen,  dal's  seine  hiuulschriltlichen  Quellen  da- 
mals nur  wenig  bekannt  und  die  darin  enthaltenen  Lehren  bereits 
ganz  in  Vergessenheit  geraten  waren.  Doch  gehen  wir  auf  das  Werk 
selbst  näher  ein! 

Das  erste  und  zweite  Buch  umfassen  die  ebene  Trigonometrie. 
Nachdem  19  Sätze,  die  sich  mit  den  Begriifen  über  Proportionslehre 
und  ebene  Dreiecke  beschäftigen,  vorausgeschickt  sind,  l)egiinit  mit 
dem  zwanzigsten  Satze  des  I.  Buches  die  eigentliche  Trigonometrie, 
welche  die  gewöhnliche  Definition  des  Sinus  eines  Winkels  und  seines 
Komplementes  (ein  eigener  Name  für  letzteren  ist  nicht  eingeführt") 
eröffnet.  Unter  Voraussetzung  des  sinus  rectus  totus  =  OOÜOU  wird 
dann  gezeigt,  wie  man  die  sämtlichen  Fälle  des  rechtwinkligen  Drei- 
eckes mit  Hilfe  der  Sinustafel  behandeln  kann^).  Bemerkenswert  ist 
Satz  XXX,  welcher  zeigt,  dafs  aus  der  Kenntnis  eines  spitzen  Winkels 
im  rechtwinkligen  Dreieck  das  Verhältnis  der  beiden  Katheten  folgt. 
Dafs  hierbei  Regiomontan  noch  kein  Wort  über  die  Tangente 
beifügt,  die  er  überhaupt  in  dem  ganzen  Werke  nicht  be- 
nützt, seheint  uns  zu  beweisen,  dafs  er  erst  später-)  zu  ihrer 
Kenntnis  gelangte.  Die  Sätze  XXXVIII — XLl  incl.  zeigen  die  Be- 
rechnung  des  gleichschenkligen  Dreieckes ,  und  der  Rest  des  I.  Buches 
ist  der  Behandlung  der  sämtlichen  sechs  Fälle  des  schiefwinkligen 
Dreieckes  gewidmet,  die  aber  hier  noch  alle  durch  Zerspaltung 
desselben  in  zwei  rechtwinklige  gelöst  werden.  Hierbei  er- 
kennt er  die  Doppeldeutigkeit  des  Falles,  in  welchem  zwei  Seiten 
und  der  der  gröfsereu  von  ihnen  gegenüberliegende  Winkel  bekannt 
sind,  was  wir  bei  Nasir  Eddin  vermissen. 

Die  in  diesem  ersten  Buche  verwendete  Methode  läfst  sich  als 
eine  Umsetzung  der  Sehnenmethode  der  Griechen  in  eine  Sinus- 
trigonometrie des  rechtwinkligen  Dreieckes  charakterisieren,  wie  sie 
schon  Levi  ben  Gerson  geleistet  hatte,  und  die  Regiomontan 
für  die  Behandlung  sämtlicher  Fälle  der  ebenen  Dreiecke  frucht- 
bringend  zu  verwerten  verstand. 

1)  Z.  B.  Satz  XXrX  lib.  I.  Gegeben  -^  abc  =  36",  ab  =  20  Fufs  in  dem 
bei  c  recM^vinkligen  Dreiecke  abc,  dann  ist  -^  bac  =  54°.  Aus  der  Sinus- 
tafel folgt  ac  =  sin  36°  =  35267,  bc  =  sin  54°  =  48541.  Das  wären  die  ge- 
suchten Seitenlängen,  wenn  «0  =  60000  wäre,  da  hierfür  aber  20  Fufs  gegeben 
ist,  so  ist  jede  dieser  Zahlen  mit  20  zu  multiplizieren  und  mit  60000  zu  divi- 
dieren. Das  gibt  für  ac  =  llj  Fufs  (fere)  und  für  bc  =  lög^  Fufs.  —  2)  De- 
lambres'  Bemerkung  Hist.  de  l'Astr.  du  moyen  äge  310,  dafs  er  damals  schon 
die  Tangententafel  hatte  und  sie  nur  nicht  für  trigonometrische  Rechnung  zu 
benutzen  verstand,  können  wir  nicht  beipflichten. 
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An  der  Spitze  des  II.  Buches  erscheint  nun  der  Sinussatz,  der 
ebenso  präzis  ausgesprochen')  und  genau  in  derselben  Weise  wie 
bei  Nasir  Eddin  bewiesen  wii'd.  Die  Kenntnis  dieses  Satzes  schöpfte 
Regioniontan  ebenfalls  aus  Levi  ben  Gerson's  Schrift,  denn  es 
wurde,  wie  schon  erwähnt,  nachgewiesen,  dafs  er  im  Besitze  einer 
Abschrift  derselben  war.  Im  weiteren  Verlaufe  wird  dieser  Haupt- 
satz zur  Lösung  verschiedener,  zum  Teile  schwieriger  Dreiecksauf- 
gaben angewendet,  z.  B.  ,,Aus  der  bekannten  Summe  zweier  Dreiecks- 
seiten und  den  ihnen  gegenüberliegenden  Winkeln  die  Seiten  des 
Dreieckes  zu  bestimmen" "j,  oder:  „Aus  dem  Dreiecksumfang  und 
zwei  Winkeln  die  Seiten  zu  bestimmen"^).  Wir  teilen  hier  nur  die 
Lösung  der  Aufgabe  25:  „Aus  gegebener  Basis  und  Höhe  sowie 
dem  Gegenwinkel  der  ersteren  die  beiden  anderen  Seiten  zu  be- 
stimmen" mit,  um  zu  zeigen,  wie  Regiomontan  durch  geschickte 
Konstruktion  das  Fehleu  des  Cosinussatzes  zu  ersetzen  versteht. 

Dem  Dreieck  ahg,  in  welchem  hg,  ad  und  ^hag  gegeben  sind, 
wird  (Fig.  33)  der  Kreis  umschrieben  imd  hh  _L  ga  gefällt,  dann  ist 

ba  :hh  bekannt,  da  -^  balc  gegeben  ist. 
Es  ist  aber  bo  :bk  =  ha- ag  ihk- ag, 
und  da  hJ; ■  ag  =  2/\ahg  ^=bg -ad  be- 
kannt ist,  so  ist  aus  dieser  Proportion 
auch  ha  •  ag  bestimmbar.  Da  man  aber 
ad  hat,  so  folgt  hieraus  die  Kenntnis 
des  Durchmessers ^2  (aus  /\ahd'^/\ags 
ist  nämlich  ba  :  ad  ^  az  :  ag  u.  s.  w.) 
und  des  Radius  eg,  sowje  nie=^^pq  —  ad 
=  nd.  Hiermit  aber  «m  =  mr7  -j-  da, 
und  somit  aus  dem  rechtwinkligen  Aane 
auch  ne  =  dm.  Subtrahiert,  resp.  addiert 
m:ui  dies  zu  bm=  }^hg,  so  bleiben  die  Abschnitte  hd  und  dg  als 
bekannt  übrig,  die  mit  der  bekannten  Höhe  ad  die  Kenntnis  der 
Seiten  vermitteln.  Wir  würden  etwa  mittelst  des  Cosinussatzes  so 
verfahren:  Es  ist  ab^ -\- ag^  =  bg'-\- 2  ab -ag  cos  u,  aber  ab -ag  sin  u 
=  2lxahg  =  hg  ■  ad  und  somit  ah^  -f-  ag'^  =  hg'^  -\-  2ad-  hg  ■  ctg  a  be- 


kannt, und  ebenso    ah  ■  ag 


ad  ■  hg 


Hieraus  durch  Lösung  dieser 


beiden  Gleichungen  ah  und  ag  algebraisch*). 


Satz  XXVI    löst    die    Aufgabe:    „Den    der  Basis  des   Dreieckes 


1)  In  omni  triangulo  rectilineo  pi'oportio  lateris  ad  latus  est,  tamquara 
sinus  recti  anguli  altemm  eorum  respicientis,  ad  sinum  rectum  anguli  reliquum 
latus  respicientis.  —  2)  A.  a.  0.  Prop.  II.  —  3)  Prop.  VII.  —  4)  Delambre  bat 
a.  a.  0.  p.  303  eine  andere  Lösung  gegeben. 
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gegenüberliegeiideu  Winkel  zu  bereclineii ,  wenn  das  Produkt  der 
ihn  eiu.schliel'senden  Seiten  und  die  Fläche  des  Dreieckes  bekannt 
sind."  liier  ist  implicite  wohl  zum  erstenmale  die  Existenz  der 
Formel  A  ^  ^  <i  •  ff  •  siu  y  erkannt,  wenn  auch  nicht  direkt  aus- 
gesprochen '). 

Aufser  diesen  und  ähnlichen  auf  geometrischem  Wege  gelösten 
Aufgaben  enthält  das  II.  Buch  unter  seinen  33  Sätzen  aber  noch 
zwei,  die  algebraisch  behandelt  sind  und  deshalb  besonderes 
Interesse  erweckten^).  Da  sie  aber  gerade  deshalb  für  uns  weniger 
Bedeutung  haben,  so  lassen  wir  sie  beiseite  und  wenden  uns  zum 
III.  Buche. 

Dieses  zeigt  weit  weniger  Originalität  als  die  vorhergehenden, 
denn  seine  5G  Sätze,  die  über  Sphärik  handeln,  sind  teils  den 
Büchern  des  Menelaus  über  die  Kugel,  teils,  und  sogar  einschliefslich 
der  J'iguren,  aus  dem  Werke  des  Arabers  Dschäbir  (Geber)  ent- 
nommen, und  zwar  ohue  dafs  Regiomontan  irgendwo  seine  Quellen 
anführt^).  Hierin  handelte  er  übrigens  nach  einem  zu  seiner  Zeit 
ziemlich  allgemein  gebräuchlichen  Verfahren:  mau  nahm  eben  da- 
mals  das  Gute,  wo  mau  es  fand  und  gab  sich  oft  nicht  einmal  die 
Mühe,  ihm  ein  neues  Gewand  umzulegen. 

Jene  Sätze  aus  Dschäbir's  Schrift,  welche  nicht  im  III.  Buch 
Platz  fanden,  gingen  sämtlich  in  das  IV.  Buch  Regiomontan's 
über.  Darunter  sind  besonders  Prop.  XV,  XVI  und  XVII  zu  be- 
merken, denn  der  erstere  Satz  ist  die  Regel  der  vier  Gröfsen 
und  die  beiden  anderen  umfassen  den  Sinussatz  für  die  verschie- 
denen Gattungen  des  sphärischen  Dreieckes.  Wortlaut  der  Sätze  und 
Gedankengang  der  Beweise  stimmen  bis  auf  unbedeutende  Kleinig- 
keiten völlig  mit  dem  XII.  und  XIII.  Satze  Geber's  überein,  und 
die  Figuren  sind,  teilweise  sogar  mit  denselben  Buchstaben,  aus 
jenem  herübergenommen,  nur  hat  Regiomontan  zwei  Figuren  mehr, 
welche  speziellen  Fällen  des  rechtwinkligen  Dreieckes  entsprechen. 
An    den    Sinussatz    schliefst    er,    wie    Geber,    die    Ableitung    jener 


1)  R.  Wolf,  H.  A.  I.  179.  —  2)  Es  sind  dies  die  Aufgaben  XII  und  XXni 
Vgl.  bezüglich  ihrer  Lösung  Cantor  II.  246  —  247.  Die  in  Satz  XXIII  an- 
geführte üleiehuug,  welche  Cantor  daselbst  ableitet,  ist  übrigens  nichts  anderes, 
als  der  erweiterte  Pythagoräische  Lehrsatz.  Bezüglich  der  Litteratur  vgl. 
auch  Chasles  Gesch.  der  Geometrie,  Deutsch  v.  Sohncke  619  —  620,  und 
S.  Günther,  Geschichte  des  mathematischen  Unterrichtes  im  Mittelalter  243 
und  Anmerkung  2,  der  zuerst  bemerkte,  dafs  die  Aufgabe  XII  für  Regio- 
montan's Zahlen  imaginäre  Lösungen  gibt.  —  3)  Einen  genauen  Nachweis 
hierfür  haben  wir  in  unserem  Aufsatze:  „Nasir  Eddin  Tüsi  und  Regio- 
montan."   Abhandl.  der  k.  LeopoUl.  Kar.  Akademie  1897.  LXXI.  p.  59  gegeben. 
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V.  Relation  an,  die  des  Letzteren  Namen  fülirt  und  nimmt  ihren 
Beweis,  sowie  den  der  III.  Relation  aus  Dscliäbir  herüber '),  indem 
er  nur  seine  Ausführungen  auf  verschiedene  Gattungen  sphärischer 
Dreiecke  ausdehnt.  Satz  XX  hingegen  scheint  ihm  selbst  anzu- 
gehören, obwohl  sich  ein  ähnlicher  bereits  bei  Menelaus  findet"). 
Er  lautet:  „Fällt  man  von  der  Spitze  a  eines  beliebigen  sphärischen 
Dreieckes  abc/  einen  senkrechten  Bogen  ad  auf  seine  Basis,  so  besteht 
die  Gleichung  sin  -^  gad :  sin  -^  had  =  cos  g  :  cos  h."  Der  Beweis 
wird  in  eleganter  Weise  erbracht,  indem  arc.  da  zum  Quadranten  de 
ergänzt  wird,  dann  ist  e  der  Pol  von  Bogen  hg,  und  mittelst  des 
Sinussatzes  folgt  aus  den  Dreiecken  eha  und  ega,  nm  ahc  ■.smhac 
=  sin  ea  :  sin  eh  und  sin  <^  age  :  sin  -^  gae  ^=  sin  ea  :  sin  ge.  Aber 
he  =  ge  =  9QP,  <^  a6e  =  90»— i,  ^age  =  m'>  —  g,  <^&a§=180» 
— ■  <^  had,  -^  gae  =  180"  —  -^  go-d,  also  cos  fc  :  sin  6arf  =  sin  ea  :  1 
und  cos  ^  :  sin  (/«(i  ^  sin  ea  :  1,  woraus  sich  die  Richtigkeit  des 
Satzes  unmittelbar  ergibt. 

Die  Regel  der  vier  Gröfsen,  der  Sinussatz,  die  V.  und  III.  Rela- 
tion und  der  zuletzt  angeführte  Satz  sind  die  fünf  Haupttheoreme, 
auf  denen  die  ganze  sphärische  Trigonometrie  aufgebaut  wird,  und 
wenn  sich  auch  in  der  Schaffung  dieser  Grundlage  wenig  Originalität 
zeigt,  so  erkennt  man  doch  in  der  durchsichtigen  Anordnung  des  Stoifes 
und  in  der  präzisen  und  klaren  Fassung  der  Sätze  ein  entschieden 
didaktisches  Talent.  Regiomontan's  Sinn  für  Systematik  tritt  auch  in 
den  Anwendungen  dieser  Theorie,  die  den  Rest  des  V.  Buches  bilden, 
deutlich  zutage,  ja  er  ist  es,  der  ihn  in  dem  Bestreben,  alle  mög- 
lichen Fälle,  die  sowohl  beim  rechtwinkligen  als  bei  einem  beliebigen 
Dreieck  vorkommen  können^),  zu  erledigen,  völlig  von  den  Fesseln 
der  Astronomie  befreit. 

Seine  Methode  in  der  Behandlung  des  schiefwinkligen  Dreieckes 


1)  Prop.  XVm.  105  —  107.  Prop.  XIX.  107  —  108.  —  2)  Derselbe  lautet: 
Wenn  ad  die  Halbierungslinie  des  Winkels  a  ist,  so  besteht  die  Gleichung: 
crd(2a^)  :  crd(2a?;)  =  crd(2gi(Z)  :  erd(2td);  es  ist  dies  Satz  X.  lib.  El  der 
Sphärik  des  Menelaus.  —  3)  In  den  Sätzen  XXV — XXVII  incl.  werden  die 
sämtlichen  Fälle  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieckes  (p.  114 — -118)  mit 
alleiniger  Benutzimg  des  Sinussatzes  und  der  Relation  von  Geber  behandelt, 
in  den  Nummern  XXVTTI  —  XXXIV  die  6  Fälle  des  schiefwinkligen  Dreieckes 
(p.  118  — 125).  Zur  Lösung  der  Aufgabe,  aus  den  drei  Winkeln  die  Seiten  zu 
berechnen,  bedient  er  sich  nicht  wie  Nasir  Eddin  des  Supplementardreieckes, 
sondern  seines  5.  Hauptsatzes.  Ist  in  /\  ab  g  s.vc.  ad  ^axc.  hg ,  so  ist  nach 
diesem  Satze:  smbnd  :  sin  gad  =  cos  6  :  cosjr,  also  das  Verhältnis  der  Sinusse 
der  beiden  Teile  des  Winkels  a  bekannt,  und  da  dieser  Winkel  selbst  gegeben 
ist,  so  findet  man,  wie  bei  Ptolemäus  (S.  23),  die  Winkel  selbst.  Das  Übrige 
mit  der  Relation  von  Geber. 
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besteht  im  allgemeinen  noch  immer  in  der  Zurückf'ührung  derselben 
auf  zwei  rechtwinklige.  Dabei  ist  zu  erwähnen,  dafs  er  auch  die 
üoppeldeutigkeit  des  Falles  bespricht,  in  welchem  zwei  Seiten  und 
ein  Gegenwinkel  bekannt  sind'),  während  ihm  dieser  Umstand  im 
reciproken  Falle  entgeht").  Eine  Ausnahme  Ton  der  Methode  der 
Zerlegung  in  rechtwinklige  Dreiecke  macht  die  Lösung  der  letzten 
Aufgabe  des  IV.  Buches  (Prep.  XXXIV),  welche  die  Winkel  aus  den 
drei  Seiten  zu  berechnen  lehrt.  Diese  wird  auf  ganz  originelle  Weise 
behandelt ,  die  direkt  weder  den  Griechen,  noch  den  Arabern  ent- 
stammt''), indem  das  Problem  darauf  reduziert  wird,  einen  Winkel 
des  Dreieckes  mittelst  orthographischer  Projektion  durch  seinen 
Neigungswinkel  am  Kugelmittelpunkt  zu  bestimmen*). 

Aber  er  greift  die  Aufgabe  auch  noch  auf  eine  zweite  Art  an, 
indem  er  sich  der  Regel  der  vier  Gröfsen  bedient,  und  gelangt  so 
genau  zu  derselben  Lösung,  die  wir  bei  Nasir  Eddin  kennen 
lernten  (S.  69).  Der  innige  Zusammenhang  seiner  beiden  Lösungen 
ist  leicht  zu  erkennen,  und  Regiomontan  wurde  zweifelsohne  von 
einer  auf  die  andere  geführt. 

Die  vier  ersten  Bücher  über  die  Dreiecke,  welche  wir  kurz  be- 
schrieben haben,  stellen  ein  in  sich  abgeschlossenes  Lehrgebäude  der 
Trigonometrie  dar,  das  man  als  eine  Siuustrigonometrie  be- 
zeichnen könnte,  indem  nur  diese  eine  Funktion  benutzt  wird.  Von 
ihnen  sind  offenbar  das  erste,  zweite  und  vierte  noch  während  Regio- 
montan 's  Aufenthalt  in  Italien  aus  einem  Gusse  entstanden,  während 


1)  119  —  120,  Satz  XXIX  und  XXX.  a.  a.  0.  —  2)  Ebenda  Satz  XXXII. 
120  — 121.  —  3)  Wir  sahen  wohl,  dafs  schon  Al-Battäni  in  einem  speziellen 
Falle  einen  Winkel  aus  den  drei  Seiten  berechnete,  aber  dies  geschah  mit  der 
Methode  des  Analemmas,  welche  mit  der  vorliegenden  direkt  nichts  gemein 
hat.  Auf  sie  kommt  R.  erst  im  V.  Buche  zu  sprechen.  —  4)  Die  Lösung  ist 
folgende:  Man  sucht  <^  a  in  Dreieck  ahg 
(Fig.  f).  Ergänzt  man  ag  und  ab  zu  Qua- 
dranten und  verbindet  das  Zentrum  z  der 
Kugel  mit  den  Endpunkten  d  und  e  jener 
Bögen,  sowie  mit  a,  so  ist  -^  dze  =  ^  a. 
Sei  gh _\_zc ,  bk  J_zd,  gl  _\_az,  bm  J_az, 
also  dz  11  bm ,  dann  ist  hz  =  lg  =  sin  ag, 
kz  =  bm  =  sin  ab  bekannt.  Macht  man 
.jetzt  hn  =  bk  und  zieht  bn  und  bg,  so  ist 
in  dem  ebenen  rechtwinkligen  Abgn,  bg 
als  Sehne  des  Bogens  bg  bekannt  und 
gn  ^  gh  —  bk  =  sin^e  —  sin  bä  = 
cos  ag  —  cos  ab  ebenfalls.  Somit  kann  man  die  Seite  hn  =  hk  finden.  Dann 
kennt  man  aber  in  dem  ebenen  Dreieck  zhk  die  drei  Seiten  und  findet  hieraus 
leicht   <^  hzk  =  a. 

V.  Br  au  nm  iihl ,  Geschichte  der  Trigonometrie.    I.  9 
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(las  dritte  mit  seinen  für  das  Verständnis  der  übrigen  notwendigen 
Sätzen  erst  später  eingefügt  wurde,  und  wenn  auch  die  vom  zweiten 
Buche  ab  fehlenden  Nummern  bei  den  Rückweisen  auf  vorhergehende 
Sätze  zeigen,  dafs  er  noch  nicht  die  letzte  Hand  au  ihre  Redaktion 
gelegt  hatte,  so  läfst  sich  doch  schliefsen,  dafs  eine  solche  nichts 
Wesentliches  mehr  geändert  haben  würde.    Wenig  zu  diesem  ganzen 

O  DO 

System  aber  pafst  das  nur  aus  15  Sätzen  bestehende  und  keinenfaUs 
vollendete  V.  Buch*).  Dasselbe  ist  zweifellos  erst  nach  Abschlufs 
der  vier  ersten  Bücher  entstanden  und  war  dazu  bestimmt,  die  Ver- 
wendbarkeit einiger  neuer  Methoden  darzuthun,  die  Regiomontan 
entwickelt  hatte,  nachdem  er  in  der  Zwischenzeit  den  Al-Battäni 
kennen  gelernt.     Darauf  weisen  verschiedene  Anzeichen  hin. 

Zunächst  erscheint  gleich  im  zweiten  Satze")  eine  neue  Funktion, 
der  „Sinus  versus",  und  zwar  wird  derselbe  ohne  vorhergehende 
Definition  verwendet,  um  unsern  zweiten  Hauptsatz  der  sphä- 
rischen Trigonometrie,  den  sogenannten  Cosinussatz,  zum 
erstenmale  als  eine  Regel  zu  formieren,  die  zur  Berech- 
nung eines  jeden  sphärischen  Dreieckes  dienlich  ist.  In 
der  ganzen  uns  bekannten  Litteratur  aus  Morgen-  und  Abendland 
findet  sich  nämlich  keine  Stelle,  welche  darauf  hindeuten  würde, 
dafs  schon  irgend  jemand  vor  Regiomontan  auf  den  Gedanken 
kam,  aus  der  vielverweudeten  Projektionsmethode,  deren  sich  die 
Griechen,  Inder  und  Araber  von  Fall  zu  Fall  bedienten,  jenen  einen 
Satz  herauszukrystallisieren,  der  den  analytischen  Kern  jener  Methode 
bildet.  Dieses  Verdienst- mufs  nach  unserer  Ansicht  Regiomontan 
ganz  allein  zugesprochen  werden.  Thatsächlich  hat  er  ihn  aber  auch 
aus  jener  Projektionsmethode  herausgefunden  und  zwar  aus  den 
Sätzen  des  Al-Battäni.  Wir  haben  schon  früher^)  erwähnt,  dafs 
er  eine  Ausgabe  des  Buches  über  die  Sterne  nach  der  Übersetzung 
Plato's  von  Tivoli  vorbereitete,  die  er  mit  Noten  versah,  und 
welche  1537  zugleich  mit  den  „Rudimenta  astrouomiae  Alfragani"  im 
Druck  erschien.  In  einer*)  dieser  sechs  Noten,  die  wir  einer  ge- 
nauen Durchsicht  unterzogen,  hat  er  der  Methode  des  Al-Battäni 


1)  Dafür,  dafs  R.  Dreiecksbücher  keineswegs  Tollendet  sind,  finden  wir  das 
Zeugnis  des  später  zu  besprechenden  Joh.  Werner.  Derselbe  sagt  in  einem 
1514  zu  Nürnberg  herausgegebenen  Sammelbande  geographischer  Schriften: 
„Denique  libros  quinque  de  sphaericis  omnimodis  triangulis  a  se  tumultuarie 
nuUoque  recto  ordine  servato:  velut  in  prima  renim  inventione  fieri  solet:  per- 
scriptos:  constat  morte  praeventum  imperfectum  reliquisse."  (Brief  Werner's 
an  den  Kardinal  Mathäus  Gurk.)  —  2)  Satz  I,  den  Delambre  für  R.  rekla- 
mieren will  (a.  a.  0.  310),  steht  bereits  bei  Menelaus  lib.  III.  prop.  5XIU.  — 
3)  Seite  48  Anmerk.  5.  —  4)  Rudimenta  etc.    cart.  16'. 
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folgend  einen  der  fehlenden  Beweise  desselben  mit  grofsem  Geschicke 
restituiert;  und  genau  desselben  Verfahrens  und  der  nämlichen  Figur 
bedient  er  sich  zum  Beweise  jenes  II.  Satzes  in  seinem  V.  Buche, 
so  dafs  kein  Zweifel  mehr  bestehen  kann,  dafs  er  beim  Studium  des 
Albategnius  zu  diesem  Lehrsatze  geführt  wurde. 

Der  Wortlaut,    in   dem   Regiomontan    seinen   Satz  ausspricht, 
ist  (hirch  die  für  ein  Dreieck  ABC  gültige  Formel 

sinvers  A  :  (sinvers  a  —  sinvers  {b  —  c))  =  r^ :  sin  h  ■  sin  c 
ausgedrückt,  wo  r  =  sintotus=  dem  Radius  der  Kugel  gesetzt  wurde. 
Zur  Ableitung  dieser  Gleichung  gibt  er  zwei  Figuren,  die  sich  in 
unserer  Fig.  15  (S.  39)  vereinigt  finden.  In  derselben  ist  AZPH 
das  Dreieck,  für  welches  der  Satz  aufgestellt  werden  soll,  die  Kon- 
struktion ist  aus  der  Figur  unmittelbar  ersichtlich  und  der  Beweis 
nimmt  in  etwas  kürzerer  Fassung  folgende  Gestalt  au: 

Zunächst  ist 

arc.2'X)  =  arc.PZ'— arc.P-^;    arc.ZL==arc.Z2;;    ar:c.EQ=^ZPZ:- 

ferner 

1)    EQ'  =  sinvers  (EQ)  =  sinvers  -^  ZPZ. 

Fällt    man    noch    DW±  CZ,    PU±CZ   und    DT  ±  L3I,    so    ist 

ZW^=  sinvers  DZ,        ZK  =  sinvers  ZL  =  sinvers  Zll\ 

ferner  folgt: 

2)    DT  =  WK  =  ZK  —  ZW  =  sinvers  Z^  —  sinvers  DZ 

mul        3)    D.B  =  sin  PX»  =  sin  P2:,         4)    Pf7=sinPZ; 

Aber  es  ist,  wie  unmittelbar  ersichtlich: 

EQ'  -.DZ'  =  r:BD     und     DE' :  DT  =  r  :  PU, 
somit: 

EQ'  -.DT^r'-.BDPU. 

Setzt  man  hier  die  Werte  aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  ein,  so 
kommt: 

sinvers  ZPZ":  (sinvers  Z2:—  sinvers  (P2:—PZ))  =  r^ :  sinPZ-sinPZ, 
eine  Gleichung,  die  sofort  die  oben  angegebene  Form  annimmt,  wenu 
man  die  Buchstaben  P,  Z,  E  der  Reihe  nach  durch  A,  B,  C  er- 
setzt und  die  Seiten  des  Dreieckes  ABC  mit  a,  b,  c  bezeichnet.  Für 
r=l  und  Einführung  der  Cosinusse  geht  diese  Gleichung  unmittelbar 
in  die  jetzt  gebräuchliche  Formel  über. 

Benützt  wird  der  Satz  von  Regiomontan  nur,  um  einen  Winkel 
aus   den   drei  Seiten   zu   finden'),    wofür  er  sofort   noch   eine    andere 


1)  Hb.  V.   prop.  m.   p.   129.     • 

9* 
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Lösung  angibt^),  die  aber  geuau  mit  jener  in  prop.  XXXIV,  lib.  IV 
gegebenen  übereinstimmt. 

Die  übrigeu  Sätze  des  fragmentarischen  V.  Buches  sind  von 
untergeordneter  Bedeutung  für  die  Theorie,  weshalb  wir  nicht  weiter 
auf  sie  eingehen^). 

Mit  Begiomontau's  fünf  Büchern  über  die  Dreiecke  beginnt 
zweifelsohne  die  „neue  Zeit"  für  die  Entwickeluug  der  Trigonometrie 
als  selbständiger  Wissenschaft,  und  wenn  auch  in  ihnen  die  Fülle 
des  Materials  noch  nicht  wiedergewonnen  war,  das  wir  bereits  in 
den  Werken  der  Ostaraber  niedergelegt  und  mit  Geschick  für  astro- 
nomische Zwecke  verwendet  sahen,  so  war  doch  wieder  ein  sicheres 
Fundament  geschaffen,  auf  dem  eine  Weiterbildung  der  von  dem 
grofsen  Astronomen  gesammelten  und  ausgearbeiteten  Lehren  möglich 
war.  Leider  hatte  ihn  der  Tod,  der  ihn  in  der  Blüte  seiner  Mannes- 
jahre hinwegraffte,  verhindert,  sein  Werk  selbst  im  Druck  zu  ver- 
öffentlichen, und  wenn  auch  manche  seiner  Lehren  mündlich  bekannt 
geworden  zu  sein  scheinen,  so  kann  man  von  einer  umfassenden  und 
fruchtbringenden  Einwirkung  derselben  doch  erst  reden,  nachdem  sie 
im  Laufe  des  16.  Jahrhunderts,  namentlich  durch  das  Verdienst 
Johann  Schöner's  in  Nürnberg,  allgemein  bekannt  geworden  waren. 

Dafs  mit  der  Herausgabe  so  wichtiger  Schriften  so  lauge  ge- 
zögert wurde,  hatte  seinen  Grund  in  dem  eigentümlichen  Schicksal,  das 
Regiomontan's  handschriftlicher  Nachlafs  erfuhr').  Seinem  Nürn- 
berger Freunde,  Mäcen  und  Schüler,  dem  schon  genannten  Bernhard 
Walther,  hatte  nämlich- Regiomontan,  als  er  seine  Romreise  an- 
trat, sein  ganzes  wisseuschaftliclies  Hab  und  Gut  anvertraut,  und 
als  er  nicht  mehr  heimkehrte,  da  hielt  Walther  dasselbe  ängstlich 
verschlossen,  ohne  es  auch  nur  irgend  jemandem  sehen  zu  lassen. 
So  blieb  alles  unbenutzt  liegen,  bis  jener  1504  starb.  Jetzt  wurden 
aber  die  wertvollen  Handschriften  ebenso  leichtfertig  verstreut,  wie 
sie  vorher  zu  gewissenhaft  aufbewahrt  worden  waren;  dabei  scheint 
manches  zugrunde  gegangen  zu  sein,  und  nur  der  Fürsorge  des 
Nürnberger    Patriziers    Willibald    Pirkheimer,    dessen   Haus    im 


1)  Prop.  IV.  129  —  1.31.  —  2)  Satz  VII.  p.  131  —  132,  welcher  angibt,  dafs 
wenn  ein  Winkel  eines  sphärischen  Dreieckes  durch  einen  Grofskreisbogen 
halbiert  wird,  sich  die  Sinusse  der  Abschnitte  der  Gegenseiten,  wie  die  Sinusse 
der  ihnen  anliegenden  Dreiecksseiten  verhalten,  wurde  von  Delambre  (a.  a.  0. 
314)  und  Günther  (Geschichte  des  math.  Unterrichtes  im  deutschen  Mittel- 
alter p.  246)  bisher  dem  Regiomontan  zugeschrieben,  findet  sich  aber  schon 
bei  Menelaus  (Ed.  Maurolycus  lib.  EI.  prop.  X).  —  3)  Wir  schliefsen  uns 
hier  an  Cantor  II.  242  an.  Vgl.  auch:  Doppelmayr,  Von  den  Niirn- 
bergischen  Mathematicis  und  Künstlern.     Nürnberg.    1730.    25  und  26. 
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16.  Jalirluiiulcrt  der  Zentralimiikt  des  wissenschaftlichen  und  künst- 
lerischen Lebens  in  der  IVeien  iieichsstadt  war,  ist  es  zu  verdanken, 
dal's  die  Hiicher  über  die  Dreiecke,  welche  jener  ankaufte,  auf  uns 
gekommen  sind. 

§  '2.     Regiomontan's  Epigonen. 

Wohl  er.sclüen  ßegiomontan's  Werk  über  die  Dreiecke  erst 
57  Jahre  nach  seinem  Tode  im  Drucke,  aber  wir  erwähnten  schon, 
dafs  die  Kunde  von  ihm,  sowie  Einzelnes  aus  seinem  Inhalt,  sowohl 
durch  seinen  Briefwechsel,  als  auch  durch  mündliche  Mitteilung  in 
die  gelehrten  Kreise  gedrungen  war.  Es  darf  daher  kein  Wunder 
nehmen,  dafs  der  Gedanke  einer  selbständigen  Begründung  der  trigono- 
metrischen Lehren  sofort  von  anderen  aufgegriffen  und  ausgeführt 
wurde. 

Zu  dem  Pirkheimer'schen  Kreise  in  Nürnberg  gehörte  ein 
gewisser  Johannes  Werner  (1468 — 1528),  Pfarrer  von  St.  Johann 
daselbst,  der  neben  seineu  Amtsgeschäften  sich  mit  besonderer  Vor- 
liebe und  grofsem  Geschick  mit  geographischen  und  mathematischen 
Studien  befafste.  Dieser  schrieb  eine  sphärische  Trigonometrie 
in  5  Büchern  unter  dem  Titel:  „De  triangulis  per  maximorum  circu- 
lorum  segmenta  constructis  libri  V".  für  die  er  aber  leider  keinen 
Verleger  fand,  obwohl  sie,  nach  den  andern  uns  noch  erhalteneu 
Schriften  Werner' s  zu  urteilen,  sicher  ebenso  wertvoll  als  voll- 
ständig war').  Wir  wissen  von  diesem  Werke  nur,  dafs  es  nach 
dem  Tode  des  Verfassers")  in  die  Hände  des  Nürnberg'schen  Mecha- 
nikers Georg  Hartmann')  überging  und  von  diesem  an  einen  ge- 
wissen Georg  Joachim  Rhaeticus,  Professor  der  Mathematik  in 
Wittenberg  kam,  welcher  sich  anfangs  Mai  1542  in  Nürnberg  auf- 
hielt und  mit  den  dortigen  Mathematikern  Bekanntschaft  machte. 
Bei  dem  bedeutenden  Einflüsse,  den  des  letzteren  Werke,  wie  sich 
zeigen  wird,  auf  die  spätere  Entwickelung  unserer  \Visseuschaft  aus- 
übten, mufs  dieser  Umstand  gebührend  hervorgehoben  werden,  wenn 
wir  auch  nicht  mehr  imstande  sind,  direkt  nachzuweisen,  ob  und 
wieviel  Rhäticus  von  seinem  Vorgänger  entlehnte. 


1)  So  kennt  z.  B.  Werner  sehr  wohl  die  Verwendung  der  Tangenten, 
deren  er  sieh  bei  Verbesserung  des  Jakobstabes  unter  Benützung  der  Tabula 
l'oecunda  Ecgiomontan's  in  seinen  Noten  zur  Geographie  des  Ptolemäus 
bedient.  Vgl.  hierüber  auch:  S.  Günther,  Studien  ziu-  Gesch.  der  math.  und 
phys.  Geographie  1877.  289.  —  2)  Vgl.  hierüber  Doppelmayr  a.a.O.  34.  Note  (cc) 
und  59.  (yy),  auch  Cantor  II.  417.  —  3)  Hartmann  (1480 — 1545'i,  Vikar  au 
der  Sebalduskirche  in  Xüi'uberg,  gilt  als  der  Entdecker  der  Inklination  der 
Magnetnadel. 
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Wenn  uns  nun  leider  aus  diesem  für  die  Geschichte  so  wich- 
tigen Werke  des  Nürnberger  Pfarrers  nichts  mehr  direkt  zugänglich 
ist,  indem  das  Manuskript  verloren  ging,  so  hat  sich  doch  noch  eine 
Sammlung  von  Schriften  Werne r's  erhalten,  aus  denen  wir  einiges 
über  seine  trigonometrischen  Kenntnisse  entnehmen  können.  Der 
1514  von  ihm  selbst  herausgegebene  Sammelbaud  umfafst  7  Schriften 
geographischen  Inhaltes,  worunter  sich  die  Bruchstücke  eines  von 
dem  Griechen  Georgio  Amirucio*)  stammenden  Werkes  befinden, 
die  Werner  ins  Lateinische  übersetzte  und  mit  erklärenden  Noten 
versah.  „De  his  quae  geographiae  debent  adesse:  Georgii  Amirucii 
Constantinopolitani  opusculum"  betitelt  Werner  die  Schrift,  aus 
welcher  uns  nur  die  Behandlung  der  Aufi^abe  interessiert,  „Die  Ent- 
fernung zweier  durch  ihre  geograjihische  Länge  und  Breite  gegebener 
Orte  auf  der  Erde  in  Graden  jenes  gröfsten  Kreises  zu  bestimmen, 
der  sie  verbindet".  Amirucius  führt  die  Lösung  auf  ebene  Dreiecke 
zurück,  indem  er  die  durch  die  beiden  Orte  c 
/^\  und  (/  (Fig.  34)  gehenden  Meridiane  adb  =  ac 

/         \  zieht,    arc.  ad  =  arc.  ae    und    arc.  dh  =  arc.  ec 

A^^^iiZZZZZ^^^^  macht.     Legt   man   dann    noch   die    beiden  Pa- 

/'  j  ^\^~-.^   ;  \        rallelkreise  de  und  hc,  zieht  deren  Sehneu  so- 

t/  }f_ _^^^:^44i\c    ■wiß  die  Sehne  de  und  fällt   df  und    eli  _L  hc, 

^ -"^^       so  sind  zunächst  die  beiden  Parallelkreisbögen 

^'^'  **■  aus  ihren  geographischen  Längen  und  Breiten 

bekannt,  und  somit  ihre  Sehnen  de  und  hc\  ferner  kennt  man 
arc. 6 (Z=  arc. ac — arc.arf,  und  somit  Sehne  hd.  Da  aber  bf=j(bc — de) 
ist,  so  folgt  df  =yhd'  —  hf-  und  cd  =  ydf-  -{-  fc'.  Hierzu  er- 
gibt eine  Sehnentafel  den  gesuchten  Bogen.  Nebenbei  bemerkt  scheint 
dies  die  erste  Lösung  dieser  Aufgabe  ohne  Zerlegung  in  zwei  recht- 
winklige sphärische  Dreiecke  zu  sein.  Werner  dehnt  dieselbe  auf 
den  Fall  aus,  dafs  der  eine  der  beiden  Orte  auf  der  nördlichen,  der 
andere  auf  der  südlichen  Halbkugel  liegt").  Hierzu  bemerkt  er,  dafs 
der  gröfste  Kreisbogen  cd  die  kürzeste  Entfernung^)  zwischen  den 
beiden  Punkten  darstellt. 


1)  In  Trapezunt  geboren  ging  Amirucio,  als  sein  Vaterland  1461  unter 
türkische  Herrschaft  kam,  zum  Islam  über  und  bekleidete  in  Konstantinopel 
eine  angesehene  Stellung.  Doppelmayr  a.  a.  0.  p.  33.  Note  (y).  Seine  Ab- 
handlung über  die  zur  Geographie  notwendigen  Vorkenntnisse  kam  nach  Wien, 
wo  sie  Stabius,  ein  Freund  Werner's,  zu  Gesicht  bekam,  der  sie  diesem 
zur  Übersetzung  empfahl.  Cantor  ü.  416  und  Werner  a.  a.  0.  Brief  an  den 
Kardinal  Math  aus  Gurk.  In  neuerer  Zeit  machte  S.  Günther  zuerst  auf  sie 
aufmerksam.  Studien  zur  Geschichte  der  mathem.  und  physik.  Geographie. 
HeftV.  p.  306  —  308.  —  2)  a.  a.  0.  Problema  primum.  Prop.VII.  —  3)  Einen  Beweis 
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Aus  den  in  den  folgenden  Anmerkungen  entwickelten  Sätzen 
und  Aufgaben  erwähnen  wir  noch  die  letzte:  „Aus  der  kürzesten 
Entfernung  zweier  Orte,  deren  Breiten  gegeben  sind,  die  Längen- 
differenz zu  finden",  die  mit  der  Herechiuuig  eines  Winkels  aus  den 
drei  Seiten  identisch  ist.  Die  Auflösung,  welche  Werner  mitteilt, 
stimmt  geuau  mit  jener  ersten  Regiomontau's  überein  (S.  129), 
nur  benützt  er  statt  des  Sinus  die  Sehne');  überhaupt  kommt  nirgends 
der  Sinus  zur  Anwendung,  wohl  um  den  nur  mit  Ptolemäus  be- 
kannten Lesern  die  Lektüre  zu  erleichtern.  Es  ist  nun  sehr  wahr- 
scheinlich, dafs  Werner  durch  Willibald  Pirkheimer  Einblick  in 
Regio montan's  Dreiecksbücher  erhalten  und  jene  Lösung  daraus 
entnommen  hat,  da  der  Nürnberger  Patrizier  seine  reichhaltige 
Sammlung  au  Handschriften  seinen  Freunden  in  der  liberalsten  Weise 
zur  Verfügung  stellte.  Allerdings  teilt  uns  Werner  hiervon  nichts 
mit,  obwohl  er  in  dem  angezogenen  Briefe  an  den  Kardinal  Gurk 
das  Schicksal  der  Schriften  seines  grofsen  Vorgängers  in  jeuer  Weise 
schildert,  wie  wir  es  früher  angeführt  haben.  Aber  wir  kenneu  die 
Sorglosigkeit  jener  Zeit  in  der  Wahrung  des  geistigen  Eigentumes 
zur  Genüge,  um  mit  Recht  zu  vermuten,  dafs  in  Werner's  Bücher 
über  die  Dreiecke  nicht  nur  die  Lösung  dieser  einen  Aufgabe  aus 
Regio  montan's  Werk  übergegangen  sein  dürfte.  Jedoch  war  Werner 
ein  so  selbständiger  Kopf,  dafs  er  ohne  Zweifel  auch  das  Über- 
kommene originell  verarbeitete.  Dafür  spricht  z.B.  die  Umgestaltung 
von  Regiomontan's  Cosinussatz  durch  Erfindung  der  so- 
genannten prosthaphäretischen  Methode,  die  bisher  einer  viel 
späteren  Zeit  zugeschrieben  wurde,  während  sie  Werner's  Eigentum 
ist^).  Das  eigentümliche  Wort  ist  gebildet  aus  nQogd'eßig  und  utpei- 
QtCig,  Hinzufügung  und  Wegnahme,  und  bedeutet  eine  Additions- 
und Subtraktionsmethode,   welche   später   so  ausgebildet  wurde,    dafs 


hierfür,  der  natürlich  mit  elementaren  Mitteln  nicht  exakt  ausfallen  konnte, 
hatte  Werner  schon  in  seinen  „in  libriim  geographiae  Cl.  Ptolemaei  argumenta 
paraphrases  et  adnotationes",  Admonitio  IV  zu  erbringen  gesucht. 

1)  An  dieser  Stelle  verweist  er  auf  das  3.  Buch  seiner  Dreieckslehre,  wo 
er  das  Problem  „per  verissima  mathematicae  artis  principia  et  assumpta"  an 
Figuren  gelöst  habe  und  verspricht,  dafs  er  bald  eine  Reihe  von  Problemen 
veröffentlichen  werde,  welche  mit  den  daselbst  niedergelegten  Lehren  sich  rasch 
und  beinahe  mühelos  lösen  lassen.  Auch  dieses  „über  de  multimodis  tarn  in 
Astronomia  quam  in  Geographia  problematis  quae  ope  arteque  horum  quinque 
librorum  absolvuntur",  wie  die  Schrift  in  einem  imserm  Bande  vorgedruckten 
kaiserl.  Privilegium  genannt  wird,  scheint  wohl  abgefafst  worden  zu  sein,  hat 
sich  aber  nicht  erhalten.  —  2)  Vgl.  genaueres  hierüber  in  meinem  Aufsatz: 
Beitrag  zur  Geschichte  der  prosthaphäretischen  Methode.  Bibliotheca  mathem. 
1896.    105  —  108. 
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sie  bis  zur  Erfindung  der  Logarithmen  sehr  wohl  dazu  dienen  konnte, 
die  Multiplikation  grol'ser  Zahlen  durch  Addition  zu  ersetzen.  Wir 
können  sie  kurz  durch  die  beiden  Formeln: 

sin u  sinß  =  j  {  cos («  —  ß)  —  cos (a  -\-  ß)], 

cos«  cos ß  =  -j-  { cos («  —  ß)  -\-  cos (k  -f-  /5 ' ) 
charakterisieren. 

Schon  bei  Ihn  Jünos  fanden  wir  (S.  63)  eine  Anwendung  der 
zweiten  dieser  Formeln  und  zweifeln  nicht,  dafs  sie  die  Araber  auf 
verschiedene  Fälle  anzuwenden  wufsten,  obwohl  es  uns  nicht  möglich 
ist,  einen  direkten  Beweis  für  diese  Ansicht  zu  erbringen.  Keines- 
falls hat  aber  Werner  von  ihnen  die  Kenntnis  der  Methode  über- 
kommen, da  sie  sich  in  den  damals  bekannten  arabischen  Schriften 
nirseuds  findet.  Somit  müssen  wir  ihn  wohl  als  selbständigen  Er- 
finder  der  nachmals  im  Abendlande  so  viel  gebrauchten  Methode  an- 
sehen, wenn  es  uns  nachzuweisen  gelingt,  dafs  er  sich  ihrer  schon 
in  seinen  fünf  Büchern  über  die  Dreiecke  bediente.  Nun  teilt  der 
Heidelberger  Professor  Jakob  Christmann  in  seiner  1611  er- 
schienenen „Theoria  lunae"  ausdrücklich  mit'),  dafs  er  das  Manuskript 
von  jenem  Werke  Werner's  kenne,  und  dafs  dieser  darin  jene 
Methode  entwickelt  und  an  drei  Figuren  erläutert  habe. 
Zugleich  erwähnt  er  eine  Anwendung,  die  derselbe  von  seiner  Methode 
gab,  um  die  astronomische  Länge  der  Spica  virginis  aus  Ekliptik- 
schiefe, Deklination  und  Breite  bequem  zu  berechnen.  Hiernach 
dürfte  wohl  kein  Zweifel  an  der  Richtigkeit  unserer  Behauptung^) 
bestehen,  dafs  Werner  thatsächlich  im  dritten  Buche  seiner  Dreiecks- 
lehre diese  Methode  wenigstens  insoweit  gelehrt  hat,  als  er  zeigte, 
wie   das  Produkt  zweier  Sinusse  durch  eine  Summe   ersetzt  werden 


1)  A.  a.  0.  p.  124:  „Usus  etiam  est  peculiari  prosthaphaeresi ,  cujus  demon- 
strationem  attulit  in  propiio  opere  de  Triangulis  scripto,  in  quo  etiam  tres  casus 
Prosthaphaeresium  per  tres  distinctas  figuras  explicavit  et  nonnullis  transcripto- 
ribus  occasionem  praebuit,  ut  cum  opus  hoc,  lucem  nondum  viderit,  sed  mauu- 
scriptum  dumtaxat  apud  nos  estet,  inventionem  Prostbaphaereseon  sibi  ven- 
dicaverint  eamque  multis  partibus  amplificärint."  Dafs  Christmann  das  Werk 
Werner's  in  Händen  hatte,  erhellt  auch  daraus,  dafs  es,  wie  erwähnt,  an 
Rhaeticus  kam,  dessen  ganzer  Nachlafs  mit  seinem  Tode  an  Otho  und  von 
diesem  an  Christmann  überging.  Cantor  II.  555.  —  2)  Wir  haben  unserer 
früher  augeführten  Abhandlung  diesen  Hauptbeweis  entnommen,  da  alle  anderen 
Historiker  der  Angabe  Longomontan's  (Astronomia  Danica  1622.  p.  10)  sich 
anschliefsend  die  Erfindung  der  Prosthaphäresis  dem  Paul  Wittich,  einem 
zeitweiligen  Mitarbeiter  Tycho  Brahe's,  zuschreiben.  Übrigens  fanden  wir 
inzwischen  noch  einen  weiteren  Beweis  im  Cod.  lat.  monac.  24101,  der  von 
Johann  Prätorius  um  1599  herstammt.  Daselbst  führt  der  Verfasser  als 
Regel    zur   Berechnung    einer   Seite  a  aus    den  Seiten   b   und  c  und   dem    ein- 
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könne.  Ob  er  auch  schon  den  Gedanken  hatte,  mit  diesen  Formeln  die 
Multiplikation  irgendwelcher  Zahlen  durch  Addition  zu  ersetzen, 
ein  Gedanke,  der  die  Methode  erst  l)ei'illiigto,  einen  Ersatz 
l'ür  die  noch  fehlenden  Logarithmen  zu  bilden,  liilst  sich  aus 
(Jhristmann's  Angaben  natürlich  nicht  entnehmen. 

In  den  nächsten  drei  Jahrzehnten  nach  Werner  scheint  die 
Kenntnis  der  Trigonometrie  in  keiner  besonderen  Weise  Fortschritte 
gemacht  zu  haben,  man  reichte  eben  mit  dem  Vorhandenen  zur 
Lösung  der  aktuellen  astronomischen  und  kosmographischen  Fragen 
aus,  und  Regiomontan's  Schätze  ruhten,  mit  Ausnahme  der  Tabula 
primi  mobilis,  die  seit  1514  bekannt  war,  noch  immer  für  die  All- 
gemeinheit unbenutzbar  in  der  Hand  Einzelner.  Auch  von  seinen 
Sinustabelleu  hatte  man  nur  erst  die  einfachste,  die  den  Tabulae 
directionum  beigegeben  war,  während  die  beiden  gröfsereu,  wie  wir 
wissen,  erst  1541  erschieuen.  Man  suchte  daher  zunächst  diese  fühl- 
bare Lücke  zu  ergänzen. 

Das  liefs  sich  besonders  Peter  Apiau  (Bienewitz  oder  Benne- 
witz)^)  angelegen  sein,  der  von  14V>5  — 1552  lebte  und  seit  1527  an 
der  Universität  Ingolstadt  Mathematik  und  Astronomie  lehrte.  Er 
genofs  eines  grofsen  Rufes  und  kam  hauptsächlich  dadurch,  dal's 
Kaiser  Karl  V.  sein  Schüler  war,  zu  Adel  und  Reichtum.  Seine  Stu- 
dien, die  sich  vornehmlich  auf  Astronomie  und  die  von  Werner  wieder 
zu  neuem  Leben  erweckte  Kosmographie  erstreckten,  zeitigten  auch 
in  unserer  Wissenschaft  einige  Früchte.  So  hatte  er  in  seiner  „Intro- 
ductio  geographica  in  doctissimas  Verneri  adnotationes"  1533  eine 
9  Seiten  umfassende  Sinustabelle  drucken  lassen,  durch  welche  man 
für  den  Radius  ICF  die  Sinusse  der  Winkel  des  ersten  Quadranten 
von  Minute  zu  Minute  finden  konnte^).     Sein  Hauptaugenmerk  aber 


geschlossenen  Winkel  a  des  sphärischen  Dreieckes  den  durch  die  Gleichung 
wiederzugebenden  Satz: 

cosa  =  i  {siii(90"  — fc  +  e)  — sinCOO»  — &  — c)}sinvers(180i>— a)  +  sm(90''— 6  — c) 
an  und  bezeichnet  Werner  als  seinen  Erfinder  (folio  18),  nur  habe  ihn 
ein  gewisser  Schul  er  in  diese  etwas  einfachere  Gestalt  gebracht. 

1)  Über  ihn  vergleiche  die  Schrift  von  S.  Günther:  „Peter  und  Phi- 
lipp Apian",  Abhandlungen  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften, 
VI.  Folge.  11.  Band.  1882.  — •  2)  Dieselbe  erschien  also  8  Jahre  vor  Veröftent- 
lichung  der  dritten  Tabelle  Regiomontan's,  die  für  r  =  10'  berechnet  war. 
Es  besteht  jedoch  für  ims  kein  Zweifel,  dafs  Apian  seine  Tafel  aus  der  letzteren 
abgeleitet  hat  und  zwar  aus  demselben  Manuskripte,  nach  welchem  sie  Schöner 
1Ö41  herausgab;  denn  die  Anleitung,  die  er  zur  Berechnung  seiner  Tafel  gibt, 
stimmt  genau  mit  jener  übereiu,  die  dort  als  von  Peurbach  herstammend 
bezeichnet  wird,  und  die  wir  bei  Al-Zarkäli  kennen  lernten.  Es  dürfte  daher 
wohl   kein  Zweifel  bestehen,    dafs  die  folgenden  Worte,    die   Schöner    in    der 
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war  darauf  gerichtet,  sein  angeborenes  mechanisches  Talent  zur  Kon- 
struktion von  Scheiben-  und  anderen  Instrumenten  zu  verwenden,  welche 
alle  Tafeln  und  Rechnungen  ersparen  sollten.  Kepler  hat  dieses 
Bestreben,  das  sich  in  dem  grofsen,  Kaiser  Karl  V.  gewidmeten  Werke 
„Astronomicum  Caesareum",  Ingoist.  1040  zur  vollsten  Blüte  ent- 
faltete, nachmals  mit  Recht  eine  „industria  miserabilis"  genannt.  Der 
noch  relativ  brauchbarste  dieser  Apparate  war  sein  „Instrumeutum 
primi  mobilis",  das  er  1534  bekannt  machte  und  au  dessen  Be- 
schreibvmg  er  die  uns  schon  bekannte  Übersetzung  der  9  Bücher 
Geber' s,  sowie  jene  Sinustafel  anhängte. 

Dieses  Instrument  diente  zur  Auffindung  des  Sinus  and  des 
Sinus  versus  eines  spitzen  Winkels  und  war  folgendermafsen  kon- 
struiert. In  Fig.  35  ist  <^  jB  J.  C  =  90",  und  die  Gradteilung  auf 
Bogen  BC  aufgetragen.  Errichtet  man  dann  über  AB  und  ÄC  als 
Durchmesser  Kreise,  die  die  Namen  semicirculus  versus  und  rectus 
führen,  teilt  BA  von  B  aus  und  AC  von  A  aus  in  je  u  gleiche 
Teile  (Apian  schlägt  100000  vor)  und  legt  durch  jeden  Teilpunkt 
von  A  als  Mittelpunkt  aus  einen  Kreis,  so  schneiden  diese  Kreise 
auf   den  über  AB  und  AC  stehenden   ebenfalls   eine   Teilung  in  je 

n  Teile  aus,  die  man  aufträgt. 
Nun  ist  in  A  ein  Faden  be- 
festigt, der  nach  jenem  Winkel- 
grade gespannt  werden  kann, 
dessen  Sinus  oder  Siniis  versus 
man  ablesen  will.  Ist  dieser 
Winkel  ^BAG  =  a,  und 
schneidet  der  gespannte  Faden 
den  semicirculus  versus  in  H, 
den  anderen  in  K,  so  verfolgt 
man  die  durch  JSTund^  gehenden 
Kreise  bis  zu  ihren  Schnitt- 
punkten in  I  und  L  mit  BA, 
resp.  AC.  Wird  nun  BI^j) 
Teüe  abgelesen,  so  stellt  p 
direkt  den  sinvers  «  dar,  denn  es  ist  Bl^n  —  jj cos «  ==  w sinvers «, 
da  ja  cos  u  ■■ 


Fig.  35. 


AH 


AI 


ist.    Liest  man  ferner  auf  AC,  AL=q  Teile 

"           "                           AK     AL 
ab,  so  sind  diese  direkt  gleich  sin  «,  denn ^ =  cos  (90° — u)  ^  sin  «. 


Zueignung  seiner  Ausgabe  spricht,  auf  Apian  gemünzt  waren:  „Admiratione 
dignum  est,  fiiisse  quosdam  qui  hujus  doctissimi  viri  labores,  tamquam  iugenii 
Bui  foeturas,  sui  nominis  inscriptione ,  suppresso  interim  nomine  Eegiomontani 
publicare  non  erubuerint,  secus  facientes,  quam  facere  decet  bonos  viros." 
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Apian  hatte  ein  eigenes  Talent,  seineu  Apparaten  Gestalten  zu 
geben,  in  denen  sie  den  AVapjJenbildern  grol'ser  Herren  ähnelten;  so 
widmete  er  den  vorliegenden,  du  er  die  Gestalt  eines  Fuchseisens 
habt',  dem  Freiherrn  Christoph  Stadion,  Bischof  von  Augsburg, 
der  in  seinem  Wappen  ein  solches  trug  und  Apian's  Gönner  war. 
Durch  solche  Mittel  wurde  das  Interesse,  das  seine  Instrumente  bei 
seineu  Zeitgenossen  über  Gebühr  erweckteu,  noch  erhöht,  und  es 
fehlte  daher  bald  auch  nicht  an  Nachahmern  und  Plagiatoren.  So 
veröffentlichte  z.  B.  bereits  1542  Oroutius  Finaeus,  Professor  der 
Mathematik  in  Paris,  eine  Kosmographie,  in  welcher  er  genau  dasselbe 
Sinusinsti'ument  als  seine  eigene  Erfindung  ausgab. 

Apian's  Kenntnisse  in  der  Trigonometrie  zeigen  Regiomontau 
gegenüber  keinerlei  Fortschritt;  er  benutzt  durchweg  nur  den  Sinus, 
den  Cosinus,  für  den  er  wohl  zuerst  eine  eigene  Bezeichnung  „Sinus 
rectus  secundus"  einführt'),  und  den  Sinus  versus  —  Regiomontan's 
längst  bekannte  Tabula  foecunda  trigonometrisch  zu  verwerten  kam 
ihm  nicht  in  den  Sinn.  Ebensow^enig  zeigen  die  Vorschriften,  die 
er  in  der  2.  Auflage  des  genannten  Werkes  1541  zur  Auflösung 
von  1<)0  sphärisch -astronomischen  Aufgaben  gibt,  etwas  bemerkens- 
wert Neues.  Dagegen  ist  es  ihm  als  hohes  Verdienst  anzurechnen, 
dafs  er  Dschäbir's  Schrift  durch  seine  Druckausgabe  in  weiteren 
Kreisen  bekannt  machte. 

§  3.     Nikolaus  Coppernicus. 

Eine  ganz  andere  Stellung  in  der  Geschichte  der  Trigonometrie, 
als  jene  Nachfolger  Regiomontan's,  nimmt  der  grofse  Copperni- 
cus ein,  der,  wenn  auch  nicht  völlig  unabhängig  von  seinem  be- 
rühmten Vorgänger,  doch  in  der  Hauptsache  selbständig  sich  die 
trigonometrischen  Grundlagen  für  den  Bau  seines  neuen  Weltsystems 
schuf.  Wir  müssen  daher  bei  ihm  etwas  länger  verweilen,  zumal 
seine  Gedanken  sehr  bald  die  fruchtbarste  Verwertung  fanden  und 
Regiomontan's  System  in  wesentlichen  Punkten  zu  ergänzen  halfen. 

Nikolaus  Coppernicus  oder  Koppernigk')  ist  geboren  am 
19.  Februar  1473  zu  Thorn,  studierte  von  1491 — 94  in  Krakau  und 
hielt  sich  von  1496 — 1506  in  Italien  auf,  wo  er  in  Bologna  und 
Padua  studierte,  Rom  besuchte  und  in  Ferrara  den  juristischen  Doktor- 
grad errang.  Nach  Deutschland  zurückgekehrt  lebte  er  als  Domherr 
in    Frauenburg    und    war    neben    seinen    verschiedenartigen   Berufs- 


1)  lu  der  oben  angeführten  Kosmographie,  Defin.  9,  sowie  im  Instrumentum 
primi  mobilis.  —  2)  Nie.  Coppernicus  von  Leopold  Prowe.  2  Bände. 
Berlin  1883  —  84. 


140  7.  Kapitel. 

gescbäften  seit  1519  mit  Ausarbeitung  seines  neuen  Weltsystemes 
beschäftigt.  Um  das  Jubr  ir)30  verfafste  er  eine  Anzeige')  dieses 
seines  Werkes,  das  damals  in  den  Grundzügen  bereits  fertig  war, 
und  sandte  sie  an  verschiedene  befreundete  Gelehrte.  Der  von  uns 
schon  genannte  Georg  Joachim  Rhaeticus,  welcher  seit  1537 
Professor  der  Mathematik  in  Wittenberg  war,  kam  von  Copper- 
uicus'  Ruf  angezogen  im  Frühjahr  1539  zu  ihm  nach  Fraueuburg, 
um  sich  in  die  Geheimnisse  des  neuen  Systems  einführen  zu  lassen, 
und  veröffentlichte  bald  eine  Schrift,  in  welcher  er  die  Welt  mit 
den  Hauj)tpunkten  desselben  bekannt  machte.  Diese  „Narratio  prima 
de  libris  revolutionibus"  erschien  noch  in  demselben  Jahre  seiner 
Ankunft  in  Frauenburg. 

Rhaeticus,  der  in  enger  Freundschaft  zu  Coppernicus  stand, 
vermochte  übrigens  den  grofsen  Meister  trotz  aller  Bemühungen  doch 
nicht  zu  bewegen,  sein  vollständig  fertiges  Lebenswerk  der  (Öffent- 
lichkeit zu  übergeben.  Dies  gelang  erst  seinem  Jugendfreunde  Tide- 
maun  Giese,  dem  gelehrten  Bischof  von  Culm,  sowie  dem  Kardinal 
Nikolaus  Schönberg,  die  seine  Bedenken  wegen  der  scheinbaren 
Widersinnigkeit  seiner  neuen  Lehre  zu  zerstreuen  vermochten,  so  dafs 
endlich  im  Jahre  1541  Rhaeticus  mit  einer  Abschrift  des  druck- 
fertigen Manuskriptes  nach  Nürnberg  reisen  und  dasselbe  bei  den 
ihm  bekannten  Brüdern  Alantsee  in  Druck  geben  konnte.  Rhaeti- 
cus überwachte  selbst  den  Druck  der  ersten  Bogen,  ging  dann  aber 
zur  abermaligen  Übernahme  seiner  Professur  nach  Wittenberg  zurück, 
während  Osiander  und  Schöner  die  vöüige  Herausgabe  des  Werkes 
besorgten,  das  1543  erschien,  gerade  noch  vor  dem  am  24.  Mai 
desselben  Jahres  erfolgten  Tode  des  grofsen  Meisters. 

Das  Werk,  welches  den  Titel  „De  revolutionibus  orbium  coele- 
stium"^)  erhielt,  enthält  in  den  Kapiteln  12,  13  und  14  des  ersten 
Buches  eijie  Entwickelung  der  für  die  folgenden  astronomischen 
Untersuchungen  notwendigen  trigonometrischen  Hilfsmittel. 

Zwei  dieser  Kapitel,  das  13.  imd  14.  hatte  Rhaeticus  schon 
1542  als  selbständige  Schrift  unter  dem  Titel  herausgegeben:  „De 
lateribus  et  angulis  triangulorum,  tum  planorum  rectilineorum,  tum 
sphaericorum,  libellus  eruditissimus  et  utilissimus  .  .  .  scriptus  a 
Clarissimo  et  doctissimo  D.  Nicoiao  Copernico  Toronensi.  Additus 
est  Canon  semissium  subtensarum  rectarum  linearum  in  Circulo. 
Vittembergae".    Anno  1542  in  4".     Dieser  libellus  unterscheidet  sich 


1)  Diese  Selbstanzeige  wurde  erst  1878  wieder  entdeckt  imd  nach  einer 
Wiener  Handschrift  veröffentlicht.  —  2)  Die  beste  Ausgabe  ist  die  Jubiläums- 
ausgabe, Thom  1873.     Deutsch  von  Menzzer.    Thorn  1879. 
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nur  in  dem  aiigehilugteu  Kauou  von  ik-r  Niederschrift  des  Copper- 
nicus.  Sowohl  der  letztere,  als  auch  Rhaeticus  bedienen  sich 
nirgends  des  Wortes  Sinus,  sondern  sprechen  nur  von  halben  Sehnen. 
Die  Sinustafel  in  des  Coppernicus'  Werk')  ist  für  den  Radius  10'' 
berechnet  und  schreitet  von  10'  zu  10'  fort,  wobei  die  Differenzen 
zur  Berechnung  der  Proportionalteile  notiert  sind.  Die  Tafel  des 
Rhaeticus  hingegen,  die  offenbar  von  ihm  selbst  berechnet  wurde, 
bezieht  sich  auf  den  Radius  10'  und  schreitet  von  Minute  zu  Minute 
fort;  aufserdem  ist  sie,  wie  unsere  heutigen  Tafeln,  zur  direkten 
Aufsuchung  der  Cosinusse  eingerichtet,  indem  am  unteren  Ende 
der  Spalten  die  Grade  der  Komplemente  der  Winkel  notiert  sind  und 
die  Minuten  rechter  Hand  angegeben  werden").  Da  diese  Angabe 
der  Komplementswinkel  sich  in  dem  Kanon  des  Coppernicus  nicht 
findet,  so  dürfte  sie  wohl  von  Rhaaticus  selbst  herrühren. 

Das  13.  Kapitel  der  Revolutionen  umfafst  die  ebene  Trigono- 
metrie, die  nichts  Bemerkenswertes  bietet,  indem  die  Fundamental- 
aufgaben  über  die  Dreiecke  sämtlich  mit  der  Zerspaltung  in  zwei 
rechtwinklige  nach  der  Methode  der  Griechen  gelöst  werden;  nur 
wird  überall  die  halbe  Sehne  statt  der  ganzen  gebraucht^).  Sollte 
in  der  auffälligen  Vermeidung  des  Wortes  Sinus  vielleicht  ein  Zu- 
sammenhang mit  Werner  zu  sehen  sein,  dessen  Dreiecksbücher,  wie 
wir  wissen,  Rhaeticus  in  Händen  hatte? 

Im  14.  Kapitel  behandelt  Coppernicus  die  sphärische  Trigo- 
nometrie, an  deren  Spitze  er  den  Sinussatz  des  rechtwinkeligen 
Dreieckes  oder  die  Regel  der  vier  Gröfsen  stellt,  die  er  beide  nicht 
streng  voneinander  scheidet.  Woher  kennt  der  Meister  diese  Sätze? 
Vielleicht  aus  einer  mündlichen  Mitteilung  des  Rhaeticus,  der  sie 
selbst  wieder  von  Werner  hatte?  Im  Nachlasse  des  Coppernicus 
fand  sich  auch  ein  Exemplar  von  jener  uns  wohlbekannten  Ausgabe 
der  9  Bücher  Gebers,  die  1534  erschienen  waren,  sowie  ein  solches 
der  Dreiecksbücher  Regiomontan's*)  mit  einer  eigenhändigen 
Widmung  des  Rhaeticus,  die  aber  leider  nicht  datiert  ist,  so  dafs 

1)  Deutsche  Ausgabe  38  —  42  incl.  —  2)  Schon  Gassendi  (vita  Copernici 
p.  30),  Kaestner  (Greschichte  der  Mathematik  I.  577)  und  später  R.  Wolf 
H.  A.  I.  171  haben  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  dies  die  erste  Tafel  ist, 
in  der  die  Cosinusse  direkt  neben  den  Sinussen  auftreten,  wenn  sie  auch  keinen 
eigenen  Namen  führen.  —  3)  Coppernicus  sagt  am  Schlüsse  des  12.  Kap. 
p.  37  der  deutschen  Ausgabe:  „Ich  halte  es  aber  für  hinreichend,  wenn  wir 
nur  die  halben  Sehnen  der  doppelten  Bogen  in  das  Verzeichnis  aufnehmen, 
durch  welche  Abkürzung  wir  dasjenige  in  Quadranten  zusammenfassen,  was  für 
den  Halbki-eis  ausgeführt  werden  müfste."  —  4)  Prowe  a.  a.  0.  I.  408.  Copper- 
nicus hat  diese  Bücher  eingehend  studiert,  wie  eine  Reihe  von  Randbemerkungen 
von  seiner  Hand  in  denselben  zeigen. 
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man  nicht  entscheiden  kann,  wann  dieser  die  Schrift  dem  Copper- 
uicus  geschenkt  hat.  Stammt  vielleicht  aus  einem  dieser  Werke 
seine  Kenntnis  des  Sinussatzes?  Dann  müfste  aber  die  erste  Nieder- 
schrift seiner  Trigonometrie  völlig  umgearbeitet  worden  sein,  da 
dieselbe  nach  einer  Angabe')  des  Rhaeticus  in  seiner  Widmung  des 
libellus  triangulorum  lauge  vor  dem  Erscheinen  von  Regiomontan's 
Büchern  bereits  vollendet  war^).  Dies  anzunehmen  haben  wir  aber 
keinen  Anhaltspunkt.  Im  Gegenteil  bemerkt  M.  Curtze  p.  57  der 
Jubiläumsausgabe  der  Revolutionen,  dafs  gerade  die  ersten  Sätze  von 
Coppernicus'  Trigonometrie,  wie  die  Originalhandschrift  zeigt,  nicht 
umgearbeitet  worden  sind,  soviel  er  auch  an  den  anderen  Sätzen 
umgestellt  und  verändert  hat.  Es  scheint  uns  daher  das  Wahrschein- 
lichste, dafs  Coppernicus  durch  eigenes  Studium  der  Ptolemäi- 
schen  Trigonometrie  auf  diese  iVereinfachung  geführt  wurde.  Und 
zwar  sprechen  dafür  folgende  Thatsachen:  Wie  Ptolemäus  den  Satz 
des  Menelaus  auf  das  vollständige  Viereck  anwendet,  um  in  jedem 
einzelneu  Falle  die  Lösung  einer  Dreiecksaufgabe  zu  erhalten,  ganz 
ebenso  wendet  Coppernicus  seinen  Sinussatz  auf  das  vollständige 
Viereck  an  und  gewinnt  dadurch  die  Lösungen  der  Hauptaufgaben 
der  Dreieckslehre,  während  im  Gegensatze  hierzu  Geber  und  Regio- 
montan  sich  mittelst  dieses  fundamentalen  Satzes  zuerst  die  spe- 
ziellen Relationen  für  das  rechtwinklige  Dreieck  verschaffen,  um 
diese  dann  zur  Behandlung  der  einzelneu  Probleme  zu  benützen.    Für 

unsere  Ansicht  spricht  aber  auch  der  Be- 
weis des  Sinussatzes,  der  im  Gegensatze 
zu  Geber's  und  Regiomontan's  Ver- 
fahren, wie  der  Transversalensatz  der 
Griechen,  direkt  aus  der  Betrachtung  des 
zugehörigen  Dreikantes  gewonnen  wird. 
Die  Eleganz  und  Einfachheit  desselben 
veranlafst  uns,  ihn  hier  mitzuteilen. 

Ist  AÄBÜ  in  Fig.  36  bei  C  recht- 
winkelig, so  ergänzt  man  arc.  AC  und 
arc.  AB  zu  Quadranten  und  konstruiert 
die  Dreikante  .4.BC'i^  und  AEDF,  deren 
Spitzen  im  Kugelmittelpunkt  F  liegen.  Fällt  man  dann  BG  J_  AF, 
jBJ_LFCund  DK±EF  und   zieht  Gl,  so  sind  die  Ebenen  DEF 


1)  Berti  (Copemico  e  le  vicende  del  Sistema  Copemieano  Roma  187G) 
hat  p.  46  —  48  des  Rhaeticus  Zeugnis  in  Zweifel  gezogen,  aber  ganz  mit  Un- 
recht, wie  Prowe  unwiderleglich  nachweist.  —  2)  Nunc  recens  prodiit  lucu- 
bratio  Regiomontani,    sed  multo   antequam  videre  potuit  vir  Clarissimus  et 
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und  BCF  senkrecht  zur  Ebene  AEF;  somit  ist  DK\\BI  und 
^FDK=  ^,  GBl,  d.h.  AFEI)c\J  AGIB.  Hieraus  folgt 
DF:BG  =  DK:BI,  oder dd  BI=smBC,  BG  =  sinAB,  DK=smA, 
DF  =  r  ist,   r  :  sin  AB  =  sin^  :  sin  56'.  q.  e.  d. 

Hat  CJoppernicus  auch  den  Sinussatz  selbständig  gefunden,  so 
zeigt')  die  noch  erhaltene  Originalhandschrift  seines  Werkes,  dafs 
er  die  Lösung  der  beiden  Aufgaben,  ein  Dreieck  aus  den  drei  Seiten 
beziehungsweise  aus  den  drei  Winkebi  zu  berechnen,  erst  nach  Ein- 
sicht von  Regiomontan's  Büchern  in  seine  Schrift  eingefügt  hat, 
aber  die  Lösungen  sind  auch  hier  selbständig  umgestaltet  und  ein- 
facher und  eleganter  als  bei  Regiomontan  ausgeführt"). 

Ursprünglich  sollten  die  Kapitel  über  die  Dreiecke  ein  selb- 
ständiges, das  zweite  Buch  der  Revolutionen  ausmachen^),  später 
aber  wurden  sie  unter  verschiedenen  Kürzungen  zum  ersten  Buche 
geschlagen,  wodurch  sie  den  Charakter  eines  selbständigen  Lehr- 
buches der  Trigonometrie  verloren,  das  Copperuicus  nach  dem 
Erscheinen  von  Regiomontan's  Werk  wohl  nicht  mehr  für  not- 
wendig hielt.  Es  ist  übrigens  wichtig  zu  bemerken,  dafs  er  mit  der 
hier  entwickelten  Dreieckslehre  doch  nicht  in  allen  Fällen,  die  sich 
bei  seinen  astronomischen  Untersuchungen  darboten,  ausreichte,  sei 
es  dafs  er  sie  nicht  überall  genügend  zu  benützen  verstand,  sei  es 
dafs  er  auf  anderem  Wege  rascher  zum  Ziele  zu  gelangen  glaubte. 
So  findet  sich  z.  B.  im  IL  Buche  Kap.  3^)  seines  Werkes  die 
nämliche  Aufgabe,  die  Werner  schon  mit  seiner  prosthaphäretischen 
Methode  gelöst  hatte  (S.  136),  nämlich  aus  Breite,  Deklination  und 
Ekliptikschiefe  die  Länge  eines  Sternes  zu  bestimmen,  mit  der  uns 
wohlbekannten  Projektionsmethode  des  Analemmas  behandelt.  Jedoch 
steht    seine    Endformel    jeuer    Werner's    an    Eleganz    nach. 

Wie  Coppernicus  in  seinen  Beweisen  und  Ableitungen  durchweg 
ein  gewisses  Streben  nach  Selbständigkeit  zeigt,  so  gibt  sich  die  Fülle 
seiner  eigenen  Gedanken  auch  in  den  Randglossen  zu  erkennen,  mit 
denen  er  die  in  seinem  Besitze  befindlichen  wissenschaftlichen  Werke 
zu  versehen  pflegte.  In  seinem  Nachlasse*)  befindet  sich  nun  auch 
ein  Exemplar  von  Regiomontan's   „Tabulae  directionum"  in  jener 


doctissimus  Nie.  Copp.,    dum   et  in  Ptolemaeo  illustrando,   et  in  doctrina  mo- 
tuuin  tradenda  elaborat,  de  Triangulis  eruditissime  scripsit. 

1)  Prowe  a.  a.  0.  I.  Abschn.  2.  478  —  479,  Note  **  und  485  —  487,  Note*. 
Vgl.  auch  Cantor  11.  433.  —  2)  Das  bemerkte  schon  Battaglini;  vgl.  Berti 
a.  a.  0.  240.  —  3)  Jubiläumsausgabe  p.  34,  Note.  —  4)  Deutsche  Ausgabe 
133  — 134.  —  5)  Max.  Curtze,  Reliquiae  Coppernicanae.  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  XIX.  76  —  82  und  432—458,  sowie  XX.  221  —  248.  Über  die  Sekanten 
speziell  XX.  221  —  222. 
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von  1490  aus  der  Offizin  von  Erbardt  Radoldt  in  Augsburg  stam- 
menden Ausgabe').  In  der  darin  enthaltenen  Tabula  foecunda,  die 
für  r^  100000  berechnet  war,  hat  Copper- 
nicus  eine  neue  Kolumne  von  Zahlen  für 
r  =  10000  hinzu  berechnet,  der  er  die  Über- 
schrift 'TnotSLVovßa  gab^),  während  er  die 
Zahlen  Regiomontan's  mit  Ka&stog  bezeich- 
nete. Damit  aber  war  die  erste  Sekanten- 
tafel hergestellt,  indem  die  letzteren  Zahlen 
in  Fig.  37  die  Länge  BC,  die  ersteren  die 
Länge  AC  darstellend  die  Tangenten,  beziehungs- 
weise Sekanten  bezeichnen. 
Geführt  wurde  er  auf  die  Sekanten  jedenfalls  durch  das  Be- 
streben, die  lästigen  Divisionen  durch  den  Cosinus  eines  Winkels 
durch  Multiplikationen  zu  ersetzen,  was  die  Sekanten  leisteten,  und 
darin  allein  bestand  auch  ihr  Wert,  den  sie  bis  zur  Erfindung  der 
Logarithmen  behielten^). 

Praktische  Anwendungen  von  dieser  hier  zum  erstenmale  auf- 
tretenden neuen  Fimktiou  sind  uns  allerdings  von  Coppernicus 
nicht  überliefert,  auch  wurde  sie  Zeit  seines  Lebens  nicht  bekannt, 
da  er  nichts  hierüber  veröifeutlichte;  doch  begegnen  wir  ihr  wieder 
bei  seinem  Schüler  Rhaeticus,  zu  dem  wir  uns  jetzt  wenden. 

§  4.     Georg  Joachim  Rhaeticus. 

Der  eigentliche  Familienname  dieses  Gelehrten  ist  nicht  eudgiltig 
festgestellt,  einige  nennen  ihn  Joachim,  andere  von  Lauchen*), 
er  selbst  schrieb  sich  Georg  Joachim  Rhaeticus  und  war  1514 
zu  Feldkirch  in  Vorarlberg  (Rhätien)  geboren.     Er  studierte   zuerst 


1)  L.  Prowe  I.  Abschn.  2.  418.  —  2)  Diese  Tabelle  hat  Curtze  a.  a.  0. 
XX.  221  abgedruckt.  —  3)  Schon  bei  Regiomontan  findet  sich  eine  Spur  von 
den  Sekanten,  indem  er  nämlich  zur  Erleichterung  der  Berechnung  der  Zeiten 
einiger    seiner   Beobachtungen    von    den  Jahren    1460  —  62    das  Verhältnis    des 

Cosinus  der  geographischen  Breite  qp  zum  Sinustotus  600  000  in  100000: 10'^ 

cos  Cf 

verwandelte.    Das  Glied 10'  nannte  er  „multiplicator  perpetuus  ad  locum 

observationis",  und  hierin  ist  eben =  sec  «p.     (Scripta  clarissimi  Math. 

cos  (p 

M.  Joannis  Eegiomontani  de   Torqueto,  Astrolabio,  Armillari  etc.    Norimbergae 

1544.    in  4°.    carta  38  und  39.)    Hierauf  hat  Pfleiderer:    Ebene  Trigonometrie, 

Tübingen   1802.   8°.  p.  140.   Anmerk.  b  aufmerksam  gemacht.  —  4)  P.  Hipler, 

Chorographie    des    Joachim    Rhaetiou.s.     Zeitschr.  f  Math,   und,  Phys.    XXI. 

187Ü.    bist.  litt.  Abtl.   126. 
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in  Züricli,  duim  in  Wittenberg  Mathematik,  wo  er  IT);}?  seinem 
Lelirer  Joliiinii  Volniar  nachfolgte,  nachdem  er  sich  vorher  noch 
bei  tleui  damals  weitberühmten  Johann  Schöner  (f  1547)  in  Nürn- 
berg und  bei  Johann  Stoff  1er  in  Tübingen  in  seiner  Wissenschaft 
grüiulliche  Kenntnisse  erworben  hatte.  Wie  schon  erwähnt,  verliefs 
er  1039,  bald  nach  seiner  Ernennung  zum  Professor  für  Arithmetik 
und  Geometrie,  Wittenberg  und  ging  zu  CJoppernicus,  bei  dem  er 
bis  1542  blieb,  dann  kehrte  er  nach  Wittenberg  zurück,  nahm  aber 
noch  in  demselben  Jahre  einen  Ruf  nach  Leipzig  an.  1551  zog  er 
nach  Frag  und  von  da  nach  Krakau,  wo  er  bis  zu  seinem  Tode  ge- 
blieben zu  sein  scheint,  der  ihn  1574  zu  Kaschau  in  Ungarn  über- 
raschte, als  er  daselbst  einem  Gönner  einen  Besuch  abstattete. 

Dafs  dem  Rhaeticus  zunächst  ein  gewisses  Verdienst  an  dem 
Zustandekommen  der  Trigonometrie  des  Ooppernicus  zukommt, 
scheint  uns  aufser  Zweifel  zu  sein.  Dafür  sprechen  mehrere  Stellen 
in  der  Einleitung  zu  seinem  grofsen  Lebenswerke,  dem  „Opus  Pala- 
tiuum  de  triangulis",  das  erst  20  Jahre  nach  des  Rhaeticus  Tode 
von  seinem  Schüler  Valentin  Otho  vollendet  und  herausgegeben 
wurde.  So  heifst  es  daselbst  z.  B.  Rhaeticus  sei  auf  den  Gedanken 
gekommen  „Ausschnitte  von  Kugeln  und  Pyramiden,  die  über  den 
Kugeldreiecken  als  Grmidflächen  stehen,  zu  benützen",  auf  welchem 
Gedanken,  wie  wir  sahen,  die  meisten  Beweise  des  Ooppernicus 
beruhen.  Doch  mag  man  dieser  Bemerkung  Glauben  beimessen 
oder  nicht,  soviel  ist  sicher,  dafs  sich  Rhaeticus  von  der  Zeit  seines 
Aufenthaltes  bei  Ooppernicus  ab  fast  ausschliefslich  nur  mit  trigo- 
nometrischen Arbeiten  beschäftigte. 

In  Leipzig  machte  er  sich  au  die  Ausführung  eines  Planes,  den 
er  wahrscheinlich  schon  in  Frauenburg  gefafst  hatte,  indem  er  nämlich 
einen  Kanon  der  Sinusse,  Tangenten  und  Sekanten,  sowie  ihrer 
Komplementärfunktionen  berechnete,  dem  der  Sinus  totus  r=l<>' 
zugrunde  lag,  uud  der  von  10  zu  10  Minuten  fortschritt. 

Diese  Tafel  erschien  1551  zu  Leipzig  bei  Wolfgang  Gunter 
unter  dem  Titel  „Oanon  doctrinae  triangulorum.  Nxmc  primum  a 
Georgio  Joachime  Rhaetico,  in  lucem  editus".  4"  und  gehört  jetzt 
zu   den   kaum    mehr   auffindbaren   Seltenheiten^).     Sie    enthält    die 


1)  Die  Münchener  Hol-  und  Staatsbibliothek  besitzt  ein  mit  Math.  P.  1G8 
ausgezeichnetes  Exemplar,  das  uns  vorlag.  Pfleiderer  hat  in  seiner  vor- 
züglich gearbeiteten  Trigonometrie  bemerkt,  dafs  eine  .solche  Schrift  wohl 
existieren  müsse,  und  führt  eine  Reihe  von  zeitgenössischen  Aufserungen  an, 
die  darauf  hinweisen,  bemerkt  aber,  dafs  sie  ihm  nicht  zu  Gesicht  gekommen 
sei,  noch  habe  er  in  irgend  einer  Bibliogi-aphie  darüber  Nachricht  gefunden. 
M.  Cantor  erwähnt  das  Werk  nicht,  dagegen  zitiert  es  R.  Wolf  H.  A.  I.  171,  gibt 

V.  Brauuuiühl,   Gest-hicUte  der  Trigouüiuetrie.    I.  10 
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erste  umfangreichere  Tangententafel  und  die  erste  über- 
haupt gedruckte  Sekantentafel,  so  dafs  mit  der  Auffindung 
dieses  Schriftchens  im  Zusammenhalt  mit  der  schon  mitgeteilten 
handschriftlichen  Existenz  einer  Sekantentabelle  bei  Coppernicus 
die  Frage*)  über  die  Priorität  der  Erfindung  der  Sekanten  sich  end- 
giltig  dahin  beantworten  läfst,  dafs  Coppernicus  zuerst  den  Ge- 
danken hatte,  diese  Funktion  einzuführen,  und  Rhaeticus  die  Ge- 
lehrtenwelt mit  ihr  bekannt  machte.  Maurolycus  ^),  der  uns  auch 
schon  begegnete  und  uns  weiter  unten  noch  beschäftigen  wird .  eignete 
sich  dieselbe  sofort  an  und  zeigte  ihre  praktische  Verwendbarkeit. 
Die  Einrichtung  von  Rhaeticus'  Kanon  beruht  auf  einer  neuen 
Definition  der  trigonometrischen  Funktionen,  welche  er  in 
einem  dem  Schriftchen  angehäugten  Dialog  andeutete  und  später  im 
Opus  Palatinum  eingehend  ausführte;  wir  stellen  daher  das  Folgende 
nach  diesem  letzteren  Werke  dar. 

Da  er  zunächst  für  die  von  ihm  als  notwendig  erachteten 
trigonometrischen  Funktionen  eine  Bezeichnung  nötig  hatte,  und  das 
„barbarische  saracenische"  Wort  Sinus  verdrängen  wollte,  so  führte 
er  dafür  die  Benennung  Perpendiculum,  für  den  Cosinus  die  Be- 
zeichnung Basis  und  für  die  Sekante  den  Namen  Hypotenusa  ein. 
So  boten  ihm  die  drei  Seiten  des  rechtwinkligen  Dreieckes  ABC 
(Fig.  38)  —  Triquetrum  cum  recto  —  seine  Grundfunktionen  und 
zwar  bezeichnete,  wenn  AB  den  Sinus  totus 
vorstellte,  Bü  das  Perpendikel  und  AC  die 
Basis  des  Winkels  «,  setzte  man  aber  ^C'^  sin  tot., 
so  war  AB  die  Hypotenuse  oder  Sekante  von  u, 
und  das  Perpendikel  BC  die  Tangente,  und 
'*'  wenn  endlich  l?C=sintot.  genommen  wurde, 

so  stellte  die  Basis  AC  die  Cotangente  und  die  Hypotenuse  AB  die 
Cosekante  des  Winkels  a  vor. 

Hier  also  taucht  zum  erstenmale  in  der  trigonometri- 
schen Litteratur  des  Abendlandes  der  Gedanke  auf,  die 
Seiten  eines  rechtwinkeligen  Dreieckes  zur  Definition  der 
6   Funktionen    zu    benützen   und    sie   daher   in   unmittelbare 


aber  unrichtig  als  Druckort  Nürnberg  an.  Richtig  zitiert  finde  ich  es  bei 
Graesse,  Tr&or  des  livres  rares  et  pröcieux  1864.  VI,  1.  —  Dafs  Rhaeticus 
bereits  1539  einen  Canon  hypotenusarum  herausgegeben  habe,  wie  Baltzer 
(Die  Elemente  der  Mathematik  187S.  II.  297  Anm.)  sagt,  beruht  jedenfalls  auf 
einem  Irrtum. 

1)  Vgl.  hiermit  das  ganz  ähnliche  Urteil  M.  Curtze's,  Zeitschr.  f.  Math,  und 
Phys.  XX.  222.  —  2)  Delambre  hat  die  Erfindung  der  Sekanten  dem  Mauro- 
lycus  zugeschrieben,  a.a.O.  438.   Ebenso  Chasles,  Geschichte  der  Geometrie 363. 
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Beziehung  zu  den  Winkeln,  statt  zu  den  Kreisbögen  zu 
bringen,  wenn  auch  die  praktische  Verwendung  derselben  durch  den 
schwerfälligen  Gebrauch  des  Sinus  totus  noch  wesentlich  beeintriichtigt 
wird.  Auch  ist  zu  bemerken,  dafs  Rhaeticus  für  die  drei  Funk- 
tionen Tangens,  Cotangeiis  und  Cosecaus  keine  eigenen  Namen  ein- 
führt.    Nach  seiner  Definition  ist  für   sin  tot.  =r: 

tg  a  :  r  ^  sin  a  :  cos  a ;         ctg  a     :  r  =  cos  « :  sin  « ; 
sec  «  :  r  =     r     :  cos  « ;         cosec  « :  r  =     »•     :  sin  « . 

Über  die  Art  und  Weise,  wie  Rhaeticus  die  Tafel  dieser 
Funktionen  berechnet  hat,  gibt  er  in  seiner  ersten  Schrift  nichts 
Näheres  an,  wohl  aber  sind  seine  Methoden  im  Opus  Palatinum  aus- 
führlich auseinandergesetzt;  wir  werden  daher  bei  Besprechung  dieses 
Werkes  näher  auf  sie  eingehen  und  wollen  jetzt  die  Einrichtung  des 
Kanons  kurz  auseinandersetzen.  Derselbe  umfafst  14  Seiten,  wovon 
immer  zwei  nebeneinander  aufliegende  in  der  Weise  zusammengehören, 
dafs  die  6  Funktions werte,  welche  einem  in  der  ersten  Spalte  links 
stehenden  Winkelwerte,  beziehungsweise  seinem  in  der  letzten  Spalte 
rechts  befindlichen  Komplemente  zugehören,  mit  ihren  Differenzen  in 
je  einer  beide  Seiten  durchlaufenden  Zeile  enthalten  sind.  Die 
6  Fuuktionswerte  sind  in  3  Serien  zu  je  zweien  geteilt.  Über  der 
ersten  Serie  (die  Bezeichnung  „Serie"  findet  sich  übrigens  erst  im 
Opus  Palatinum)  steht  „Subtendens  angulum  rectum",  d.  h.  hier  stehen 
„Sinus"  und  „Cosinus",  welche  für  die  Hypotenuse  =10"  erhalten 
werden;  in  der  zweiten  Serie,  die  „Majus  latus  includentium  angulum 
rectum"  überschrieben  ist,  sind  die  für  die  gröfsere  Seite  des  Drei- 
eckes =  10'  resultierenden  Funktionen  „Hypotenusa"  =  Sekante  und 
„Perpendiculum"  =  Taugente  notiert,  und  in  der  dritten  Serie  mit 
der  Überschrift  „Minus  latus  includentium  angulum  rectum"  stehen 
die  aus  der  Gleichsetzung  der  kleineren  Dreiecksseite  mit  10'  ent- 
stehenden Funktionen  „Hypotenusa"  =  Cosekante  und  „Basis"  =  Co- 
tangente.  Um  die  Ablesung  der  Komplementärfunktionen  zu  ermög- 
lichen, sind  am  unteren  Ende  je  zweier  zusammengehöriger  Seiten 
die  entsprechenden  Bezeichnungen  eingeschrieben,  die  dann  zu  den 
rechtsstehenden  Wiukelwerten  gehören,  wie  es  in  unsern  heutigen 
Logarithmentafeln  gebräuchlich  ist. 

Es  ist  also  hier  zum  erstenmale  eine  umfassende  Tafel 
aller  6  trigonometrischen  Funktionen  geschaffen  und  von 
dem  Satze  Gebrauch  gemacht,  dafs  die  Funktionen  der  Winkel  über 
45"  gleich  den  Cofunktionen  derselben  Winkel  unter  45°  sind,  wo- 
durch das  Volumen  der  Tafel  auf  die  Hälfte  reduziert  wird. 

Wir  bemerkten  schon,  dafs  der  Tafel  ein  „Dialogus  de  canone 
doctrinae  triangulorum"    angehängt   ist.      Hierin    ist    unter    anderem 

10* 
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betont,  dafs  durch  Benützung  des  reclatwiukeligen  Dreieckes  zur 
Definition  der  trigonometrischen  Funktionen  an  Stelle  der  Kreissehnen 
ein  weit  „fruchtbai-erer"  Kanon  erzielt  werden  könne.  Ferner  wird 
mitgeteilt,  dafs  Rhaeticus  die  ganze  sphärische  Dreieckslehre  auf 
10  Analogien  reduziert  habe,  die  sich  allein  auf  das  rechtwinkelige 
Dreieck  beziehen,  und  dafs  er  aufserdem  aus  der  Betrachtung  des  zu 
einem  Dreiecke  gehörigen  Dreikantes  die  ganze  sphärische  Trigono- 
metrie abgeleitet  habe,  wie  wir  das  bei  Coppernicus  kennen  lernten; 
endlich  wird  noch  versprochen,  in  einem  zweiten  Werke  eine  Reihe 
von  Anwendungen  auf  Beispiele  aus  der  Optik,  Gnomonik,  Geographie, 
Astronomie,  Musik  (!)  und  Mechanik  zu  geben  —  Versprechungen, 
die  er  nicht  mehr  erfüllen  konnte,  während  seine  Regelu  über  die 
Dreiecksberechuung  im  Opus  Palatinum  ausführlich  enthalten  sind. 

Dieses  kleine  Schriftchen  des  Rhaeticus  hat,  wie  sich  in  der 
Folge  noch  zeigen  wird,  einen  nicht  zu  unterschätzenden  Einflufs 
auf  die  Entwickelung  der  Trigonometrie  als  eigener  selbständiger 
Wissenschaft  ausgeübt,  ja  man  darf  sagen,  einen  gröfseren,  als  das 
voluminöse  Opus  Palatinum  mit  seinem  Riesenkanon,  auf  das  wir 
an  geeigneter  Stelle  eingehen  werden. 

§  5.     Erasmus  Reinhold's  Tangententafel. 

An  die  Veröffentlichung  des  kleinen  Kanons  schlofs  sich  ein 
weiteres  Tafel  werk  an,  das  aus  der  Feder  von  Rhaeticus'  einstigem 
Kollegen  in  Wittenberg,  Erasmus  Reiuhold^)  (1511  —  15.Ö3) 
stammte.  Derselbe  besorgte  nämlich  eine  neue  Ausgabe  der  „Tabulae 
directionum"  Resiomontan's,  die  aber  erst  ein  Jähr  nach  seinem 
Tode  1554  erschien^).  Diese  Tafeln  enthalten  aufser  einer  Sinus- 
tabelle, welche  übrigens  ganz  mit  der  von  Rhaeticus  1542  publi- 
zierten übereinstimmt  (nur  die  Differenzen  zur  Sekundenberechnung 
sind  angegebenj,  auch  eine  umfangreiche  Tangententafel,  tabula 
foecunda,  die  für  r  =  10^  von  Minute  zu  Minute  berechnet  ist.  Für 
den  letzten  Grad  sind  die  Tangenten  sogar  von  10  zu  10  Sekunden 
bestimmt,  was  jedoch  nicht  hindert,  dafs  sämtliche  Werte,  schon  von 
70"  angefangen,  in  den  letzten  Dezimalen  ungenau  sind.  Doch  wich- 
tiger ist  zu  bemerken,  dafs  Reinhold  den  Nutzen  der  Tangenten 
nicht,  wie  seinerzeit  Regiomontan,  nur  in  der  leichteren  Berechnung 


1)  Reinhold  war  gleichzeitig  mit  Rhaeticus  auf  Veranlassung  Melanch- 
thon's  au  die  Wittenberger  Hochschule  gekommen  und  hatte  die  hühere  Mathe- 
matik, d.  h.  die  Astronomie  übernommen.  —  2)  Liber  tabularum  directionum 
discentibus  prima  elementa  astronomiae  utilissima.  Tubingae  1554.  in  4".  Die 
Widmung  au  Herzog  Albrecht  von  Preufsen  ist  von   1553. 
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der  Rektaszension  und  der  Verwendung  beim  Jakobstab  siebt,  sondern 
er  kennt  auch  ihren  rein  trigouoiuetrischeu  Wert  und  stellt  sie  gleich 
nach  den  Sinussen*).  Offenbar  hatte  er  hierin  schon  von  iihaeticus 
gelernt,  denn  auch  seine  Definition  der  Tangenten,  sowie  der  Co- 
tangenten,  welche  ebenfalls  direkt  abgelesen  wei-den  können,  ist  die- 
selbe, wie  bei  jenem,  eine  eigene  Bezeichnung  für  sie  findet  sich 
aber  auch  hier  noch  nicht. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  gesehen,  wie  die  Trigonometrie 
ihre  neueren  und  bedeutenderen  Fortschritte:  die  gleichzeitige  Be- 
trachtung der  G  Funktionen,  sowie  die  Erstellung  neuer  brauchbarer 
Tafelwerke  wieder  der  Anregung  durch  die  Astronomie  verdankte. 
Diese  hatte  aber  auch  in  den  letzten  Jahrzehnten  an  den  deutschen 
Universitäten  immer  mehr  an  Boden  gewonnen  und  die  Astrologie 
alimählich  etwas  zurückdrängend  sich  ernsteren  Problemen  gewidmet. 
Das  beweisen  namentlich  die  vielen  Lehrbücher,  welche  damals  er- 
schienen und  astronomische  wie  kosmographische  Fragen  behandelten. 
Natürlich  haben  wir  auf  diese  Litteratur-J,  insofern  sie  keinen  wissen- 
schaftlichen Fortschritt  bringt,  nicht  weiter  einzugehen  und  wollen 
nur  erwähnen,  dafs  auch  bei  Behandlung  der  geographischen  Pi-obleme 
namentlich  in  den  Schriften  Caspar  Peucer's^),  der  Schwiegersohn 
von  Melanchthon  und  Nachfolger  Reinhold's  auf  der  Lehrkanzel 
in  Wittenberg  war,  bereits  die  schwerfälligen  Methoden  Werner's 
verschwinden  und   durch   praktische  trigonometrische  ersetzt  werden. 

§  6.     Die  Trigonometrie  in  Italien. 

Um  die  zeitliche  Aufeinanderfolge  festzuhalten,  wenden  wir  uns 
jetzt  nach  Italien,  wo  wir  alsbald  den  Einflufs  der  Arbeiten  des 
Coppernicus  und  Rhaeticus  erkennen  werden.  Die  Astronomie 
und  mit  ihr  unsere  Wissenschaft  hatten  damals  schon  einen  wesentlich 
internationalen  Charakter  angenommen,  wie  die  ungemein  rasche  Ver- 
breitung der  fundamentalen  Schriften  Regiomontan's  und  Copper- 
nicus' über  alle  zivilisierten  Länder  beweist.  Der  Grund  hierfür  lag 
aufser   in    dem    steigenden  wissenschaftlichen  Literesse   auch  in  den 


1)  .  .  .  inter  quos  (canones)  praecipuus  est  Poecundus,  cui  merito  secundus 
tribuimus ,  cum  tubulae  sinuum  primae  debeantur.  —  2)  Einige  der  vielgelesensten 
Autoren  waren  aufser  Peucer,  Tbomas  Blebelius  aus  Wittenberg,  Johann 
Stüffler  aus  Tübingen,  Daniel  Santbech,  Oswald  Schreckenfuchs  aus 
Freiburg,  Johann  Schöner  aus  Nürnberg  u.  a.  m.  —  2)  C.  Peucer,  De  di- 
mensione  terrae  et  geometrice  numerandis  locorum  particularium  intervallis  ex 
doctrina  triangulorum  sphaericorum  et  canone  subtensarum  über.  Wittembergae 
1587,     Die  Widmung  an  Joachim  Camerarius  ist  von  1554, 
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vielfachen  persönlichen  Beziehungen,  in  die  die  Gelehrten  jener  Zeit 
auf  italienischem  Boden  zu  einander  traten,  der  noch  immer  den 
Sammelplatz  der  wifsbegierigen  Männer  und  Jünghnge  aus  aller 
Herren  Länder  bildete.  Die  hier  in  der  Studienzeit  angeknüpften 
Bekanntschaften  gaben  dann  später  zu  lebhaftem  Briefwechsel  Ver- 
anlassung, durch  den  sich  die  Gelehrten  teils  mit  ihren  Entdeckungen 
segenseitigr  bekannt  machten,  teils  sich  wissenschaftliche  Fragen  und 
Probleme  stellten,  die  oftmals  wieder  die  Entstehung  von  Druck- 
schriften und  Werken  veranlassten,  welche  man  sich  wechselseitig 
zusandte. 

Zunächst  tritt  uns  in  Italien  Francesco  Maurolyco  ^)  ent- 
gegen, der  von  14il4  — 1575  lebte  und  Abt  in  Messina  war  —  eine 
Persönlichkeit,  die  wir  schon  wiederholt  anzuführen  hatten.  Obwohl 
er  allerdings  räumlich  den  Zentren  italienischer  Bildung  sehr  ferne 
war,  so  stand  er  dennoch  mit  den  bedeutendsten  Männern  seines 
Vaterlandes  in  Beziehung,  so  dafs  seine  Stellung  keineswegs  als  eine 
isolierte  zu  betrachten  ist.  Er  hatte  sich  Regiomontan's  Lieblings- 
gedanken angeeignet,  die  auf  Mathematik  und  Astronomie  bezüg- 
lichen Schriften  der  Alten,  namentlich  der  Griechen,  denen  er  ent- 
stammte, in  lateinischen  Übersetzungen  zu  veröffentlichen,  und  es 
ist  sehr  zu  bedauern,  dafs  von  seinen  die  gröfste  Sachkenntnis  ver- 
ratenden Arbeiten  nur  wenige  im  Druck  erschienen  sind,  und  auch 
handschriftlich  nicht  mehr  viel  erhalten  ist.  Dennoch  geben  eine 
Sphärik-j  sowie  ein  von  F.  Napoli  1876  veröffentlichter  hand- 
schriftlicher Traktat')  über  Geometrie  ein  ganz  gutes  Bild  von 
den  Leistungen,  die  er  in  unserer  Wissenschaft  aufzuweisen  hatte. 

Jene  beiden  1558  erschieneneu  Bücher  über  die  Sphärik  können 
als  eine  Erweiterung  und  Ergänzung  der  von  ihm  übersetzten  und 
herausgegebenen  Kugellehre  des  Menelaus  gelten,  die  wir  schon 
kennen  lernten.  Regiomontan's  Kenntnisse,  die  er  vollständig  in 
sich  aufgenommen  hatte,  verwertete  er  hier  überall,  aber  fast  immer 
in  durchaus  origineller  Weise;  ebenso  war  er  mit  Geber 's  astro- 
nomischen Büchern  völlig  vertraut,  sei  es  durch  Apian's  Veröffent- 
lichung, sei  es  dafs  er  ein  handschriftliches  Exemplar  der  Über- 
setzung Gerhard's  von  Cremona  erhalten  hatte. 

Wie  Apian  bezeichnete  er  den  Cosinus  eines  Winkels  mit 
„siuus    rectus    secundus"    luid    im   Gegensatze    hierzu    den  Sinus    mit 


1)  Vgl.  über  denselben:  F.  Napoli,  Alla  vita  ed  ai  lavori  di  Fr.  Mauro- 
lyco.  Bulletino  di  Boncompagni  IX  1876.  1  — 122.  —  2)  Vgl.  Anmerkung  5  auf 
Seite  14.  Seine  eigene  Sphärik  ist  jener  des  Menelaus  angehängt.  —  3)  Napoli 
a.  a.  0.   50  —  84. 
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„sinus  rectus  primus"  und  behielt  diese  Bezeichnung  in  der  Schreib- 
weise „sinus  2'"  arcus  a",  resp.  „sinus  1'"  arcus  «"  konsquent  bei; 
aulserdem  bediente  er  sich  auch  noch  der  Bezeichnung  „siuus  versus 
major"  für  sinvers  (180° — u),  die  jedoch  wenig  Anklang  fand,  während 
die  Bezeichnung  für  den  Cosinus  iu  Italien  lange  beibehalten  und 
im  folgenden  Jahrhundert  von  (Javalieri  auch  auf  die  übrigen  Co- 
funktionen  ausgedehnt  wurde.  Aus  seiner  Sphilrik  heben  wir  folgendes 
hervor.  Im  zweiten  Buche  derselben  teilt  er  in  prop.  X  den  schon 
dem  Meiielaus  bekannten  Satz:  ( 1 -f- cosyl):(l  —  cosj4.)  =  sin(c-|-&) 
:  siu(c  —  h)  für  ein  bei  C  rechtwinkeliges  sphärisches  Dreieck  mit 
und  zeigt  dann  in  prop.  XV,  dafs   (1  -\-  cos^)  :  (1  — cos^)  =  cos*  — 

:  sin*  -5-  ist,  leitet  aber  diese  rein  goniometrische  Beziehung  für 
eineu  spitzen  VViukel  eines  sphärischen  Dreieckes  ab,  ein  Beweis, 
wie  weit  man  damals  noch  von  der  Schöpfung  einer  eigenen  Gonio- 
metrie entfernt  war.  Es  hatte  dieser  langsame  Fortschritt  ofienbar 
teilweise  seinen  Grund  iu  der  schwerfälligen  jede  abkürzende  Be- 
zeichnung entbehrenden    Schreibweise   der    Sätze.      In    der   nächsten 

A. 
Proposition  verbindet   er  dann  diese  beiden  Gleichungen  zu    cos*  — 

A  .  ■ 

:  sin^  -^  =  siu(c  -(-  ft)  :  siu(c  —  \)),    ohne  dafs  es  ihm  jedoch  beifällt 

die  liuke  Seite  durch  cotg^  —  zu  ersetzen,  obwol  er  die  Tangenten 
von  Regiomontan  her  sehr  wohl  kannte  und  auch  gut  zu  ver- 
wenden wufste.  So  sagt  er  in  der  prop.  XXX:  Der  Sinus  irgend 
eines  Bogens  verhält  sich  zum  Cosinus  desselben,  wie  das  Gnomon 
zur  „umbra  recta"  (Cotangente)  und  der  Cosinus  verhält  sich  zum 
Sinus  wie  das  Gnomon  zur  „umbra  versa"  (Tangente).  Hier  ist 
also  endlich  einmal  die  Identität  dieser  aus  der  Guomonik 
bekannten  Funktionen  mit  denen  des  Regiomontan,  des 
Rhaeticus  und  des  Reinhold  ausdrücklich  hervorgehoben. 
Aber  Maurolycus  kennt  auch  die  Sekanten,  denn  er  hat 
seiner  Sphärik  neben  einer  Sinustabelle  imd  einer  tabula  foecunda 
auch  eine  „tabula  benefica"  angehängt,  welche  die  Sekanten  aller 
Grade  von  0»  bis  45o  für  den  Radius  100000  gibt.  Sie  ist  ohne 
Zweifel  nach  Einsicht  in  den  kleinen  Kanon  des  Rhaeticus  ge- 
arbeitet, wenn  es  auch  nicht  richtig  ist,  was  ein  jüngerer  Zeitgenosse 
von  ihm,  der  Niederländer  Thomas  Fink,  bemerkt:  „Maurolycus 
hat  den  Kanon  des  Rhaeticus  wenig  verändert  wiedergegeben,  nur 
hat    er    ihm    einen    anderen    Namen    beigelegt"  *).      Jedenfalls    hatte 


1)  Fink,  Geometria  rotundi  1583.  76.  —  Der  Italiener  Job.  Anton  Magini 
nimmt  zwar  in   der  Vorrede   zu  seinem  Werke  Primum  mobile,  Bononiae  1609 
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Maurolycus  die  Wichtigkeit  der  Erfindung  des  Rhaeticus  sofort 
erkannt  und  zeigte  auch  an  einigen  Beispielen  die  Verwendbarkeit 
der  Sekanten  zur  Umsetzung  der  Divisionen  in  Multiplikationen. 

Der  schon  erwähnte  handschriftliche  Traktat  des  Maurolycus 
ist  am  19.  März  1555  abgeschlossen,  und  da  in  ihm  auf  die  Sphärik 
verwiesen  wird,  so  mufs  diese,  nebenbei  bemerkt,  schon  vor  diesem 
Jahi-e  vollendet  gewesen  sein.  In  dieser  Sphärik  hatte  er  nun  bereits 
in  prop.  XLVin,  lib.  I   einen  eigentümlichen  Satz  bewiesen,  den  er 

in  jenem  Traktat  wiederholt  und  aus 
ihm  wichtige  Schlüsse  zieht.  Es  ist 
dies  folgender:  Schneidet  in  Fig.  39 
der  Quadrant  ch  den  Quadranten  ah 
in  h  rechtwinklig,  legt  man  durch  a 
den  beliebigen  gröfsten  Kreisbogen  ae 
und  durch  c  einen  Quadranten  cfd  so, 
dafs  sin  cf  die  mittlere  geometrische 
Proportionale  zwischen  sin  ce  und 
sin  c6  =  1  wird  und  zieht  noch  zwei 
weitere  Quadranten  cgh  und  clk  so, 
dafs  auch  sin  cf  das  geometrische 
Mittel  zwischen  sin  cg  und  sin  cl  ist,  „so  kann  man  die  so  ent- 
stehende Figur  als  Fundament  fast  aller  zur  Berechnung  der  sphäri- 
schen Dreiecke  notwendigen  Sätze  betrachten".  Es  ergeben  sich 
nämlich  die  Folgerungen: 

1)  «/■+ «<^  =  90",     also     af^dh,     ad  =  fe, 

2)  gf  ^  dh,  dh=fl,  also  auch  ag  ^  liV  und  ah  =  le, 
imd  hieraus: 

1  :  sine&  =  sina? :  sin  ITc  =  sin«/':  sin fd  =  sinar/ :  sin gh. 

Diese  Gleichungen  genügen  mit  einigen  andern,  um  die  sämtlichen 
Fälle  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieckes,  das  je  nach  Bedarf 
mit  einem  der  Dreiecke  agh,  afd,  alJc  identifiziert  wird,  zu  be- 
handeln. Wenn  auch  in  Dschäbir's  Werk  Anklänge  an  diesen 
Satz  vorkommen,  so  ist  derselbe  doch  neu  zu  nennen,  und  seine 
Verwendung    als    Fundament    der    sphärischen    Trigonometrie    bleibt 


in  2",  seinen  Landsmann  in  Schutz,  indem  er  behauptet,  Maurolycus  habe 
die  Sekanten  selbständig  gefunden,  da  er  des  Rhaeticus'  Kanon  wegen  seiner 
geringen  Verbreitung  unmöglich  habe  zu  Gesicht  bekommen  können,  er  selbst 
habe  das  Buch  nur  zufällig  vor  einigen  Jahren  in  die  Hand  bekommen.  Dessen- 
ungeachtet glauben  wir,  dafs  Maurolycus  zum  mindesten  mündlich  Kenntnis 
von  der  Tafel  des  Rhaeticus  erhalten  hatte,  wenn  sie  ihm  vielleicht  auch 
nicht  selbst  zu  Gesicht  kam. 
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ein  dem  Maurolycus  origineller  Gedanke.  Auch  verwendet  er  an 
dieser  Figur  gewandt,  wie  damals  noch  keiner  seiner  Zeitgenossen, 
die  Tangenten  und  Sekanten.  Z.  B.  gegeben  arc.  ce  =  37", 
arc.  gh  =  23-i ",  es  soll  mittelst  der  tabula  foecuuda  der  Bogen  ah 
gefunden  werden  *).  Man  sucht  in  dieser  Tafel  tg  ce  und  tg  gh  und 
setzt  das  Produkt  derselben  gleich  sin  ah  j  d.h.  er  benützt  in  Dreieck 
agh  die  Relation    sin  ah  =  ctg«  •  tggh. 

Ist  ferner  in  Aagh,  gh  und  ag  gegeben,  so  findet  er  die  dritte 
Seite  mittelst  der  Relation  secgli  ■  cos  ag  =  cos  ah,  wodurch  die  Divi- 
sion  durch   cos  gh  durch   die  Multiplikation  mit   sec  gh  ersetzt  wird. 

Wir  sehen  aus  dem  Angeführten,  dafs  Maurolycus  völlig  auf 
der  Höhe  seiner  Zeit  stand,  indem  er  namentlich  das  Bedürfnis  er- 
kannte, die  Trigonometrie  unabhängig  von  der  Astronomie  auf  eigene 
Füfse  zu  stellen  und  in  diesem  Bestreben  nach  einigen  Richtungen 
Fortschritte  machte;  allerdings  dürften  seine  Lehren  nicht  bedeutend 
auf  die  Weiterbildung  der  Trigonometrie  eingewirkt  haben,  da  aufser 
der  Sphärik  von  seinen  Schriften  nichts  auf  unsere  Wissenschaft 
Bezügliches  in  die  Oöentlichkeit  drang,  und  seine  Leistungen  sehr 
bald  durch  die  weit  gröfseren  in  Frankreich  und  Deutschland  über- 
holt wurden. 

Überhaupt  lälst  sich  in  jener  Zeit  in  Italien  kein  besonderer 
Aufschwung  in  der  rechnenden  Astronomie  beobachten,  weshalb  auch 
die  trigonometrischen  Methoden  daselbst  keine  Weiterbildung  fanden. 
Man  beschäftigte  sich  eben  immer  noch  viel  zu  viel  mit  der  Astro- 
logie, die  ernsteren  Bestrebungen  nur  hindernd  im  Wege  stand.  So 
allein  ist  es  erklärlich,  dafs  damals  Gelehrte,  wie  der  Neapolitaner 
Lucas  Gauricus  (1476 — 1558),  noch  immer  zu  den  geschätztesten 
Schriftstellern  gehörten.  Gauricus  war  zuerst  Professor  der  Mathe- 
matik in  Ferrara  und  wurde  dann  Bischof.  Seine  gröfstenteils  astro- 
logischen Schriften  erschienen  1575  in  einem  umfangreichen  Bande 
gesammelt,  in  dem  wir  jedoch  aufser  einer  Schattentafel  für  ein 
Gnomon  von  12^,  einer  tabula  foecunda,  die  für  r  =  10^  von  Grad 
zu  Grad  berechnet  ist,  aber  keine  besondere  Verwendung  findet,  und 
einer  von  10  zu  10  Minuten  fortschreitenden  Sinustabelle  in  Sexa- 
gesimalbrüchen  nichts  Bemerkenswertes  finden  konnten.  Aufser  mit 
dem  einträglichen  Geschäfte  der  Nativitätenstellung  beschäftigte  sich 
Gauricus,  wie  die  meisten  seiner  astronomischen  Zeitgenossen,  mit 


1)  A.  a.  0.  81.  —  Die  Aufgabe  ist  identisch  damit,  aus  Seite  gh  und 
■^  a  in  A  agh  die  Nebenkathete  ah  zu  finden.  Schon  Regiomontan  hat 
sie  in  dieser  Weise  mit  seiner  tabula  foecunda  gelöst,  wie  auch  Maurolycus 
bemerkt. 
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der  Kommentierung  des  Sacrobosco,  der  Revision  der  Alfonsinischen 
Tafeln  und  jener  des  Regio  montan  nnd  Biaucliini  —  eigene 
Gedanken  wird  man  bei  ihm  vergebens  suchen. 


§  7.     Die  Trigonometrie  in  Frankreich  bis  zum  Auftreten  Vieta's. 

Noch  weniger  Originalität  als  bei  den  italienischen  Mathema- 
tikern finden  wir  bis  zur  Mitte  des  16.  Jahrhunderts  in  Frankreich 
vertreten.  Damals  war,  wie  heute  noch,  Paris  Frankreich  und  an 
der  Pariser  Universität  erfreuten  sich  die  exakten  Wissenschaften,  ja 
selbst  die  Astronomie,  seit  im  13.  Jahrhundert  Johann  de  Sacro- 
bosco daselbst  gelehrt  hatte,  einer  sehr  geringen  Pflege.  Das  Ver- 
dienst, den  Anstofs  zur  Besserung  dieses  Zustandes  gegeben  zu  haben, 
kommt  Jacques  Lefevre  (1455  — 1537)  zu,  der  zu  den  berühmtesten 
Franzosen  in  jener  Zeit  gehörte^).  Seine  reformatorische  Thätigkeit 
bestand  hauptsächlich  darin,  dafs  er  Neudrucke  von  bedeutenden 
Werken  veranstaltete,  unter  denen  sich  auch  die  vielgenannte  Sphaera 
des  Sacrobosco  befand,  die  er  1507  herausgab. 

Als  der  eigentliche  Neubegründer  der  Mathematik  in  Frankreich 
wurde  aber  der  von  seinen  Zeitgenossen  vielbewunderte  und  viel 
überschätzte  Oronce  Fine,  latinisiert  Orontius  Finaeus  (1494 
— 1555)  angesehen.  „Was  nur  von  geistiger  Bedeutung  in  Paris 
lebte,  Männer  der  Wissenschaft  und  der  schönen  Künste,  Beamte 
und  Höflinge,  Gesandte,  Prinzen,  der  König  selbst  vereinigten  sich 
in  den  Vorlesungsräumen-  des  College  royal,  wo  Finaeus  seit  1532 
eine  für  ihn  errichtete  Lehrstelle  irme  hatte  und  als  Professor  mit 
beispiellosem  Zulauf  wirkte  -)."  Doch  fafst  man  die  Werke  näher 
ins  Auge,  welche  dieser  Mann  hinterlassen  hat,  so  wird  man  sehr 
bald  zu  der  Überzeugung  geführt,  dafs  diese  Überschätzung  seiner 
Zeitgenossen  mehr  in  seiner  glänzenden  Beredsamkeit  und  seinem 
vorzüglichen  Lehrtalente,  als  in  hervorragender  Gelehi-samkeit  ihre 
Begründung  haben  konnte.  Auch  wurde  dies  aufserhalb  Paris  damals 
schon  sehr  bald  erkannt.  So  schrieb  der  Portugise  Pedro  Nuhez, 
bekannt  unter  dem  Namen  Nonius  (1492  — 1577),  ein  äufserst  gründ- 
licher und  mit  kritischer  Schärfe  begabter  Kopf,  ein  ganzes  Buch 
über  die  Irrtümer  und  Fehler,  die  sich  0.  Finaeus  in  seinen  Werken 
hatte  zu  Schulden  kommen  lassen^).  Dessenungeachtet  sind  seine 
Verdienste  um  die  Entwickelung  der  mathematischen  Wissenschaften 


1)  Vgl.  Cantor  II.  334,  dem  auch  das  Folgende  auf  allgemeine  Geschichte 
der  Mathematik  bezügliche  entnommen  ist.  —  2)  Cantor  II.  345.  —  3)  De 
erratis  Orontii  Finei.     Coimbra  1546. 
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in  Frankreich,  denen  er  mit  selbstloser  Begeisterung  seine  ganze 
Kraft  widmete,  keineswegs  zu  unterschätzen. 

Was  speziell  die  Trigonometrie  anlangt,  so  sahen  wir  schon, 
dal's  er  zur  Ablesung  der  Sinusse  ein  Instrument  beschrieb,  dessen 
Kenntnis  er  unzweifeljiaft  von  Apian  entnommen  hatte,  aufserdem 
gab  er  in  seiner  Cosmographia  1542')  eine  für  alle  Minuteu  in 
Sexagesimalbrüchen  berechnete  Sinustafel,  die  er  am  Schlüsse  noch 
mit  einer  Vorschrift  versah,  um  die  Sinusse  auf  den  Radius  60000 
zu  reduzieren.  Ein  gewisses  Verdienst  lag  immei'hin  in  der  Ver- 
(iffeutlichung  dieser  Tabelle,  da  sie  die  erste  umfangreichere,  die  in 
Frankreich  erschien,  sein  dürfte,  wenn  sie  auch  keineswegs  die  viel 
vollkommenere  erreichte,  die  Hhaeticus  im  nämlichen  Jahre  in 
seinem  libellus  de  triaugulis  veröffentlichte.  Aul'ser  dieser  Sinus- 
tafel finden  sich  auch  in  jener  Cosmographia,  sowie  in  anderen  seiner 
vielen  Schriften")  Definitionen  und  Tabellen  für  die  „umbra  versa" 
und  „umbra  recta"  und  ihre  Beziehungen  zu  Sinus  und  Cosinus,  aber 
eine  fruchtbare  Verwendung  derselben  als  trigonometrische  Funktionen 
kam  ihm  uicht  in  den  Sinn,  ebenso  bewegt  er  sich  bei  Bestimmung 
der  kürzesten  Entfernung  zweier  Orte  auf  der  Erde  noch  ganz  in 
der  herkömmlichen  Bahn,  indem  er  Werner 's  umständliches  Ver- 
fahren genau  reproduziert.  So  hat  ihn  also  die  Geschichte  der 
Trigonometrie  nur  nebenbei  zu  nennen  als  einen  Maun,  der  iu- 
sofei-n  indirekt  zu  ihrem  Aufschwünge  beitrug,  als  er  das  An- 
sehen der  mathematischen  Wi.sseuschaften  in  Frankreich  über- 
haupt hob. 

Ahnliches  gilt  auch  von  seinem  nicht  weniger  berühmten  jüngeren 
Landsmann,  dem  streitbaren  Petrus  Ramus,  eigentlich  Pierre 
de  la  Ramee  (1515 — 1572)^),  der  infolge  seiner  Beteiligung  an 
den  politischen  und  religiösen  Kämpfen  ein  Opfer  der  Bartholomäus- 
nacht wurde.  Auch  er  trug  zur  Hebung  des  Ansehens  der  exakten 
Wissenschaften  sein  redlich  Teil  bei,  ohne  sich  im  vSpeziellen  durch 
bedeutende  Arbeiten  hervorzuthuu.  Von  besonderem  Interesse  ist 
seine  Wertschätzung  der  deutschen  Bildung  und  Kultur,  die  er  in 
seinen  „Scholae  mathematicae'"  1567  mit  überschwenglichen  Lob- 
sprüchen bedenkt  —  dies  beweist  wenigstens,  dafs  damals  in  Deutsch- 


1)  0.  Finei  Delpbinatis  regii  mathematicor\im  professoris  de  mundi  sphaera 
sive  Cosmographia,  Paris  154:2.  2".  —  2)  Z.  B.  in:  Protomathesis ,  Parisüs  1532. 
fol.  139,  und  in:  0.  Finaei  in  eos  quos  de  Mundi  sphaera  conscripsit  libros, 
ac  in  Planetarum  theoricas,  Canonum  Astronomieorum  libri  II.  Paris  1553.  4°. 
26.  Canon  XIX.  —  3)  Ramus  lebte  bis  1568  in  Frankreich,  dann  machte  er 
zu  wissenschaftlichen  Zwecken  eine  Reise  durch  Deutschland  und  kehrte  1570 
wieder  nach  Paris  zurück. 
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land  thatsächlich    die    mathematischen  Disziplinen  in   höherer  Blüte 
standen,  als  in  Frankreich. 

Ein  etwas  älterer  Zeitgenosse  von  Ramus  endlich  ist  der  Schotte 
James  Bassantin^),  geboren  um  1504,  gestorben  1568.  Er  lehrte 
in  Paris  mehrere  Jahre  mit  grofsem  Erfolge  uud  veröffentlichte  im 
Jahre  1557  ein  Werk  „Astronomique  discours-)",  woraus  sich  ergibt, 
dafs  er  des  Coppernicus  Methoden  zur  Berechnung  sphärischer 
Dreiecke  sehr  genau  kennt,  wie  ihm  natürlich  auch  die  Bücher  des 
Regiomontan  nicht  fremd  sind.  In  einem  eigenen  Kapitel  bringt 
er  nach  der  noch  immer  herrschenden  Sitte  einen  kurzen  Abrifs  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  der  sich  enge  an  seine  Vor- 
bilder anschliefst.  Die  beigegebene  Sinustafel  ist  genau,  wie  die  des 
Recriomontan  eingerichtet  und  für  den  Radius  100000  berechnet. 
Den  weit  praktischer  abgefafsten  libellus  des  Rhaeticus,  sowie 
dessen  kleinen  Kanon  scheint  er  demnach  nicht  gekannt  zu  haben. 


8.  Kapitel. 
Vom  Anftreten  Vieta's  bis  zur  Erfliidmig  der  Logaritlimen. 

§   1.     Franciscus  Vieta  als  Begründer  der  Goniometrie. 

Aufser  den  im  vorigen  Kapitel  genannten  Männern  hat  Frankreich 
im  16.  Jahrhundert  eine  Persönlichkeit  hervorgebracht,  deren  bahn- 
brechender Einflufs  im  Gebiete  der  Algebra  längst  bekannt,  deren 
enorme  Bedeutung  für  unser  spezielles  Wissensgebiet  aber  bisher 
keineswegs  in  genügender  Weise  gewürdigt  wurde,  wir  meinen  Franz 
Vieta,  den  gröfsten  französischen  Mathematiker  des  16.  Jahrhunderts. 

Francois  Viete  Seigneur  de  la  Bigotiere^")  ist  1540  in  Fon- 
tenay-le-Comte,  der  Hauptstadt  von  Poitou,  geboren  und  1603  in 
Paris  gestorben.  Er  widmete  sich  der  Rechtsgelehrsamkeit,  und 
nachdem  er  seine  Studien  in  Poitiers  vollendet  hatte,  machte  er  sich 
1559  in  seiner  Vaterstadt   als  Rechtsanwalt  ansäfsig,  trat  aber  bald 


1)  Er  war  ein  Sohn  des  Lord  Bassendean  in  Berwiekshire  und  widmete 
sich  nach  Vollendung  seiner  Studien  zu  Glasgow  ausschliefslich  der  Mathematik 
und  Astronomie.  Später  durchreiste  er  den  ganzen  Kontinent  und  liefs  sich 
schüefslich  in  Paris  nieder.  Dictionnary  of  national  Biography  III.  372.  — 
2)  In  Lion  bei  Jean  de  Tournes  erschienen,  der  auch  1599  eine  lateinische  Aus- 
gabe des  sehr  brauchbaren  Werkes  besorgte.  —  3)  Authentische  Nachrichten 
über  das  Leben  Vieta's  sind  erst  durch  Fröderic  Ritter  gesammelt  worden, 
dessen  Schrift  „Trancois  Viete",  Notice  sur  sa  vie  et  son  oeuvre  1895  in 
Paris  in  8"  erschien,  nachdem  sie  schon  1888  vollendet  war. 
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als  Privatsekretär  iu  die  Dienste  des  den  Guise's  feindlicbeu  Hauses 
der  Soubise,  durch  das  er  später  mit  den  Führern  der  Hugenotten- 
partei  Coude,  Goligny  und  Johanna  d'Albert,  der  Mutter  liein- 
rich's  von  Navarra,  des  nachmaligen  Königs  Heinrich  IV.  be- 
kannt wurde.  f^ciiou  damals  trug  er  sich,  veranlafst  durch  den 
Unterricht,  den  er  der  Katharina  von  Partheiiay  aus  dem  Hause 
Soubise  erteilte,  mit  dem  Plane,  ein  den  Almagest  des  Ptolemäus 
ersetzendes  Werk  „Harmonicum  coeleste"  zu  verfassen,  das  nachmals 
auch  zustande  kam,  aber  mir  handschriftlich  blieb.  Leider  ist  davon 
nur  noch  ein  kleines  Bruchstück  vorhanden.  Die  Herstellung  dieser 
Schrift  veranlafste  ihn  vor  allem  der  Goniometrie  und  Trigono- 
metrie sein  Augenmerk  zu  schenken  und  genaue,  verwendbare  Tafeln 
zu  schaffen;  damit  scheint  er  schon  frühzeitig  begonnen  zu  haben  iu 
einer  ersten  Periode  relativer  Mufse  (1564 — 68),  wie  er  sie  später 
nur  noch  einmal  in  seinem  Leben  (1584  —  89)  geniefsen  sollte.  1571 
ging  er  als  Advokat  nach  Paris  und  trat  dort  baldigst  in  Beziehung 
zu  den  damals  bedeutendsten  Männern  der  Wissenschaft,  von  denen 
wir  nur  Petrus  Ramus  und  Forcatel  nennen;  157?»  wurde  er 
Parlamentsrat  und  bald  auch  Privatsekretär  bei  Heinrich  HL,  der 
ihn  1580  zum  Maitre  des  requetes,  d.  h.  Berichterstatter  über  Bitt- 
schriften und  zum  königlichen  Rat  erhob.  Aber  schon  1584  fiel  er 
infolge  der  gegen  ihn  von  den  Herzögen  von  Guise  und  Nemours 
geschmiedeten  Intriguen  in  Ungnade  und  mufste  sich  vom  Hofe  zurück- 
ziehen, an  den  er  erst  wieder  kam.  als  sich  Heinrich  III.  1589 
gezwungen  sah,  Paris  zu  verlassen  und  den  Sitz  seiner  Regierung 
nach  Tours  zu  verlegen.  Als  der  König  noch  im  selben  Jahre  unter 
dem  Dolche  des  Mörders  gefallen  war,  und  Heinrich  von  Navarra 
als  Heinrich  IV.  den  Thron  bestiegen  hatte,  wurde  Vieta  von 
diesem  zum  geheimen  Rate  ernannt,  iu  welcher  Eigenschaft  er  auch 
bis  an  sein  Lebensende  verblieb.  Die  intime  Stellung,  welche  er 
schon  bei  Heinrich' s  Mutter  und  dann  bei  dem  Könige  selbst  ein- 
nahm, bürdete  seinen  Schultern  eine  so  gewaltige  Arbeitslast  auf, 
dafs  er  seiner  Lieblingsneigung,  der  Beschäftigung  mit  mathematischen 
und  astronomischen  Studien,  nur  wenig  Zeit  widmen  konnte;  und 
doch  gehörte  sein  angeborenes  Talent  diesen  Wissenschaften  an,  und 
seine  schriftstellerische  Thätigkeit  in  ihnen  mufs,  trotz  der  ge- 
ringen Mufse,  eine  äufserst  fruchtbare  und  Epoche  machende  genannt 
werden. 

Speziell  den  uns  interessierenden  Wissenszweig  pflegte  er  mit 
besonderer  Vorliebe,  denn  die  Erfindung  der  Trigonometrie  erklärte 
er  als  den  höchsten  Ruhm  der  Mathematiker,  da  sie  Himmel, 
Erde     und     Meere     durch     einen     wunderbaren     Kalkül     zu     messen 
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letre  *).  So  bot  auch  für  ihn  die  praktische  Verwendbarkeit  der 
Trigonometrie  die  erste  Veranlassung  zu  ihrem  weiteren  Ausbau, 
aber  seinem  mathematischen  Geiste  entsprechend  scheint  doch  in  der 
Folge  das  theoretische  Interesse  mehr  als  bei  irgend  einem  seiner 
Vorgänger  in  den  Vordergrund  getreten  zu  sein.  Leider  gerieten 
seine  Schriften  ebenso  rasch,  als  sie  bekannt  geworden  waren,  wieder 
in  Verlust,  so  dafs  Franz  van  Schooten,  der  1646  eine  Gesamt- 
ausgabe derselben  veranstaltete,  sie  nicht  mehr  alle  auffinden  konnte. 

Diese  Sammlung  von  Vieta's  Schriften  enthält  die  für  uns 
wichtigste,  den  „Canon  mathematicus  seu  ad  triaugula  cum  appeu- 
dicibus.  Lutetiae  1579.  in  fol."^)  nicht.  Schooten  sagt,  er  habe 
den  Kanon  nicht  in  seine  Sammlung  aufgenommen,  weil  ihn  Vieta 
selbst  später  als  „infeliciter  editus"  bezeichnete^),  da  er  durch  zahl- 
lose Druckfehler  entstellt  gewesen  sei.  Wir  haben  ihn  mit  dem 
Thesaurus  des  Pitiskus  verglichen  und  konnten  nur  sehr  wenige 
Druckfehler  finden,  ein  Resultat,  das  auch  mit  Ritter's  Behauptung 
übereinstimmt.  Vieta  mufs  also  andere  Gründe  für  seine  Absicht, 
eine  Neuausgabe  zu  veranstalten,  gehabt  haben.  Vielleicht  wollte 
er  eine  passendere  Bezeichnung  für  die  Funktionen  einführen*),  viel- 
leicht auch  eine  andere  Anordnung  der  Tafeln  treffen.  Zu  der  Aus- 
führung dieses  Vorhabens  gelaugte  er  jedoch  nicht  mehr;  dagegen 
erschien  1609,  sechs  Jahre  nach  seinem  Tode,  eine  unveränderte  Aus- 
gabe des  Werkes  zu  Paris'):  es  scheint  demnach  die  erste  that- 
sächlich  nur  mehr  in  wenigen  Exemj^laren  vorrätig  gewesen  zu  sein. 
Das  Werk  war  auf  vier  Bände  augelegt,  von  denen  jedoch  nur  zwei 
erschienen  sind.  Jetzt  gehören  beide  Auflagen  zu  den  gröfsten  Selten- 
heiten und  scheinen  auch  nie  eine  grofse  Verbreitung  gefunden  zu 
haben,  denn  man  findet  sie  in  der  zeitgenössischen  Litteratur  nur 
wenig  erwähnt. 

Uns  liegt  ein  Exemplar  der  ersten  Ausgabe  vor,  dem  wir 
Folgendes  entnehmen.  Vieta's  Kanon,  dessen  Druck  bereits  1571 
begann,  ist  ohne  Zweifel  entstanden,  nachdem  derselbe  von  dem 
kleinen  Kanon  des  Rhaeticus  Einsicht  genommen  hatte.  Dafür 
spricht  nicht  nur  die  Bezeichnung  „perpeudiculum",  „basis"  und 
„hypotenusa",  die  er  in  derselben  Weise  wie  jener  gebraucht,  sondern 


1)  Francisci  Vietae  Opera  mathematica  in  unum  volumen  congesta  ac 
recognita  opere  et  studio  Fr.  ä  Schooten.  Lug.  1646.  2".  405.  —  2)  Der  Name 
des  Autors  ist  auf  dem  Titelblatt  nicht  angegeben,  sondern  findet  sich  erst  in 
dem  -2.  Teile,  der  dem  Kanon  als  Anhang  beigegeben  ist.  —  3)  Opera  323.  — 
4)  Ritter  a.  a.  0.  54  —  55.  —  5)  Von  seiner  Absicht  einer  Neuauflage  spricht 
Vieta.  Opera.  371  und  400.  —  Auf  die  zweite  Auflage  macht  Enestroem 
aufmerksam,    ßibliotheca  math.   1893.   92. 
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uocli  viel  mehr  die  Einteilung  der  6  Funktionen  in  3  Serien,  die 
wie  bei  Rbaeticus  erhalten  werden,  indem  er  nach  einander  die 
Hy[)otenuse,  die  gröfsere  und  die  kleinere  Kathete  eines  rechtwinkligen 
Dreieckes  gleich  dem  Siuustütus  lOOOUO  setzt.  Ebenso  unzweifelhaft 
hat  aber  Vieta  seinen  Kanon  auch  selbständig  berechnet,  denn  seine 
Methoden  waren  von  den  bisher  gebräuchlichen  zum  grofsen  Teile 
verschieden.  Er  berechnete  zunächst  sin  1'  auf  13  Dezimalen,  von 
denen  10  richtig  sind,  und  zwar  dadurch,  dafs  er  von  den  Seiten 
der  ein-  uud  umgeschriebenen  G144  und  12288  Ecke  ausgehend,  die 
durch  Zweiteilung  zu  erhalten  waren,  die  Sinusse  der  Winkel  von 
m'  =  1^523  .  . .'  und  g|'  =  0,8789  . .  .'  bestimmte  ^  und  hieraus 
durch  eine  Interpolation,  deren  Entzifferung  uns  jedoch  nicht  ge- 
lungen ist,  sin  1'  =  0,0002908882046  folgerte.  Die  Berechnung  dieses 
Wertes,  der  als  Grundlage  für  die  ganze  Tafel  diente,  wurde  von 
ihm  deshalb  so  weit  getrieben,  weil  er  wohl  erkannte,  dafs  durch 
eine  Beschränkung  desselben  auf  nur  5  Dezimalen  (ähnlich  wie  bei 
Reinhold  geschehen  war,  und  wie  es  nachmals  im  Opus  Palatinum 
nicht  vermieden  wurde)  die  übrigen  Funktionen  der  Winkel  des  ersten 
Grades  höchstens  eine  Genauigkeit  von  3  oder  4  Dezimalen  erhalten 
haben  würden.     Dies  hebt  er  auch  S.  17  ausdrücklich  hervor. 

Was  die  äufsere  Einrichtung  des  trigonometrischen  Kanons  an- 
langt, so  umfafst  jeder  Grad  zwei  nebeneinander  aufliegende  Folio- 
seiten; die  Seite  links  enthält  die  Funktionen  aller  Minuten  von  0' 
bis  30'  und  die  Cofunktionen  von  30'  bis  60',  die  Seite  rechts  die 
Funktionen  der  Minuten  von  30'  bis  60'  und  die  Cofunktionen  von 
0'  bis  30'.  Kopf  und  Fufs  jedes  Blattes  sind  ähnlich  wie  bei 
Rhaeticus  bezeichnet;  aufserdem  steht  bei  der  ersten  Serie:  e  cauone 
sinuum,  bei  der  2.  und  3.  e  canone  foecundo  foecundissimoque;  die 
Differenzen  sind  rot  zwischen  die  Zahlen  eingeschrieben. 

Aufser  diesem  grofsen  trigonometrischen  Kanon  enthält  das  um- 
fangreiche Tabellenwerk  ein  nach  Vieta's  eigenem  spätem  Ausspruch 
praktisch  wenig  verwendbares  „Canonion  triangulorum  laterum  ratio- 
nalium",  das  nur  dadurch  von  Interesse  ist,  dafs  hier  zum  erstenmale 
in  ausgedehnter  Weise  von  den  zweiten  Differenzen  Gebrauch  ge- 
macht wird"),  ferner  eine  Tafel  zur  Multiplikation  der  Sexagesimal- 
brüche,  eine  Tabelle  aller  6  Funktionen  von  Grad  zu  Grad  in  eben- 
solchen Brüchen,  eine  Tafel  aller  Fuuktiouswerte  von  0°  bis  90"  für 
den  Radius  1000  und  eine  Reduktionstabelle  der  am  häufigsten  ver- 
wendeten Brüche. 


1)  A.  a.  0.  p.  60  und  67.  2.  Teil.  —  2)  Näheres  über  diese  Tafel  bei 
Ritter  a.  a.  0.  45  —  47  und  Hutton  in  seiner  Introduction  to  the  logarithmic 
tables,  abgedruckt  iu:    Maseres,  Scriptores  logarithmiei  Vol.  I.  IX  —  X. 
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Dem  Tabellenwerk  folgt  als  zweiter  Teil  eine  Schrift,  die  den 
Titel  führt:  „Fraucisci  Vietaei  universalinm  inspectiouum  ad  cauonem 
tnathematicum  liber  siugularis."     Lutetiae  löT'J. 

Wir  sahen,  dafs  Rhaeticus  durch  die  Veröffentlichung  seines 
Kanons  zum  ersteumale  die  6  trigonometrischen  Funktionen  als 
gleichwertige  Mittel  zur  Berechnung  der  Dreiecke  proklamierte;  da 
er  jedoch  in  dem  angehängten  Dialoge  nur  Andeutungen,  aber  keine 
Vorschriften  gab,  wie  dies  zu  geschehen  habe,  so  mufste  sich  jeder, 
der  die  neuen  Funktionen  verwenden  wollte,  das  Fundament  dazu 
erst  selbständig  schatfeu.  Maurolycus  hatte  sich  dieser  Arbeit  zu- 
nächst unterzogen,  indem  er  die  neuen  Hilfsmittel,  wenn  auch  in 
beschränktem  Mafse,  gebrauchen  lehrte.  Ganz  anders  ist  dies  dem 
schöpferischen  Talent  eines  Vieta  gelungen,  dem  wir  die  erste 
systematische  Ausbildung  der  Methoden  zur  Berechnung 
ebener  und  sphärischer  Dreiecke  unter  Zugrundlegung  sämt- 
licher 6  Funktionen  im  Abendlande  verdanken').  Ein  Teil 
der  hierauf  bezüglichen  Sätze  ist  bereits  in  dem  eben  genannten 
zweiten  Teile  des  Kanons  enthalten,  ihren  vollständigen  Ausbau  aber 
finden  sie  erst  in  dem  8.  Buche  „Über  verschiedene  mathematische 
Aufgaben"-),  das  1593  erschien.  Aber  nicht  nur  nach  dieser  Richtung 
hat  Vieta  bahnbrechend  gewirkt,  sondern  er  ist  auch  der  Schöpfer 
einer  selbständigen  Goniometrie  zu  nennen,  indem  er  in  der 
älteren  Schrift  zunächst  die  zur  Berechnung  des  Kanons  notwendigen 
Beziehungen  der  Funktionen  eines  Winkels  unter  sich  und  ver- 
schiedene Zweiteilungsformeln  gibt,  in  dem  späteren  Werke  aber 
daim  eine  Reihe  von  Relationen  zwischen  den  verschiedenen  Funk- 
tionen zweier  und  mehrerer  Winkel  entwickelt,  zu  denen  noch  als 
Krönung  des  Ganzen  seine  Entdeckungen  über  die  «-Teilung  der 
ti-igonometrischen  Funktionen  kommen. 

Wir  wollen  zunächst  diese  goniometrischen  Leistungen  ins 
Auge  fassen  und  dann  erst  seine  trigonometrischen  Rechnungs- 
methoden betrachten.  Zunächst  ist  die  Einführung  und  Beibehaltung 
der  Bezeichnung  ABC  für  das  bei  C  rechtwinklige  Dreieck,  dessen 
spitze  Winkel  stets  Ä  und  B  genannt  werden,  bemerkenswert.  AB 
heifst  die  Hypotenuse,  AC  das  Perpendikel  und  BC  die  Basis.  Je 
nachdem  eine  dieser  Seiten  mit  dem  Sinus  totus  identifiziert  wird, 
ergeben  sich  wie  bei  Rhaeticus  die  6  in  3  Serien  geordneten 
Funktionen.     Vieta  fühlt  aber  ganz  richtig  das  Bedürfnis,  auch  für 


1)  Die  Schwierigkeit,  die  Vieta's  Schriften  durch  ihre  dunkle  Schreib- 
weise bieten,  dürfte  der  Grund  für  die  sonst  sehr  merkwürdige  Erscheinung 
sein ,  dafs  dies  noch  von  keinem  Historiker  ausgesprochen  wurde.  —  2)  Variorum 
de  rebus  mathematicis  responsorum  liber  octavus.    Opera  417  ff. 
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die  Funktionen  der  zweiten  und  dritten  Serie  eigene  Bezeichnungen 
fiiizut'ühren,  was  sein  Vor<>;i'iiigt'r  unterlassen  hatte.  Zu  diesem  Zwecke 
schlügt  er  zuerst  (p.  9)  für  die  Tangeute  und  Sekante  die  Bezeichnung 
„Sinus'",  beziehungsweise  „Hypotenusa  foecundarum" ') ,  oder  kürzer 
„Foecundus"  und  „Hypotenusa",  vor  und  bezeichnet  die  (.'ofunktionen 
durch  Beisetzung  von  residuae;.so  heifst  z.  B.  die  Cotangente  „Foe- 
cundus residuau''.  Hiermit  selbst  nicht  zufrieden  führt  er  dagegen 
in  dem  Werke  von  InüB  für  die  Taugente  die  Namen  „Amsinus" 
oder  „l'rosinus"  und  für  die  Sekante  „Transsinuosa"  ein,  welche  er 
auch  schliefslich  beibehält. 

Doch  kommen  wir  wieder  auf  das  ältere  Werk  zurück,  indem 
wir  diejenigen  goniometrischen  Sätze,  die  hier  zum  erstenmale  auf- 
treten, oder  doch  durch  ihre  Form  bemerkenswert  sind,  in  unserer 
Formelsprache  anführen.     Diese  sind: 

1)  sin  «  =  sin  (ßO**-!- «)  —  sin  (60" — «)');      2)  cosec  a -f- ctg  «  =  ctg  ^ ; 

3)  —  ctg  a  -\-  cosec  cc  =  tg  — '). 

Mit  diesen  gelingt  es,  aus  den  Tangenten  aller  uuter  4;")"  liegender 
Winkel  die  übrigen  Tangenten  und  alle  Sekanten  durch  blofse 
Addition  und  Subtraktion  zu  finden. 

4)    1  :  2  crd  «  =  sin  -   :  sinvers  a  =  cos  ^  •  sin  k, 
und  hieraus  folgen  die  längst  bekannten  Formeln 

z  sin"  —  =  sinvers  «     und     sin  a  =  2  cos  —  sin  -^  • 
Hieran  schliefsen  sich  dann  die  beiden  wichtigen  Gleichungen: 
5)  1  :crd(«  —  /3)  =  sin^-Y-!-:(cos/3  —  cosa)  =  cos^-~£:(sinß — sin/3)*), 
a.  h.  cos  p  —  cos  ß  =  J  sin  — ^  sm  — ^ 

und  sin  a  —  sm  ß  =  2  sm  — ~  cos  — ^  ■'). 

Dann  folgt  auf  S.  21  eine  Zusammenstellung  der  Gleichungen: 


1)  Weil,  wie  er  sagt,  „die  Rliapsoden  ihre  Canones  Foecundos  nennen". 
Unter  den  Rhapsoden  sind  demnach  Begiomontan  und  Reinhold  verstanden. 
—  2)  Hiermit  gewinnt  man  aus  den  Sinussen  der  Winkel  bis  30"  die  der  übrigen 
Winkel  durch  alleinige  Addition  und  Subtraktion.  —  .S)  Statt  des  halben  Winkels 
wird  auch  der  ganze  eingeführt,   a.  a.  0.  11.  Nr.  2.  --  4)  ji.  20.  Nr.  4  und  5.  — 

5)  Da  Vieta  schon  früher    crd(a  —  ß)  =  2  sin  — — !-    angegeben,  so  sind  diese 

Foi-meln  mit  den  unter  5)  gegebenen  identisch.    Die  erste  derselben  fanden  wir 
schon  bei  den  Arabern  und  bei  Werner. 
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G)   l:seca  =  cosa:l  =siiiK:tg«;      7)  cosec«:seCß  =  ctga:l  =  l:tg«; 

8)  1 :  cosec  «  =  cos  « :  ctg  «  =  sin  « :  1 . 
Einige  weniger  wichtige  Formeln  übergehen  wir.  Mau  wird  sich 
fragen,  wie  ist  Vieta  zu  dieser  Menge  von  gröfstenteils  neuen  Be- 
ziehungen gelangt?  Die  dunkle  Schreibweise,  die  alle  seine  Schriften 
auszeichnet  uud  auf  absichtliche  Verschleierung  des  Gedankenganges 
hinzielt,  läfst  dies  nicht  sofort  erkennen,  doch  war  Vieta's  ge- 
samtes mathematisches  Wissen  aus  dem  Studium  der  griechischen 
Schriftsteller  hervorgegangen,  und  so  zeigt  es  sich  denn,  wie  sich 
hiernach  vermuten  läfst,  thatsächlich,  dafs  alle  seine  Sätze  auf  geo- 
metrischem Wege  und  zwar  aus  Figuren  ab- 
geleitet  sind,  welche  sich  teilweise  mehrere 
Seilen  vor  den  entsprechenden  Sätzen  ganz  un- 
vermittelt aufgezeichnet  finden.  So  gewinnt  er 
z.  B.  die  Sätze  der  Formel  5)  aus  der  Fig.  40 
unmittelbar  fast  durch  den  blofsen  Anblick.  Es 
sei  Ä'y=a,  By^ß,  dann  ist  ^J5==crd(o:  —  ß), 
cos  ß  =  OF,  cos  a  =  OD,  also  cos  ß  —  cos  a 
=  DF  =  BC  uud  ebenso  siuß  —  sinß  =  ÄC, 
ferner  -^  BÄC  =  j(a -\- ß) ,  und  also  im  Dreieck  ABC  nach 
Vieta's  Schreibweise:  sin  C  :  AB  =  sin  A  :  BC  =  cos  A  :  AC, 
woraus  immittelbar  Formel  5)  folgt. 

Weit  mehr  noch,  als  in  dem  Anhange  zum  Canon  mathematicus, 
zeigt  sich  Vieta's  Geschick  in  der  Aufstellung  gouio metrischer 
Relationen  in  seinem"  Werke  von  1593.  Diese  Schrift  bietet, 
soweit  sie  Trigonometrisches  enthält,  keineswegs  ein  zusammen- 
hängendes Lehrgebäude,  sondern  besteht  lediglich  aus  einer  Samm- 
lung von  zu  sehr  verschiedenen  Zeitpunkten  entstandenen  gonio- 
metrischen  und  trigonometrischen  Theoremen.  Die  ersteren  finden 
sich  ziemlich  vollständig  in  Nr.  XXI  der  Schrift  (S.  411  —  415  der 
Opera)  und  sind  sämtlich  ohne  irgend  welche  Ableitung  angegeben, 
wohl  aber  in  verschiedene  Gruppen  gesondert. 

Die  erste  Gruppe  umschliefst  die  drei  prosthaphäretischen  Regeln^); 
die  zweite  Gruppe  umfafst  16  Sätze,  welche  lediglich  die  Beziehungen 
der  Funktionen  eines,  zweier  und  dreier  Winkel  untereinander  geben 
und  von  unserm  Standpunkte  viel  Überflüssiges  enthalten^).    Dagegen 


1)  Diese  erscheinen  übrigens  hier  auch  in  ihrer  Gesamtheit  nicht  zum 
erstenmale,  sondern  waren  schon  früher  in  Deutschland  im  Gebrauche,  wie  wir 
weiter  unten  sehen  werden.  —  2)  Eine  solche  Formel  ist  z.  B.  die  in  Satz  7 
ausgesprochene:  (sin  a  cos  ^)  :  (sin  ß  cos  a)  =  tga  :  tg^.  Ahnlich  gibt  Satz  16 
die  Formel:  (1  ■  tga)  :  (sinß  •  tgy)  =  (cosec ß  •  ctgy)  :  (1  ■  ctga).  —  Statt  des 
Sinus  totus  haben  wir  überall  1   geschrieben! 
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ist  die  driite  um)  letzte  Cinippe  von  VVicLtigkeit,  welche  die  Formeln 
uiiiliil'st,  die  uns  leliren,  ans  dem  gegebenen  Verliiiltnis  gleichartiger 
Funktionen  zweier  Winkel,  deren  Summe  oder  Differenz  bekannt  ist, 
die  Winkel  selbst  zu  linden.  Sie  müssen  also  als  eine  erstmalige 
Ausdehnung  des  Satzes  von  l'tolemäus  (S.  23 — 24)  auf  die  Funk- 
tionen Tangens  und  Secans  angesehen  werden. 

Eine  solche  Formel  ist  in  unserer  dem  Wortlaut  genau  ent- 
sprechenden Formelsprache  z.  B. 

sec  «  :  sec  ^  =  sec(900  —  (a  +  ß)) :  [tg  ß  -f  tg(90''—  («  +  /?))], 
woraus  tg  ß  sich  unmittelbar  ergibt,  wenn  das  Verhältnis  der  beiden 
Sekanten  und  a  -\-  ß  gegeben  ist.     Als  vorletzter  dieser  Sätze  findet 
sich  folgender: 

(sin  «  +  sin  ß)  :  (sin  a  —  sin  ß)  =  tg  — s^  :  tg  — ~-  '■ 

Derselbe  hat,  wie  sich  zeigen  wird,  schon  10  Jahre  früher  zur  Auf- 
stellung unseres  Tangenteusatzes  der  ebenen  Trigonometrie  geführt. 

Auch  diese  letzteren  goniometrischen  Sätze  dürften  schon  bald 
nach  der  Veröffentlichung  des  Kanons,  also  in  den  achtziger  Jahren 
des  16.  Jahrhunderts,  entstanden  und  von  Vieta  selbständig  ent- 
wickelt worden  sein;  jedenfalls  finden  sie  sich  in  dieser  präzisen  Form, 
sowie  in  der  übersichtlichen,  systematischen  Darstellung,  in  der  sie 
Vieta  gibt,  vor  dem  Jahre  1593  nirgends. 

Aber  damit  sind  Vieta's  Verdienste  um  die  Goniometrie  keines- 
wegs erschöpft;  vielmehr  liefs  ihn  seine  erfolgreiche  Beschäftigung 
mit  der  Winkelteilung  Resultate  finden,  an  die  vor  ihm  kaum 
Jemand  gedacht  hatte.  Es  sind  uns  zwei  Bruchstücke  von  Schriften 
erhalten,  deren  reicher  Inhalt  das  Fehlen  der  übrigen  Teile  lebhaft 
bedauern  läfst.  Das  eine  ist  ein  Anhang  zu  seiner  „Isagoge  in  artem 
analyticam"  mit  der  Überschrift:  „Ad  Logisticen  speciosam  notae 
priores""),  die  notae  posteriores  sind  leider  verloren  oder  nie  fertig 
gestellt  worden;  das  andere  führt  den  Titel:  „Ad  angulares  sectiones 
theoremata  in  tres  partes  distributa"  und  wird  bereits  1.591  erwähnt. 
Herausgegeben  wurden  jedoch  erst  1615  die  10  Hauptsätze  desselben, 
welche  Alexander  Anderson,  ein  Mathematiklehrer  in  Paris,  mit 
Beweisen   versah^).     Beide  Schriften  bilden   einen  Teil  jenes  grofsen 


1)  Opera  p.  41.5.  Es  ist  nicht  richtig,  was  Ritter  a.  a.  0.  53  behauptet, 
dafs  dieser  Satz  schon  im  Kanon  von  1579  steht;  die  Tangenten  sind  dort  zur 
Lösung  jener  Aufgabe  noch  nicht  verwendet,  —  2)  Opera  lA  —  41.  —  Diese 
Noten  bilden  den  zweiten  Teil  der  Logistica  speciosa,  sind  aber  erst  1631 
von  Jean  de  Beaugrand  veröifentlicht.  Vgl.  die  Übersetzung  von  Fr.  Ritter 
ins  Französische.  Bulletino  di  bibl.  e  di  storia.  I.  245  —  276.  —  3)  Opera 
287  —  3U4.    Dals  sie  schon  im  Kanon  von  1579  enthalten  sind,  wie   Montucla 

11  * 


164  8.  Kapitel. 

Werkes,  iu  welchem  Vieta  seine  epochemachenden  algebraischen 
Untersuchungen  niederlegen  wollte,  und  bieten  die  interessanteste 
Anwendunt);  seiner  neuen  algebraischen  Methode  auf  die  Geometrie. 
In  ihnen  kommen  zum  erstenmale  alojebraiscbe  Rechuuncfen 
und  Umformungen  iu  der  Trigonometrie  zur  Verwendung. 

Was  uns  von  den  genannten  Noten  interessiert  ist  folgendes: 
Es  seien  die  Seiten  zweier  rechtwinkliger  Dreiecke  mit  der  Hypo- 
tenuse beginnend  nach  einander  mit  Z,  B,  D  und  mit  X,  F,  G  be- 
zeichnet —  zum  erstenmale  tritt  hier  eine  für  die  Rechnung  passende 
kürzere  Bezeichnung  auf —  dann  ist  Z-  =  B^-\-I)'  und  X'^=F--\-G-, 
und  hieraus  folgt: 

(I)  (ZX)^  =  (B'-  +  D'XF'-  -{-G')  =  {BG-{-  BFf  +  (BF—BGf 

=  {BF+DGf  +  {BG  —  BFf, 

eine  Zerlegung,  die  für  bestimmte  Zahlen  seit  Diophant  bekannt 
war').  Durch  diese  Formel  sind  mm  aus  den  Seiten  jener  zwei  Drei- 
ecke die  Seiten  eines  dritten  rechtwinkligen  Dreieckes  abgeleitet, 
die  entweder  ZX,  BG  +  BFxxnA  BF—BG  oder  ZX,  BF+BG 
und  BG  —  BF  heifsen.  Setzt  man  jetzt  die  Identität  der  beiden 
ursprünglichen  Dreiecke  voraus,  indem  man  Z  =  X  =  A,  F  ^  B, 
G  =  B  schreibt,  so  ergeben  sich  die  neuen  Formeln 

(II)  {Ä')-  =  {2B-B)-  +  {B'  —  B'Y    und     A- =  B'- -\- B-, 

von  denen  die  erstere  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  zugehört,  dessen 
Hypotenuse  A-  und  dessen  Katheten  2B-B  und  B^  —  B'  sind. 
Fafst  man  jetzt  B  als  Sinus  und  B  als  Cosinus  des  spitzen  Winkels  « 
in  dem  ursprünglicheu  Dreieck  auf,  so  hat  das  neue  Dreieck,  wie 
Vieta  ohne  Beweis  angibt,  einen  spitzen  Winkel  gleich  2«,  so  dafs 
also  in  unserer  Schreibweise  sin  2a  =  2  sin  u  cos  a  =  2B  ■  B, 
cos  2«  =  cos-«  —  siii-a  ^  B'-  —  B'  ist").  Leitet  man  jetzt  auf  die- 
selbe Weise  aus  dem  Dreieck  mit  den  Seiten  Z=A,  B,  B  und 
dem  eben  gefundeneu  mit  den  Seiten  A-,  2BB,  B'  —  D'-  ein 
drittes  ab,  so  erhält  man 
(lUj  (A'f  =  (3  B-B  —  By-  -f  (5«  —  3  B'Bf, 

eine  Relation,  die  einem  rechtwinkligen  Dreieck  mit  dem  spitzen 
Winkel  3«  zugehört,  so  dals  also: 


anführt,  ist  unrichtig,  im  Gegenteil  sagt  Vieta:  Opera  400,  dafs  er  bei 
der  Keuausgabe  desselben  diese  seine  analytische  Methode  zur  Berechnung  be- 
nützen werde. 

1)  Cantor  I.  2.  Aufl.  451.  —  2)  Da  ihm  diese  Formeln  aus  dem  Additions- 
theorem längst  bekannt  waren,  so  wird  er  wohl  umgekehi-t  von  ihnen  ausgehend 
auf  die  Verdoppelung  des  Winkels  geschlossen  haben. 
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sin  3a  =  3cos^a  siu  k  —  sin^«  =  ?>B''D  —  D^, 
cos  3«^  cos''«  —  3ain-Kcosa=  B^  —  dD^B 

ist.  Setzt  man  weiter  in  (1)  Z  =  A,  X  =  Ä^,  F=';\B'D  —  D\ 
(t  =  B^  —  iiD-B,  so  erhält  man  die  beiiannten  Formeln  für  sin 4« 
iiiul  cos  4«  u.  s.  w. 

Vieta  begnügt  sich  übrigens  nicht  damit,  gezeigt  zu  haben,  wie 
man  in  jedem  speziellen  Falle  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  ganz- 
zahligen Vielfachen  eines  Winkels  durch  beide  Funktionen  desselben 
Winkels  ausdrückt,  sondern  er  erkennt  auch  im  Ganzen  richtig  das 
Gesetz  der  Bildung  dieser  Ausdrücke M,  indem  er  bemerkt,  dafs  die 
auftretenden  Koeffizienten  dieselben  sind,  wie  in  der  Potenz  (i? -{-  D)", 
welche  mau  seit  dem  Erscheinen  von  Michael  Stifel's  Arithmetica 
integra  1544  kannte").  Auch  gibt  er  an,  dafs  die  einzelnen  Terme 
„homogen"  sein  müssen  uiul  dafs  die  Zeichen  abwechseln,  sonst  aber 
mufste  der  Wortlaut  seiner  Regel  unbestimmt  und  dunkel  ausfallen, 
da  ja  die  richtigen  Werte  von  cos««  und  sin»«  sich  aus  J5  =  cos« 
und  D  =  sinu  nicht  nach  der  Eutwickelung  von  (B  -(-  7))",  sondern 
von  {B -\-  Dy —  l)"  zusammensetzen.  Wir  sehen  hieraus,  wie  nahe 
Vieta  bereits  an  die  Erfindung  des  Satzes  von  Moivre  streifte^). 

Dieselben  Regeln,  zu  denen  er  bei  seiner  successiven  Bildung 
der  Dreiecke  gelangte,  finden  sich  auch  im  III.  Theorem  seiner  Schrift 
über  die  Winkelteilung,  allerdings  nur  in  Worten,  ohne  Rechnung 
und  Beweis  angeführt*).  Aber  er  geht  darin  noch  weiter,  indem  er 
auch  die  Entwickelungen  der  Cosinusse  und  Sinusse  der  ganzzahligen 
Vielfachen  eines  Winkels  nach  den  Potenzen  je  einer  dieser  Funk- 
tionen lehrt.  —  Doch  besprechen  wir  die  wichtigsten  der  10  Theoreme, 
die  uns  Anderson  aus  jener  verschollenen  Schrift  Vieta's  über- 
liefert hat,  in  ihrer  Reihenfolge! 

Die  Theoreme  1  und  II  (Opera  287 — 88)  umschliefsen  die 
Formeln 

j  siu«  =  8m(2a-\- ß)  cos(cc-{-  ß)  —  sm(a-{-  ß)  cos (2a -{-/3), 
1  cosa=  cos(2a  +  /3)  cos(ß-f /J)  +  sin(«-f /?)  sin  (2«+/?), 
(  sin(2ß  +  ß)  =  sin(a  +  /3)  cos«  +  cos(k  -(-  ß)  sin«, 
(  cos  (2  ci-{-  ß)  ==  cos  {a-\-  ß)  cosa  —  sin  (a  -|-  ß)  sin  « . 

Das    II.    Theorem     i  einfach    die    Additionsformel)    diente    ihm    zur 
successiven  Berechnung  der  Funktionen    vielfacher  Winkel,   wie  sie 

1)  Opera  p.  37.  —  2)  Cantor  II.  397  fl'.  —  3)  Fr.  Ritter  spricht  ihm 
diese  Erfindung  271.  Anmerk.  1.  der  zuletzt  angeführten  Abhandlung,  wie  auch 
Seite  63  seiner  Monographie  zu,  doch  scheint  uns  damit  etwas  zu  viel  gesagt. 
—  4)  Opera  289,  vgl.  auch  ebenda  371  —  375. 
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im  Theorem  III  angeführt  wird,  dessen  Inhalt  wir  schon  ans  den 
Notae  priores  kennen.  Wichtig  sind  das  IV.  und  V.  Theorem 
(291 — 294),  die  durch  folgende  Proportionen  wiedergegeben  werden: 
sin  a  :  sin  2«  =  sin  {n  —  l)a  :  [sin  (n  —  2)  a  -|-  sin  na] , 
I  :  cos  «  ^  cos  (k  —  1)  «  :  [cos  (w  —  2)  a  +  cos  n  a] . 
Die  beiden  Formeln  sind  bei  Berechnung  der  Sinustabellen  sehr 
nützlich  und  wurden  zu  diesem  Zwecke  auch  von  Rhaeticus  ver- 
wendet. Derselbe  mufste  also  schon  lange  vor  Vieta  in  ihrem  Be- 
sitze gewesen  sein,  da  er  ja  bereits  1576  gestorben  war.  Hervor- 
ragendes Interesse  verdienen  die  Theoreme  VI  und  VII  (294 — 297), 
indem  in  ihnen  die  Reihenentwickelungen  von  cos  na  und  sin  na 
nach    den  Potenzen   von   cos  a.   bezüglich   sin  a,    angegeben  werden, 

und  zwar  hat  Vieta  das  Bildungs- 
gesetz der  auftretenden  Koeffizienten 
richtig  erkannt  und  in  einer  Weise 
dargestellt,  dafs  man  seinen  Gedanken 
zu  entziffern  vermag').  Die  Dar- 
stellimg  ist  folgende: 

Es  seien  auf  der  Peripherie  emes 
Halbkreises  (Fig.  41)  von  dem  Eck- 
punkte B  des  Durchmessers  lauter  unter  sich  gleiche  Bögen 
BD  =  DE  =  EF  =  FG  =  ■  ■  ■  =  K  abgeschnitten  und  ihre  End- 
punkte mit  dem  andern  Endpunkte  Ä  verbunden,  und  AB  sei  gleich  2 
gesetzt,    dann    ist    AD  =  2  cos  a.      Setzt    man    diesen   Wert    =  x, 

so  folgt: 

2  cos«     ^AD=x, 

2cos2a  =  ÄE  =  x^  —  2, 

2  cos  3a  =  AF  =  cc'  —  3x, 

2cos4a  =  AG  =  x^  — 4x^  +  2, 

2  cos  5u  =  AH  =  x^  —  5a^-\-5x, 

2  cos  6«  =  AI  =x^  —  6x*  -f  9a;2  —  2  u.  s.  w. 

Vieta,  der  diese  Reihe  bis  zu  cos  10  or  fortsetzt,  bemerkt  nun,  dafs 
die  Terme  rechts  abwechselndes  Zeichen  haben,  dafs  die  Exponenten 
der  Potenzen  immer  um  zwei  abnehmen  und  dafs  die  Koeffizienten 
aller  zweiten  Glieder  die  natürlichen  Zahlen,  die  aller  dritten  Glieder 
die  Dreieckszahlen,  die  der  vierten  Glieder  die  Pyramidalzahlen  u.  s.  w., 
alle  mit  2  beginnend  sind,  womit  das  Bildungsgesetz  erkannt  war.  — 
Im  VII.  Theorem  werden  für  2sin«^a;  und  2 sin2 a=i/  die  Reihen: 


1)    Montucla   hat  in  seiner  Hi.stoire  des  mathematiques   zum  erstenmale 
auf  diese  Entwicklung  hingewiesen,  I,   608, 
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2  sin  a  =  X, 
2  sin2 a  =  !/ , 
2 X  sin  'da  =  1/^  —  x^, 
2  x'''  sin  4  «  =  2/''  —  2  y  x', 
2  a;'  sin  5  «  ^  y'  —  3 1/  x-  +  x* , 
2 .1''*  sin  6  «  ^  if  —  4  \ß  x"  -\-  .'! .(/  ./•'   u.  s.  \v. 

aufgestellt,  uiul  auch  hier  wird  das  Bildungsgesetz  aus  der  Kenntnis 
der  figurierten  Zahlen  abgeleitet,  .\hnlich  gibt  er  in  dem  l.\.  Theorem 
noch  die  Darstellung  der  Sinusse  der  ungeraden  und  der  Cosinusse  der 
geraden  Vielfachen  eines  Winkels  dui"ch  die  Potenzen  des  Sinus  des 
einfachen   Winkels  allein. 

Es  wurde  schon  erwähnt,  dal's  alle  diese  wichtigen  Sätze  von 
Vieta  beweislos  mitgeteilt  wurden;  jedoch  besteht  kein  Zweifel,  dafs 
Anderson  seine  beigegebenen  Beweise  im  Sinne  Vieta' s  gestaltete; 
denn  sie  beruhen  auf  geometrischer  Basis  und  bedienen  sich  haupt- 
sächlich des  bekannten  Ptolemäi scheu  Satzes  für  das  Sehnen- 
viereck. —  Am  Schlüsse  seiner  Mitteilung  ruft  Vieta  in  stolzem, 
aber  berechtigtem  Selbstgefülil  aus:  „Also  enthält  die  Analyse  der 
Winkelschnitte  geometrische  und  arithmetische  Geheimnisse,  die  bis- 
her von  Niemandem  durchschaut  worden  sind"^).  Er  hatte  also  offenbar 
keine  Ahnung  davon,  dafs  gleichzeitig  mit  ihm,  ja  vielleicht  schon 
etwas  früher,  der  Schweizer  Jobst  Bürgi  dieselbe  Frage  mit  nicht 
geringerem  Geschick  behandelte. 

In  ganz  hervorragender  Weise  zeigt  sich  Vieta's  analytischer 
Scharfsinn  in  der  Verwendung  der  in  jenen  Theoremen  niedergelegten 
Gedanken  zur  erstmaligen  Inangriffnahme  und  fast  vollständigen  Er- 
ledigung des  Teilungsproblemes  der  trigonometrischen  Funktionen. 
Diese  Aufgabe  ist  in  Beispielen,  die  die  Drei-,  Fünf-  und  Sieben- 
teilung behandeln,  so  dargestellt,  dafs  sie  sich  unmittelbar  auf  be- 
liebige Primzahlen  ausdehnen  läfst.  Man  erkennt  aus  ihrer  Betrachtung 
auf  das  Deutlichste  den  Weg,  den  Vieta  später  (1594)  einschlug, 
um  eine  von  Adriauus  Romauus  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  die 
damals  viel  Aufsehen  machte.  Doch  betrachten  wir  zunächst  Vieta's 
Beispiele!  Problemation  I  lautet:  Einen  gegebenen  Winkel  a 
in  3  gleiche  Teile  zu  teilen.  Man  setze  den  Radius  des  Kreises 
=  X,  die  Sehne  des  zu  teilenden  Winkels  =  B  und  die  Sehne  des 
Segmentes  ^  E,  dann  ist  in  seiner  Schreibweise  die  Gleichung  des 
Problems: 

Xg  in  -Bo  —  Ec  aequetur  Xq  in  B, 


1)  Opera  3ii0. 
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d.  li.  für  X=  1,  E  =  X,  B^a,  da  q  Quadrat,  c  Cubus  ist,  und 
die  Koeffizienteu  nachgesetzt  wurden:  '6x  —  x'' =  a,  und  Vieta 
findet    für    x    folgende    2    Werte    x^  =  crd  -|-,     x„  =  crd  —^ 

=  crd  (-^  +  120")  •;    der  dritte  Wurzel  wert  existiert   für  ihn  deshalb 

nicht,  weil  er  die  Sehne  eines  Winkels  >  180",  nämlich  —  -|-  240" 
liefern  würde.  Funktionen  von  Winkeln  >  180"  wurden  aber  auch 
von  Vieta  noch  nicht  in  Betracht  gezogen.  Erkennt  man  diesen 
geometrisch  ganz  gerechtfertigten  Standpunkt  an,  so  war  seine 
Lösung  eine  vollständige  und  um  so  beachtenswerter,  als  man  da- 
mals über  die  Mehrheit  der  Wurzeln  einer  Gleichung  soviel  wie 
nichts  wufste. 

Im  2.  Problemation,  das  die  Fünfteiluug  löst,  gibt  er  aus  seinem 
IX.  Theorem  folgernd  die  Gleichung  hx  —  bx^  -\-  x^  ^  a  und 
findet    die    drei   Wurzelwerte      x^  =  crd  y ,     .r^  =  crd  i"-  -\-  72"j , 

a-g  =  crd  (-^  +  144") .     Die  Sehnen    des    4.  und  5.  Winkels,   welche 

180"  überschreiten,  existieren  für  ihn  nicht.  Hier  hat  es  übrigens 
Vieta  trotz  seiner  äufserst  knaj^pen  und  schwer  verständlichen  Dar- 
stellung doch  für  notwendig  gefunden  .,für  die  Ungebildeten  und 
weniger  in  der  Analysis  Erfahrenen"  zu  zeigen,  dafs  auch  der  Wurzel- 
wert .rj   der   aufgestellten  Gleichung   genügt^).     In  derselben  Weise 


1)  Sein  Beweis  ist  in  Küi-ze   folgender:    Auf  dem  Kreis  über  AB  (Fig.  g) 
seien  zwei  ixngleiche  Bögen  -BG  ==  a   und   AG^BG    so   abgeschnitten,   dafs 

AG +  BG=  ISO"  ist  und  BH=-^  gemacht; 

vermehrt  man  jetzt  —  um  144°=  arc.  HC  und 
5 

zieht  BC,  so  ist  zu  zeigen,  dafs  für  BG=  a, 

BC ^  crd  ( 1-  144°)  Wurzel  obiger  Gleichung 

ist.     Vermehrt  man  arc.  BC  abermals  um  sich 
selbst,  so  dafs  arc.  HCD  =  2  /-?-  +  144°)  wird 

und  zieht  CD,  trägt  dann  von  D   aus  in  der- 

cc 
selben  ümlaufsrichtung  noch  dreimal  — — \-  144° 

auf,  wodurch  man  zu  den  Punkten  E,  F  und 
wieder  nach  G  gelangt,  so  sieht  man  leicht, 
dafs  arc.  BD  =  2  arc.  AC  ist;  femer  ist  arc.  EC  =  arc.  BD  =  2  arc.  AC, 
also  arc.  AE  =  3  arc.  AC.  Ähnlich  ist  arc.  DF  =  arc.  DB,  also  arc.  BF 
=  4arc.  J.C,  undda  auch  aiT.  Gi^  ^  arc.  i^C,  so  ist  endlich  a,TC.  GA=barc.AC. 

cc 

Setzt  man  jetzt  den  Eadiua  ^•iA'=l  und  zur  Abkürzung  arc.  j4C^36° _  =  -iß, 

so  ist  crd  [-^  +  144°)   =  BC  =  2cosß=  a;.     Jetzt  folgt   aus   der  Figur   unter 
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weiter  fortschreitend  findet  er  bei  der  Siebeuteilung  4  Wurzeln,  also 
allf^emein  bei  der  Teilung  in  '2  n  -{-  l  Teile  )i  -{-  1  positive  Wurzeln, 
wie  es  auch  sein  mui's. 

Diese  eingehende  Kenntnis  des  Teilungsproblems  setzte  ihn  nun 
in  den  Stand,  jene  schon  erwähnte  Aufgabe  mit  Leichtigkeit  zu 
lösen,  die  der  Niederländer  Adrian  van  Koomen  im  Jahre  159;> 
„allen  Mathematikern  des  Erdkreises"  gestellt  hatte ').  Dieselbe  lautete-): 
,,Wenu  von  zwei  Termen  das  Verhältnis  des  ersten  zum  zweiten  gleich 
ist  dem  Verhältnis  von  x  zu  -15x-  -  3795,t^  +  95634x''— 1138500^;' 
+  7811375.1:»  —  345t2075x"  +  105300075  a;''  —  232tJ7G280a;'^ 
+  384942375^1'  —  488494125a.i^  +  483841800.^-'  —  3786588003,"» 
+  236030652 .1,-''  —  1 17679100  .t-'  +  46955700  a;-»—  14945040«" 
+  3764565  x^»  —  740259x3-^  +  111 150«»'  —  12300,/.»»  +  945  x" 
—  45a;^^  -|-  ar'^,  so  soll  bei  gegebenem  zweitem  Terme  der  erste 
gesucht  werden.  Aufserdem  fügte  van  Roomen  noch  drei  spezielle 
Beispiele  hinzu,  in  denen  er  seine  Lösung  angab,  und  verlangte 
endlich  die  Lösung  der  Aufgabe  für  den  Fall,  dafs  der  zweite  Term 

h=yi}-v^-yH-vi  ist. 

Vieta')  zeigt  nun  zunächst,  dafs  das  Problem  in  der  vorliegen- 
den Form  „lächerlich"  sei,  „wenn  es  nicht  verbessert  werde",  und 
darin  hat  er  auch  völlig  recht;  denn  nach  Angabe  müfste  sein: 
a:b  =  x:  (45a;  —  3795a,'»  +  ■  ■  +  •*''^))  wobei  h  als  gegebene  Zahl 
zu  betrachten  und  a  zu  berechnen  ist.  Die  Aufgabe  ist  also  völlig 
unbestimmt,  da  man  für  x  jeden  beliebigen  Wert  einführen  kann, 
um  hernach  a  zu  bestimmen').  Da  er  aber  sofort  aus  der  Bauart 
der  Formel  in  x  erkannte,  dafs  dieselbe  erhalten  wird,  wenn  man 
die  in  seinem  IX.  Theorem  aufgestellten  Ausdrücke  bis  zur  45.  Potenz 
fortsetzt,  so  konnte  er  die  unbestimmte  Aufgabe  in  der  Weise  „ver- 
bessern", dafs  er  sich  das  Problem  stellte,  die  Teilungsgleichung 
45'""  Grades 

45a;  —  3795x»  +  95634x-5 (-  ,r«  =  « 

für  einen  gegebenen  Wert  von  a  zu  lösen,  wobei  er  sofort  be- 


Beaehtimg  von  Vieta's  Theorem  VI  (S.  166)  AD  =  2  cos  2  ß  =  x- —  'i, 
BE  =  2cos3ß  =  x^'—äx,  AF  = -2  cos  iß  =  x'— 4:X^-\- 2,  BG  =  2cosbß 
=  x^  —  öx"  -\-  öx  =  a,    womit  der  Beweis  geführt  ist. 

1)  Ideae  mathematicae  pars  prima  sive  methodus  polygonorum  etc.  Ant- 
werpiae  1593  in  i"  am  Schlüsse  der  Einleitung.  —  2)  Vgl.  Opera  30ö.  — 
3)  Responsum  ad  problema  quod  omnibus  matbematicis  totius  orbis  construen- 
dum  proposuit  Adrianus  Romanus.  Opera  305  —  o-2i.  Publiziert  Mitte  1595, 
gelöst  bereits  im  Oktober  1594,  vgl.  Ritter  a.  a.  0.  28  und  29.  —  4)  Es  scheint 
dies  übrigens  nur  eine  schlechte  Fassung  gewesen  zu  sein,  sonst  hätte  er  nicht 
in  seinen  Beispielen  richtige  Zahlenwerte  für  a;  und  a  angeben  können. 
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merkte,  dafs  a  ganz  allgemein  gegeben  sein  kann,  und  somit  die 
speziellen  Beispiele  van  Roomen's  zur  Lösung  nichts  beitragen'). 
Auch  war  es  nur  ein  Weiterschreiten  auf  dem  uns  schon  bekannten 

Wege,  wenn  er  für  x  nicht  nur  die  eine  Wurzel  j^j  =  2sin—  fand, 

die  auch  van  Roomen  wufste,  sondern  sofort  alle  23  positiven 
Wurzelwerte  erkannte,  welche  in  der  Form 

„    .     /m  ■  360"  +  K»\         o    •     /on         ,     «°\ 
x,n  =  2  sm  ( i^^^j  =  2  sm  (8»«»  +  -^.-] 

enthalten"  sind,  wofern  m  die  Werte  0,  1 .  2  •  •  •  22  annimmt,  und 
0  =  2 sin«  bedeutet.    Vieta  gibt  sie  in  umgekehrter  Reihenfolge  in 

der  Form    :>:,„  =  2  sin  (4»  +  m  8«  —  |^°)    an  ^). 

Nachdem  er  erkannt  hatte,  dafs  die  Lösung  jeuer  Gleichung  das 
Problem  der  Teilung  des  Winkels  in  4")  Teile  umschlofs,  war  die 
weitere  Erkenntnis,  dafs  diese  Gleichung  auch  successive  durch  zwei 
Dreiteilungen  und  eine  Fünfteilung  erreicht  werden  könne,  nur  eine 
konsequente  Folgerung.     So    setzte   er  denn  für   den  speziellen  Fall 

von  van  Roomen's  Aufgabe  3a;  —  x^^V\ — K^ —  V^  —  V^i' 
Die  Wurzeln  x  ergaben  ihm  dann  3«/  —  iß  =  x,  und  aus  der  Kenntnis 
von  y  konnte  er  mit  der  Gleichung  os  —  52^-\-2^  =  y  die  gesuchten 
Wurzeln  finden.  Die  Bedeutung  des  angegebenen  Zahlenwertes  aber 
war  für  Yieta  unschwer  als  die  Sehne  der  Difierenz  der  Bögen  des 
Sechseckes  und  des  Zehneckes  zu  erkennen,  also  des  Winkels  von  24". 
Wir  haben  früher  gesehen,  dafs  die  Araber  bereits  im  Besitze 
der  Dreiteilungsgleichung  der  trigonometrischen  Funktionen  waren, 
die  sie  sich  zur  Berechnung  von  sin  P  zu  verschaffen  wufsten.  Auch 
trafen  wir  ihre  Kenntnis  wieder  bei  Regiomontan  an  (S.  121, 
Anmerk.  1)  —  die  Fünf-  oder  Mehrteilung  aber  hatte  wohl  noch 
Niemand  vor  Vieta  und  Adrianus  Romanus  an  die  Öffentlichkeit 
gebracht.  Doch  veranlafste  den  ersteren  nicht  nur  ein  theoretisches 
Interesse  zur  Verfolgung  dieses  wichtigen  Problemes,  sondern  er 
hatte  dabei  auch  im  Auge,  die  Methoden  zur  Berechnimg  trigono- 
metrischer Tabellen  zu  verbessern,  um  verliissige  Resultate  zu  er- 
zielen. Dies  geht  aus  einem  Korollar  hervor,  das  er  am  Schlüsse 
seiner  Sätze  über  die  Winkelteilung  (p.  303)  anführt  und  in  welchem 
er  eine  Methode  zur  Berechnung  von  sin  1'  lehrt.  Es  ist  dies  folgendes 
Verfahren:  Man  verschafft  sich  zunächst  mittels  des  goldenen  Schnittes 
sin  18*  und  findet  durch  Anwendung  der  Fünfteilung  hieraus  sin  3"  36'; 
femer  folgt  aus  der  Kenntnis  von  sin  GO"  durch  zweimalige  Anwendung 


1)  Opera  309.  —  2)  Opera  322. 
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iler  Trisektion  sin  d"  40'  und  durch  llalbieniiig  sin  3"  20'.  Führt 
man  die  so  gefuuduiien  Werte  von  sin  i»";]!)'  und  sin  3" 20'  in  die 
Gleichung  des  ersten  'Theorems  der  Winlveitcihmg  ein,  so  ergibt  sich 
der  Wert  von  sin  (3" 36'  —  3" 20')  =  sin  10'  und  durdi  viermalige 
Halbierung  der  Wert  von  sin  1'. 

Freilich  sagt  Vieta  an  dieser  Stelle  nicht,  wie  er  die  Drei- 
teilnngs-  und  die  Flinfteilungsgleichuug  für  einen  gegebenen  Zahlen- 
wert Uist,  in  seinen  Zahlenbeispieleu  gibt  er  vielmehr  nur  solche 
Winkel,  i'ür  welche  die  Sinusse  ihrer  Drittel,  Fünftel  etc.  auf  andere 
Weise  gefunden  werden  können,  aber  dennoch  konnte  er  den  oben 
angedeuteten  Weg  zur  Berechnung  von  sin  1'  wirklich  einschlagen, 
da  er  zur  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  thatsächlich  sowohl 
im  Besitze  der  „regula  falsi" ')  als  auch  eines  Verfahrens  war,  das 
mit  jener  bekannten  Methode  der  Araber  genau  übereinstimmt"). 

Es  ist  hier  der  Platz,  eine  Bemerkung  Vieta's  anzuführen, 
die  allerdings  in  das  Gebiet  der  Anwendungen  der  Trigonometrie 
gehört,  aber  wegen  ihrer  W^ichtigkeit  nicht  übergangen  werden 
kann.  Vieta  erkannte  nämlich  zuerst,  dafs  die  Behandlung  des  so- 
genannten irreduzibeln  Falles  der  kubischen  Gleichungen  mit  der 
Dreiteilung  der  trigonometrischen  Funktionen  in  direkter  Beziehung 
stehe.  Denn  in  seiner  Schrift  „De  recognitione  aequationum"  ^)  sagt 
er  ausdrücklich,  dafs  dieser  Fall  eleganter  mittelst  der  Wiukelschnitte 
gelöst  werden  könne  und  führt  ihn  auf  die  Gleichung  (2cosa)^ — 3  (2  cos«) 
=  2  cos  3«    zurück '). 

§  2.     Die  Zyklometrie  am  Ende  des  16.  Jahrhunderts. 

In  enger  Beziehung  zu  der  im  letzten  Paragraphen  entwickelten 
Lehre  von  der  Winkelteilung,  durch  die  Vieta  ein  ganz  neues  Gebiet 
der  Goniometrie  erschlossen  hatte,  stehen  auch  seine  Untersuchungen 
über  die  Kreispolygone,  die  ihn  bemerkenswerte  zyklometrische  Resul- 
tate finden  liefsen;  ja  es  ist  sogar  wahrscheinlich,  dafs  er  erst  durch 
sie  zur  allgemeineren  Behandlung  des  Teilungsproblems  geführt  wurde. 
Er  bediente  sich  zweier  Methoden,  um  das  Verhältnis  der  Krei.s- 
peripherie    zum    Durchmesser    näherungsweise   herzustellen:    die    eine 


1)  Eine  Auseinandersetzung  derselben  gibt  er  bereits  in  seinem  liber  in- 
spectionum  zum  Canon  mathematicus  p.  70.  —  2)  Vgl.  hieräber  Ritter  a.  a.  0. 
70.  —  3)  Theorema  III.  Opera  91.  Montucla.  Histoire  des  mathematiques  I. 
606  ff.  und  Cantor  II.  583  haben  bereits  hierauf  aufmerksam  gemacht.  —  4)  In- 
dem  er   in   der  kubischen  Gleichung   A'  —  HAB'  =  DB',    wo    B  ]>  — -    sein 

Ä  D 

mufs,     ^=5-  =  2coSK    und     -yr-  =  2  cos  3  k    setzt,     a.  a.  0.  Ol. 
x>  B 
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ist  die  alte  Methode  Are  hi  med 's,  die  andere  ging  nach  seiner 
eigenen  Aussage  von  einem  Gedanken  Antiphon 's*),  eines  Zeit- 
genossen des  Sokrates  aus,  und  soll  hier  kurz  auseinandergesetzt 
werden  -). 

Yieta  beweist  zunächst  den  Satz:  „Wenn  man  in  einen  Kreis 
zwei  reguläre  Polygone  einschreibt,  von  denen  das  zweite  die  doppelte 
Seitenzahl  des  ersten  hat,  so  verhält  sich  die  Fläche  des  ersten  zu 
der  des  zweiten,  wie  die  Supplementarsehne  der  Seite  des  ersten 
(Apotome)  zum  Durchmesser.  Bezeichnen  F,,  und  F-m  die  Flächen 
der  beiden  Polygone  und  a,,  die  zu  i^„  gehörige  Supplementarsehne, 
)\  den  Radius,  so  hat  man  also^)  i^„  :  2^2«  =  «« :  2r.  Verdoppelt 
man  nun  fortgesetzt  die  Seitenzahl  der  regulären  Polygone,  so  nähert 
sich  die  Polygonsfläche  immer  mehr  dem  Kreis  an  und  man  bekommt: 
F  -.F^    =(a.  -a^    •  a,2   •  •  ■  a,i_i  )  :  (2r)*. 

n  2n  \    n         in         2  n  2         n/       ^       / 

Vieta  gibt  den  Prozefs  in  Worten  bis  zu  Ic  =  6  an  und  fügt 
bei:  „Et  eo  in  infinitum  continuo  progressu".  In  einem  Korollar 
geht  er  nun  von  n  =  4  aus.     D.  g.: 

F^ :  ^^.+2  =  («,  •  %  ■  (I,,  ■  ■  ■  a,*+i)  :  (2r)*-, 

oder   da    F^  ^  2 r    ist, 

T-,  .-,   j    -ic     2r      er  2r 

-*'"*"■  '  «.1   '  "s    '   «16     '   '    '    «2*+l  ' 

Wächst   Je   ins   Unendliche,    so    fällt   F^i-^«   näherungs weise    mit  der 

Kreisfläche  zusammen,  und  man  hat  für  diese  den  Wert 

„    o     2r     2r      2r  ■      ■   n    ■. 

ir-  •  —  •  —  •  —  ■  •     in  innuitum, 


a.  ■   a.      O 


oder    hieraus,    da    für    /■  =  1,    die    Werte     ^  =^  cos -^  =  1/— , 
'  '  2r  2  r    2  ' 

i = cos  if = /,; + ii4 .  ?; = ^\ + 1 V Wi4  «■  ^^  w. 

sind, 

i  =  VI  ■  /l+ll4  ■  Vi+n^i^i  ■■■')■ 

Cantor  hat  schon  bemerkt,  dafs  dieses  die  erste  unendliche  Faktoren- 

1)  Cantor  I.  2.  Aufl.  189— .190.  —  2)  Cantor  hat  II.  547  —  548  bereits 
(las  Wichtigste  hierüber  mitgeteilt.  Beide  Methoden  sind  von  Vieta  in  dem 
Buche  Variorum  de  rebus  mathematicis  responsorum  angeführt.  Opera  398  —  400. 
—  3)  Vgl.  diese  Darstellung  bei  Cantor  U.  548.  —  Das  Schlufsresultat  hat 
später  Giuseppe  Zacchini  Leonelli  selbständig  wiedergefunden  und  hielt 
es  für  neu.  Bulletino  di  bibliogr.  e  di  storia  XVUI.  661.  von  lioneompagni 
aus  L.  Nachlafs  veröffentlicht.  —  4)  Kl ü gel,  Math.  Wörterbuch  E.  607  hat 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  in  Vieta's  Formeln  die  Werte  \  vor  den 
Wurzeln  fehlen. 
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folge  war,  welche  aufgestellt  wurde,  und  Rudio  hat  ihre  Kouvergenz 
bewiesen  *). 

Ob  Vieta  sich  auch  dieser  Methode  zur  wirklichen  Berechnung 
von  %  bediente,  ist  nicht  zu  ersehen,  jedenfalls  hat  er  aber  schon 
in  seinem  Anhang  zum  „Canon  mathematicus"  die  Ludolphische 
Zahl  auf  lU  Dezimalen-)  richtig  angegeben  und  sein  Resultat  aus- 
drücklich nur  als  eine  Annäherung  bezeiclmet. 

Ks  dürfte  hier  der  Platz  sein,  die  zusammenhängende  Schilderung 
von  Vieta's  Verdiensten  um  unsere  Wissenschaft  zu  unterbrechen 
und  einen  kurzen  Blick  auf  jene  Bestrebungen  zu  werfen,  die  damals 
voll  verschiedenen  Seiten  einer  genaueren  Bestimmung  der  Zahl  % 
gewidmet  wurden.  Obgleich  Nonius  seiner  Zeit  die  von  Oroutius 
Fiuaeus  und  Bouvelles  verteidigte  Ansicht,  dafs  eine  exakte 
Quadratur  des  Kreises  möglich  sei,  aufs  schärfste  angegriffen  hatte, 
fand  diese  Ansicht  doch  an  Simon  Duchesne  aus  Döles  in  Frankreich 
einen  neuen  Vertreter,  indem  derselbe  zweimal,  15^3  und  158G  den 
Versuch  einer  exakten  Kreismessung  machte.  Gegen  ihn  wandte 
sich,  da  er  das  Verhältnis  des  Kreisumfanges  zum  Durchmesser  zu 
3^1^^- =  3,14256198  ••  ■  angegeben  hatte,  zuerst  Ludolph  van  Ceulen 
in  einer  Schrift  von  1585,  worauf  van  der  Eycke  (Duchesne)  1586 

den  Wert  %  =  K  }/300  • —  8  =  3,1446055  ■  •  •  als  Verbesserung  an- 
gab und  den  Umstand,  dafs  dieser  nicht  einmal  zwischen  den  Archi- 
medischen Grenzen  3^  und  31J  lag,  einfach  dahin  erklärte,  dafs  die 
Rechnung  des  letzteren  falsch  sei.  Trotz  dieser  gewagten  Behauptung 
reproduzierte  der  Mathematiker  Raymarus  Ursus  Duchesne's 
Rechnung  in  seinem  Fundamentum  astronomicum  1588  und  erklärte  sie 
als  eiu  „divinum  artificium".  Dem  entgegen  publizierte  Adrianus 
Romanus'')  seine  „Ideae  mathematicae  pars  prima"  1593,  die  er 
dem  berühmten  Jesuiten  Christoph  Clavius  widmete.  Dieses 
Schriftchen  beschäftigt  sich  ausschliefslich  mit  Vielecksberechnungen 


1)    Zeitschr.  f.  Math,  und  Phys.   XXXVT,    hist.   litt.   Abteil.   139  —  140.    — 

2)  Universalium  inspectionum  ad  Canonem  mathematicum  liber  singularis  p.  15. 
Er  ging  bei  seiner  Rechnung  nach  der  Methode  aes  Archimedes  vom  ein- 
und  umgeschriebenen  Dreieck  aus  und  setzte  sie  bis  zum  393  216-Eck  fort. 
Sein  Resultat  sehrieb  er  314,159=55;??,  indem  er  hier  zum  erstemnale  eine  Be- 
zeichnung der  Dezimalbräche  durch  Weglassung  des  Nenners  unter  dem  Bruch- 
strich einführte,    deren  "Wert  er  vollkommen  erkannte.     Vgl.   ebenda    p.  17.   — 

3)  Geboren  zu  Löwen  1561  wurde  er  1586  daselbst  Professor  der  Mathematik, 
kam  dann  in  der  gleichen  Eigenschaft  nach  Würzburg,  besuchte  von  hier  aus 
1597  Vieta  in  Tours,  mit  dem  er  eine  lebhafte  Freundschaft  schlofs,  ging  dann 
wieder  in  seine  Heimat  zurück,  erschien  aber  1606  abermals  in  Würzburg  und 
starb  1615  zu  Mainz.  Genaueres  bei  Cantor  IL  550  —  551  und  Quetelet, 
Histoire  des  mathematiques  chez  les  Beiges.    Bruxelles  1864.    8°.    132  — 138. 
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und  gehört  somit  uur  indirekt  in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen. 
In  der  Einleitung  stellte  er,  wie  wir  schon  wissen,  das  Problem  der 
4ö-Teilung,  und  man  sieht  hieraus,  dafs  er  durch  seine  Unter- 
suchungen über  Polygone  und  die  Kreismessung  zum  Teilungsproblem 
geführt  wurde,  das  er  mit  Ausschlufs  der  Angabe  mehrerer  Wurzel- 
werte wohl  ebenso  gut,  wie  Vieta  zu  lösen  verstand.  Dann  be- 
rechnet er  71  mit  der  Methode  des  Archimedes,  indem  er  bis  zum 
ein-  und  umgeschriebenen  251 658 240 -Eck')  vorschreitet  und  findet 
jr  ^  3,1415926535S979o|l,  also  auf  15  Dezimalen  genau.  Aufser 
diesem  Resultate  bietet  das  Schriftchen  wenig  Interesse,  da  es  wohl 
eine  enorme  Rechengewandtheit,  Geduld  und  Ausdauer  bei  der  Be- 
stimmung aller  möglichen  Polygonsseiten,  aber  keine  orginelle  Methode 
aufweist"). 

Die  vorzüglichen  Leistungen  Vieta's  und  van  Roomen's  in 
der  Kreismessung  konnten  jedoch  nicht  verhindern,  dafs  Joseph 
Scaliger  (1540 — 1609),  der  sich  durch  ebenso  grofse  Eitelkeit, 
als  hervorragende  litterarische  und  historische  Keimtnisse  auszeichnete 
und  erst  kürzlich  (1583)  ein  bedeutendes  Werk  über  Chronologie 
geschrieben  hatte,  von  Neuem  behauptete,  dafs  eine  exakte  Quadratur 
möglich  sei,  und  für  %  zuerst  den  (indischen)  Wert  ]/IO''')  und  dann 
den  Wert  1/9,72*)  mitteilte.  Wie  unglücklich  seine  Rechnungen 
nach  dieser  Richtung  waren,  beweist  der  Umstand,  dafs  er  kaltblütig 
das  von  ihm  gefundene  Resultat,  der  Umfang  des  umschriebeneu 
Zwölfeckes  sei  kleiner  als  der  Kreisumfang,  als  richtig  hinstellte^). 
Durch  diese  widersinnige  Behauptung  entfesselte  er  einen  Sturm  von 
Gegenschriften''),  die  ihn  aufs  schärfste  angriffen.  Jean  Errard 
de  Barleduc'i,  Ludolph  van  Ceulen''),  Clavius^),  Vieta"") 
und    van  Roomeu^'),    der   Italiener    Pietro    Antonio    Cataldi'-) 


1)  Diese  Zahl  ist  gleich  3  •  5  •  2",  woraus  folgt,  dafs  er  bei  seiner  Be- 
rechnung vom  lö-Eck  ausging.  —  2)  Er  berechnet  für  den  Radius  10'°  die 
Seiten  der  regulären  Polygone  von  3,  4,  5  und  15  Ecken  und  die  durch  fort- 
gesetzte Verdoppelung  aus  ihnen  abgeleiteten,  um  eben  zu  dem  obigen  Resultate 
zu  gelangen.  —  3i  Cyclometrica  elementa.  1593  I.  Buch   —  4)  Ebenda  ü.  Buch. 

—  5)  Vgl.  hierüber  Kästner,  Geschichte  der  Mathematik  I.  487  —  4y7.  — 
6)  Vgl.  Cantor  11.  549.  —  7)  Lebte  von  1566  — 1623  und  schrieb  eine  Refutation. 

—  8)  Er  wandte  sich  direkt  an  Scaliger,  um  ihn  zur  Zurückziehung  seines 
Werkes  zu  bewegen.  —  9)  Clavius,  Refutatio  Cyclometriae  Sealigeri.  1609 
in  4".  —  10)  Vietaei  opera  Munimen  adversus  nova  cyclometrica  seu  avzintXt- 
■ivg.  15'.i4.  Ernst  und  Spott  finden  sich  hier  vereint.  Die  Geschichte  des  dieser 
Publikation  vorausgehenden  Streites  mit  Scaliger  siehe  bei  Ritter  a.  a.  0. 
24  —  25.  —  11)  In  Archimedis  circuli  dimensionem  expositio  et  analysis.  Wuree- 
burgi  1597  in  2°.  Hiei-über  Kästner  a.  a.  0.  I.  504  —  511.  —  12)  Difesa  di 
Archimede  delle  oj^positione  del  Sig.  Gioseppe  Scaligero  intoruo  alla  quadratura 
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und  der  Heidelberger  Professor  Jakob  Christmann  Vi  erhoben  sich 
gegen  ihn,  ohne  ihn  jedoch  zu  bekehren.  Aber  ihre  Schriften  hatten 
das  eine  Gute,  dal's  die  Ansicht  von  der  Unmöglichkeit  einer  exakten 
Quadratur  dem  gebildeten  Mathematiker  immer  mehr  zur  Gewifsheit 
wurde,  wenn  es  auch  noch  Jahrhunderte  dauern  sollte,  bis  ein  Beweis 
hierfür  geliefert  werden  konnte. 

Zur  Ausbildung  dieser  Anschauung  haben  namentlich  die  Nieder- 
länder beigetragen,  die  mit  der  ihrem  Stamme  eigentümlichen  Zähig- 
keit und  Ausdauer  sich  den  mühsamen  und  laugweiligen  Rechnungen 
zur  näheruugsweiseu  Bestimmung  der  Zahl  u  unterzogen.  Insbesondere 
warf  sich  Ludolph  van  Ceulen  (1540  — IGIO)  mit  aller  Kraft  auf 
das  Problem  und  veröffentlichte  1591!  sein  Werk  „Van  den  Circkel", 
das  noch  einmal  1615  und  in  einer  Übersetzung  ins  Lateinische,  die 
Willebrord  Snellius  besorgte,  1619  erschien.  Er  berechnete  jr 
zuerst  auf  20,  dann  auf  35  Stellen,  immer  jedoch  sich  der  alten 
Methode  bedienend.  In  seiner  letzten  Druckschrift  gab  er  übrigens 
nur  32  Dezimalen  bekannt,  die  noch  fehlenden  drei  fanden  sich  auf 
seiner  Grabschrift  ujid  rühren  ebenfalls  von  ihm  her"-).  Eine  be- 
queme Form  für  n  gab  etwas  später  Adriaen  Metius  (1571  — 16.35) 
in  seiner  „Aritlimetica  et  Geometria"  1625,  indem  er  in  den  von 
seinem  Vater  Adriaen  Authonisz  (1527  — 1607)  gegebenen  Grenz- 
werten 3  J„g  <  31  <  3 3^20  Zähler  und  Nenner  addierte;  damit  erhielt 
er  3.j'2^  =  JJ-^  =  3,141592|9  •  •  ■;  jedoch  ist  die  Richtigkeit  dieses 
Resultates  als  rein  zufällig  zu  betrachten. 

Zum  Schlüsse  dieser  gedrängten  Mitteilungen  über  die  Kreis- 
messuug  wollen  wir  in  der  Zeit  etwas  vorgreifend,  um  später  nicht 
mehr  darauf  zurückkommen  zu  müssen,  eine 
Arbeit  etwas  näher  ins  Auge  fassen,  die  sich  ^ 
von  der  ausgetretenen  Bahn  der  Archimedi- 
schen Methode  abgehend  trigonometrischer 
Überlegungen  bediente.  Es  ist  dies  eine 
Schrift  von  Philipp  Lansberg,  der  uns 
später  noch  begegnen  wird,  welche  den  Titel 
führt  „Cyclometriae  novae  libri  duo".  Middel- 
burgi  1616  in  4".  Lansberg  teilt  einen 
Quadranten   BD    in    2m    gleiche   Teile,    ein 

90°  45° 

solcher   Teil    sei    x  =  -^  =  -—  =  arc.  CD  (Fig.  42).      Wird    dann 


M 


In  H 


del    cerchio    con    Fesame    del  Divinum    inventum    di    N.  Raymaro.      Bologna 
1620  in  2. 

1)  Tractatio  geometrica  de  quadratura  circuli  in  decem  capita  distributa 
adversum  eiTores  tarn  veterum  quam  recentiorum  mechanicorum  scripta  a  Af.  Ja- 
cobo  Christmanno.    Frankf.  1595.   4".  —   2)  Siehe  Cantor  II.   552. 
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der  Radius  AB  =  r  ebenfalls  in  2w  gleiche  Teile  geteilt,  und  der 
Endpunkt  E  des  ersten  Teiles  mit  dem  des  entsprechenden  Quadrauten- 
teiles  C  verbunden,  so  schneidet  die  Verbindungslinie  auf  der  im  End- 
punkte D  des  anderen  Quadrantenradius  errichteten  Tangente  eine  Strecke 
DFah,  die  näherungsweise  gleich  dem  Bogen  CD  gesetzt  werden  kann. 
Durch  Wiederholung  der  Teilung  erhält  man  immer  kleinere  Bögen, 
für  die  das  Theorem  um  so  genauer  gilt,  je  kleiner  sie  sind.  Kennt 
man  nun  Sinus  und  Cosinus  des  Bogens  x,  so  kann  man  hieraus  3t 
in  folgender  Weise  finden.  Mau  fällt  CL±ÄD,  zieht  I:M\\äI), 
das   CL  in  N  schneidet  und  hat   dann:     CL  ^  r  sin x,    ÄL  =  EN 

=  r  cos X,  CN  =  CL  —  LN  =  r  sinx  —  -—  =  -—  (2n  sin  x  —  1) , 
dann  folgt: 

EN :  CN  =  EM :  31 F     oder      3IF  =  (2«  sin  x—l):  cos x 
und  somit 
aTc.DC  =  DF="'~r  =  MF+LN=—^ — (2Msin.r-f  cosa;— 1), 

180"  '  2  n  cos  X  ^  '  '" 

woraus  sr  gefunden  werden  kann.    Indem  Lansberg  zunächst  w  =  256 

setzt,  erhält  er  7t  auf  6  Dezimalen  genau  und  mit  Fortsetzung  der 
Halbierung  konnte  er  die  Annäherung  bis  auf  28  Dezimalen  treiben. 
Er  scheint  auf  diese  Methode  durch  die  Quadratrix  der  Alten  ge- 
kommen zu  sein,  denn  er  erläutert  den  innigen  Zusammenhang  der- 
selben mit  seinem  Verfahren.  Wir  werden  später  sehen,  dafs  sich 
Willebrord  Snellius  einer  ähnlichen  Methode  zur  Berechnung  von 
n  bediente,  wollen  aber  hier  unsere  Schilderung  der  hauptsächlichsten 
Leistungen  im  Gebiete  der  Kreismessung  abschliefsen,  um  uns  wieder 
zu  Vieta  zurückzuwenden  und  seine  bahnbrechenden  Neuerungen  in 
der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  einer  eingehenden  Be- 
trachtung zu  unterziehen. 


§  3.     Vieta  als  Reformator  der  Trigonometrie. 

Schon  im  Canon  mathematicus  von  1579  findet  sich  p.  19  eine 
tabellarische  Zusammenstellung  der  Funktionsbeziehungen  im  ebenen 
bei  C  rechtwinkligen  Dreieck  ABC,    die   folgende   6  Sätze   enthält: 

sinA:a  =  sinB:b,      tgA:c=siiiA:h,      ig  B  :  c  =  sinB :  a^ 
secB :  c  =  ig  B  -.h,      secA:  c  =  ig  A:  a,      aecA  :  a  =  sec  JB  :  &  *). 


1)  Wir  schreiben  hier  und  im  Folgenden  statt  der  Seiten  AB,  BC,  CA 
bei  Vieta  c,  a,  h.  In  dem  Werke  von  1593  ist  diesen  wichtigen  Beziehungen 
noch  eine  Menge  von  Relationen  beigefügt,  die  sich  ergeben,  wenn  man  irgend 
eine  Seite  des  Dreieckes  gleich  einer  der  G  Funktionen  setzt  und  die'  beiden 
andern  daraus  berechnet. 
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Hierauf  folgt  die  I?ehaiullmif^  schiefwinkliger  ebener  Dreiecke,  die 
(p.  23)  naturgemiifs  mit  dem  Sinussatze  beginnt,  nach  dessen  Auf- 
stellung in  der  Form  sin  yl  :  a  =  sin  B  •.}>  ^  sin  C :  c  es  heifst:  „Ex 
iuscriptione  Trianguli  in  Circulo".  Hiermit  ist  offenbar  der  Beweis 
gemeint,    welcher    aus    der    schon     früher    angemerkten    Beziehung 

c  ==  yl.B  =  2  sin  — ^ —  ^  2  sin  C  folgt ') ,  wenn  mit  0  der  Mittelpunkt 

des  Kreises  bezeichnet  wird.  In  seinem  Werke  von  löilS  fügt  Vieta 
dem  Sinus.satze  noch  einen  zweiten  an,  der  hier  erstmalig  auftritt 
und  durch  die  Proportion  gegeben  wird: 

<t  :  (ctg  -;^-  +  ctg  y)  =  /'  :  (ctg  y  +  ctg  y)  =  c  :  (ctg  -  +  ctg  --)  • 

Die  Ableitung  der  Formel,  die  er  übergeht,  folgt  leicht  aus  dem 
eingeschriebenen  Kreise.  Bezüglich  des  Cosinussatzes  ist  Folgendes 
zu  bemerken.  Im  Anhange  zum  Kanon  tritt  derselbe  in  der  zwei 
Gleichungen  erfordernden  Form  auf,  die  schon  Ptolemäus  und  seine 
Nachfolger  gaben.  Doch  zeigt  sich  gegenüber  der  Behandlungsweise 
dieser  insofern  ein  bemerkenswerter  Fortschritt,  als  (p.  33)  der  zur 
Berechnung  der  Segmeute,  welche  die  Dreieckshöhe  auf  der  Basis 
bildet,  nötige  erweiterte  Pytha- 
goräische  Lehrsatz  in  der  be- 
quemen Analogie  ausgesprochen 
wird:  „Wie  sich  die  Basis  zur 
Summe  der  beiden  Schenkel  ver- 
hält, so  verhält  sich  die  Differenz 
der  letzteren  zur  Differenz  der 
Segmente  der  ersteren."  Diese 
Analogie  wird  unmittelbar  aus  der  Figur  abgelesen,  in  welcher  die 
Proportion  gilt  (Fig.  43):  BC :  BF  =  BG  :  BD,  oder  a  :  c -\- h 
=  c  —  h:BE—CE^). 

Das  Übrige  unterscheidet  sich  dann  nicht  von  dem  früheren 
Gebrauche.  In  seinem  späteren  Werke  aber  erhebt  sich  Vieta  sogar 
dazu,  den  Cosinussatz  zum  erstenmale  in  einer  einzigen 
Gleichung  darzustellen,  die  in  unserer  Formelschreibweise  lautet: 
2bc  :  (h-  -f  c-  —  a-)  =  1  :  cos^'^^ 

1)  Dieser  selbe  Beweis  findet  sich  wiederholt  in  späteren  Schriften,  so  bei 
Rhaeticus,  bei  Pitiscus,  wenig  verändert  bei  Snellius,  bei  Gellibrand 
und  bei  Cavalieri.  —  2)  Also  findet  sich  dieser  Satz  nicht  erst  bei  P.  Crüger, 
wie  Wolf  glaubt,  H.  A.  I.  479.  c.  —  3)  Variorum  de  rebus  niath.  respons. 
Opera.  402.  Wortlaut:  „Ut  duplum  rectangulum  sub  cruribus  ad  differentiaru 
inter  quadrata  crurum  simul  juncta  et  quadratum  basis,  ita  sinus  totus  ad  siuum 
complementi  anguli  ad  verticem." 

V.  Brauum  Ulli,  Geschichte  der  Trigonometrie.    I.  jo 


Fig.  43. 
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Hieran  schliefst  sich  die  Augabe  des  Tangentensatzes  und  zwar 
genau   in   dem   heute   noch    gebräuchlichen  Wortlaut,    der    durch   die 

Gleichung  c  -\- h  :  c  —  h  ^  ig  -~ —  :  tg  — - —  ^)  dargestellt  wird. 
In  dieser  eleganten  Form  tritt  der  Satz  hier  zum  erstenmale  auf"), 
während  er  in  weit  komplizierterer  Gestalt  bereits  10  Jahre  früher 
von  Thomas  Fink  gebracht  wurde,  dem  man  seine  Entdeckung 
schon  immer  mit  Recht  zugeschrieben  hat. 

In  derselben  Nummer  teilt  Vieta  noch  einen  anderen  Satz  mit, 
der  auch  hier  zum  erstenmal  publiziert  wurde,  obwohl  wir  ihn  in 
der  von  Tycho  Brahe  handschriftlich  hinterlassenen  Schrift  über 
die  Dreiecke,  die  zwischen  1591  und  1595  abgefafst  worden  war, 
wieder  begegnen  werden.  Zweifelsohne  hat  ihn  Vieta  selbst  ent- 
wickelt,  denn  Tycho's  Aufzeichnungen  wurden  niemals  bekannt  ge- 
geben. Derselbe  wird  folgendermafsen  durch  2  Gleichungen  aus- 
gedrückt: c:a  =  cosecB:x  und  ic  ^  ctgi?  =  ctg  C,  wo  das  obere 
Zeichen  für  B  <  90",  das  untere  für  B  >  90"  gilt.  Vereinigt  man 
diese  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man  die  bekannte  Relation: 

,      , ,  c  sin  B 

tg  6  = s  ■ 

°  a  —  c  cos  is 

Damit  hoffen  wir  gezeigt  zu  haben,  wie  die  ebene  Trigonometrie 
durch  Vieta's  geometrische  Gewandtheit  bereichert  und  zu  einem 
selbständigen  System  umgeschaffen  wurde,  in  welchem  die  sämt- 
lichen trigonometrischen  Funktionen  gleichmäfsig  zur  Geltung  kamen. 
Wir  wollen  aber  hierbei  nicht  unterlassen,  noch  einmal  darauf  hin- 
zuweisen, dafs  seine  Arbeiten  in  Rhaeticus'  Kanon  nicht  nur  ihre 
Veranlassung,  sondern  in  den  von  diesem  gegebenen  Gedanken  ihr 
Fundament  fanden. 

Nicht  weniger  bemerkenswert  ist  seine  Umgestaltung  der  sphä- 
rischen Trigonometrie,  denn  schon  in  seinem  Kanon  behandelt  er 
das  rechtwinklige  Dreieck  mit  einer  Vollständigkeit,  wie  es  seit 
Nasir  Eddin's  Zeiten  nicht  mehr  dagewesen.  In  drei  Tabellen 
gibt  er  eine  übersichtliche  Zusammenstellung  aller  überhaupt  mög- 
lichen Gleichungen  im  rechtwinkligen  Dreieck,  indem  er  diejenigen 
10  Relationen  zugrunde  legt,  die  wir  heute  aus  der  sogenannten 
Neper'schen  Regel  ableiten.  Wohl  hatte  Rhaeticus,  wie  wir 
sahen  (S.  148),  dieselben  bereits  1551  gefunden,  und  vielleicht  wurde 
Vieta  durch  seine  Andeutungen  hierüber  zur  Aufsuchung  derselben 
veranlafst,  aber  die  Priorität  der  Publikation  kommt  ihm  jedenfalls 
zu,  und  überdies  wufste  sie  Rhaeticus  keineswegs  so  übersichtlich 


! 


1)    Opera  402.    Nr.  VI,    —    2)   Also  nicht  erst  bei  P.  Crüger,   wie  Wolf. 
H.  A.  I.  179  angibt. 
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ilarzustelleii,   wie   der   grofse   französisclie  Matlieiuatiker.     Wir  geben 
die   Tabelle ')    der    10   Formeln   in   Vieta's    Schreibweise  wieder: 


DccaJio 
Pentas  prima. 

„0 

Pentas  secunda. 

I. 
II, 

m. 

IV. 
V. 

Totus    Sinus 
C       AB 
C      AB 

HinuB     Siuus 

A       CB         VI. 
B      AC        VII. 

Totus 
C 
C 

I-'oocund. 

AC 
CB 

Foocund 

■A: 

SlmiB 

CB 

AC 

C     Ar-e 

c  -esr 

A     ^     vm. 

B        ^          IX. 

c 

c 

CB 

AC 

■s- 

C     Ac^ 

-e^  Ars-         X. 

c 

ir 

Ac 

Je» 

Diese   10  Formeln    gebeu    in    unserer  Bezeichnung,    da    <^  C  =  90", 
also    sin  C  =  sin.  tot.  =  1    ist,   direkt: 


T.  1  :siu^i?=  sin^     :  sin  6'J5; 

II.  1  :sin^2?=  sini?    :sin^6'; 

III.  1  :cos7l(7=  sin  ^     :cosi?; 

IV.  1 :  cos  CJS  ^  sin  B    :cosJ.; 
V.  1  :cos  J^C'^=  cosC'-ß:cos^i?; 


VI.  1:   tg^C=ctgB    :  sin  CB; 

VII.  1:   tgC.B  =  ctgJ.    :siu^r'; 

VIII.  l:ctg.4i?=  igCB-.cosB; 

IX.  l:ctg^^=  tg^C:cos^; 

X.  l:ctgJ5    =ctg4    :cos^2?. 


Da  die  Formeln  I  und  II  gleichbedeutend  mit  imserer  Fundamental- 
ibrrael  (I)  S.  25),  III  imd  IV  mit  der  Relation  (V)  von  Geber, 
V  mit  der  Fundamentalformel  (III),  VI  und  VII  mit  Relation  (11), 
VIII  und  IX  mit  Formel  (IV)  und  endlich  X  mit  Relation  (VIj 
identisch  sind,  so  sehen  wir,  dafs  die  von  Vieta  gegebene  Tabelle 
zum  erstenmale  im  Abendlande  sämtliche  G  Grundformeln 
des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieckes  bringt  und  zwar 
in  einer  bequemen,  übersichtlichen  Form,  die  sich  unmittelbar  in  die 
heute  gebräuchliche  umsetzen  läfst. 

Die  von  uns  mitgeteilte  Übersicht  umschliefst  jedoch  nur  den 
sechsten  Teil  der  von  ihm  in  dieser  Tabelle  aufgestellten  Gleichimgen. 
Löst  man  nämlich  jede  unserer  10  Formeln  nach  einem  der  beiden 
Mittelglieder  auf  und  formt  das  Resultat  so  um,  dafs  kein  Quotient 
auftritt,  so  erhält  mau  weitere  20  Formeln,  aus  denen  man  in  Ver- 
bindung   mit    den    10   ersten   abermals    30   ableitet,    indem    man   sin. 


1)  Canon  math.  Anhang  36.  Die  Durchstreiehnng  der  Gröfsen  in  dieser 
Tabelle  bedeutet,  dafs  an  Stelle  der  darüberstehenden  Funktionen  die  Co- 
funktionen  zu  nehmen  sind. 

12* 
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und  cosin.  respektive  iu  cosec.  und  sec.  uud  die  Tangeuten  in  Co- 
taugenten  umschreibt.  Auf  diese  Weise  lassen  sich  also  Quotienten 
stets  vermeiden  ^). 

In  ähnlicher  Weise  gibt  er  in  einer  zweiten  Tabelle  (p.  40) 
abermals  10  Relationen  an,  die  zwischen  je  vier  Stücken  des  Drei- 
eckes stattfinden  uud  leitet  aus  ihnen,  wie  oben,  im  Ganzen  00  solche 
Beziehungen  her,  unter  denen  sich  aber,  wie  schon  Delambre  be- 
merkte-), 10  Identitäten  befinden.  Da  dieselben  von  geringerer 
praktischer  Bedeutung  siud,  so  gehen  wir  hier  nicht  weiter  auf  sie 
ein.  —  In  dem  späteren  Werke  von  1593  zeigt  sich  gegenüber  den 
Angaben  des  Canon  mathematicus  kein  weiterer  Fortschritt  mehr,  denn 
aufserdem  dafs  Vieta  die  Tafeln  aus  diesem  wieder  zum  Abdruck 
bringt  uud  noch  einige  anhängt,  die  zeigen,  welche  Analogien  bei 
Behandlung  der  Hauptaufgaben  der  Dreieckslehre  zu  verwenden  siud, 
hebt  er  aus  den  60  Formeln  der  ersten  Tabelle  21  heraus,  die  be- 
sonders nützlich  sein  sollen,  und  gibt  sie  in  Worten  an').  Wir 
wissen,  dafs  6  oder  10  auch  schon  genügt  hätten!  Übrigens  sind 
diese  wichtigen  Formelsysteme  weder  im  Kanon,  noch  später  ab- 
geleitet, nur  findet  sich  iu  ersterem  eine  Bemerkung*),  die  darauf 
hinzudeuten  scheint,  dafs  er  seine  Sätze  durch  Betrachtung  des  zum 
Kugeldreieck  gehörigen  Dreikantes  erhielt,  und  iu  dem  spätem  Werke 
wird  gezeigt''),  wie  man  die  sphärischen  Dreiecke  auf  die  Betrachtung 
ebener  zurückführen  kann. 

Auch  in  der  Behandlung  der  schiefwinkligen  sphärischen  Drei- 
ecke war  Vieta's  Thätigkeit  bahnbrechend.  Wenn  er  auch  im 
Kanon  noch  in  keiner  Weise  über  Regiomoutan  hinausgeht,  indem 
er  sich  nur  der  Zerspaltuug  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  oder  des 
Sinus-  uud  des  Cosinussatzes,  des  letzteren  in  Regiomontan's 
Fassung,  bedient*),  so  bietet  dagegen  seine  spätere  trigonometrische 
Schrift  viel  Neues.  Ein  Teil  der  in  ihr  gegebenen  Sätze  erscheint 
hier  teilweise  überhaupt,  teilweise  in  der  vorliegenden  Formulierung 
zum  erstenmale,  und  gerade  die  Präzision  der  letzteren,  sowie 
die  systematische  Anordnung  der  Lehrsätze  nach  dem  Prinzip 


1)  So  bekommt  man  z.B.  aus  Formel  I  folgende  sechs:  l:sinc=  sin.4:sina; 
1  :  sinn  =  cosecc  :  sinJl;  1  :sina  =  cosec .4  :  sine  und  1. -cosec j4  ==  cosecc  :  coseca; 
1  :  coseca  =  sine  :  coseca;  1  :  cosec o  =  siuA  -.  cosec e.  —  2)  Hist.  de  l'Asti'. 
du  moyen  äge  463.  Wir  sahen  früher  (S.  62),  dafs  schon  Ihn  .Tünos  zwei 
dieser  Formeln  ableitete  und  benützte.  —  .3)  Opera  403  —  406.  —  4)  Canon 
mathematicus  34.  —  5)  Opera  418  —  419.  —  6)  Delambre's  Bemerkung,  er 
gebe  eine  neue  Lösung  der  Aufgabe,  aus  den  Seiten  die  Winkel  zu  finden,  ist 
unrichtig,  denn  jene  Lösung  stimmt  genau  mit  der  zweiten  Regiomontan's 
überein. 
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der  reziproken  Beziehuii|»  übertrifl't  ;illes  bisher  Dagewesene. 
Schon  das  ist  ein  Fingerzeig  dafür,  dals  Vieta  die  Wichtigkeit  der 
Reziprozität  sehr  wohl  kannte,  aber  er  kannte  zweifelsohne  die  Eigen- 
schaften des  reziproken  Dreiecks  vollständig,  indem  er  stets  zwei 
reziproke  Aufgaben  genau  mit  den  reziproken  Formeln  löste*). 

Er  untensclieidet  im  ganzen  M  Fälle,  von  denen  die  ersten  zwei 
lauten:  „Aus  den  drei  Seiten  die  Winkel  und  aus  den  drei  Winkeln 
die  Seiten  zu  berechnen.'" 

Bei  Lösung  der  ersteren  Aufgabe  tritt  endlich  einmal  der  Cosinus- 
satz, von  dem  Sinus  versus  liegiomontan's  befreit,  iu  der  uns  ge- 
läutigen Form  auf: 

(sin  (t  •  siu  6) :  (cos  c  ^^  cos  a  cos  6)  ^  1 :  cos  C  -) . 

Die  Veränderungen,  denen  diese  Formol  ausgesetzt  ist,  jenachdem 
c  ^  DO"  und  a  und  h  gleichartig  oder  ungleichartig  sind,  werden  hier, 
wie  in  allen  folgenden  Fällen,  kurz  und  bündig  angegeben.  Interessant 
ist  auch  die  Folgerung,   die   sich  ihm   für  den   Fall,   dafs   a  =  b   ist, 

ergibt;   er   erhält   dann:     1  :  sin «  =  cosec -^  :  cosec -^ ,    eine    Formel, 

die  er  doch  wohl  nur  mit  einigen  rechnerischen  Umformungen  der 
Hauptformel  gewonnen  haben  dürfte. 

Die  Lösung  der  polarreziproken  Aufgabe  wird  mit  der  ent- 
sprechenden Formel 

(sin  A  •  sin  U) :  (cos  Ä  cos  B  +  cos  C)  =  1  :  cos  c  ^) 

ausgeführt.  In  dieser  Gestalt  konnten  wir  dieselbe  an  keiner  früheren 
Stelle  finden,  müssen  sie  also  Vieta  zuschreiben;  allerdings  werden 
wir  sehen,  dafs  der  Satz  in  Gestalt  zweier  Analogien  sich  bereits 
in  einem  1591  erschienenen  Werke  von  Philipp  Lansberg  und 
wieder  iu  anderer  Form  in  dem  schon  einmal  erwähnten  Manuskript 
Tycho's    findet.    —    Auch    bei   dieser   Aufgabe   hat  Vieta   den  Fall 

C 
A  =  B  eigens  angemerkt  und  hierfür  die  Formel :    1  :  sin  A  =  sec  — 

:  sec  —    gegeben,    die  wieder  reziprok  zur  obigen  ist. 

Ebenfalls  zum  erstenmale  tritt  ferner  bei  Behandlung 
der  nächsten  zwei  Aufgaben  der  dritte  Hauptsatz  der 
sphärischen  Trigonometrie  und  sein  reziproker  auf.  Es 
handelt  sich  nämlich  darum,  „aus  zwei  Seiten  (b  und  c)  und  dem 
eingeschlossenen  Winkel  (A)  einen  zweiten  Winkel  (C)  und  aus 
zwei  Winkeln   (B  und  C)   und   der   zwischenliegenden   Seite  (a)   eine 


1)  Opera  p.  407—411.  —  2)  Ebenda  407.  Nr.  XV.  —  3)  Ebenda  407—408. 
Nr.  XVI. 
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zweite   Seite  (c)   zu    sucheu"*).     Hierzu   gibt  er   die  beiden    reziprok- 

polareu  Sätze: 

(sin^  cosec  b)  :  (ctg  c  ^^  cos  J.  ctg  h)  =  l  :  ctgC, 
(sin  a  cosec5) :  (ctgC  +  cos  a  ctgB)  =  1  :  ctg  c, 

und  für  den  Fall  dafs   h  =  c,  bezüglicb  B^C  ist,    die  Formeln: 

A  a 

1  :  sec  c  =  ctg  -^  :  ctg  C    und     1  :  sec  C  =  tg  —  :  ctg  c. 

Weiter    folgt    die   Behandlung    der    beiden   Aufgaben,    „aus   den 
gleichen  Angaben,  wie  vorhin,  die  dritte  Seite,  respektive  den  dritten 
Winkel   direkt   zu   berechnen".      Hierzu   bedient   er    sich   aber   merk- 
würdiger Weise  nicht  direkt   der    beiden   Cosinussätze,    sondern   gibt 
die,  wenigstens  in  dieser  Gestalt,  wiederum  neuen  Formeln^): 
(cosec  h  cosec  c)  :  (cos  J.  +  ctg  h  ctg  c)  ^  1  :  cos  a, 
(cosec  i?  cosec  (7) :  (cos  a  +  ctgi?  ctgC)  =  1  :  cos  ^4, 
welche  sich  allerdings  leicht  aus  jenen  zwei   Sätzen  ableiten  lassen. 
Die  beiden  letzten  Probleme,  „aus  zwei  Seiten  und  dem  Gegenwinkel 
der   einen   den   anderen  Gegenwinkel  zu   berechnen",    und    die    hierzu 
reziproke    werden   in   einer  Nummer  XXI   zusammengestellt   und   mit 
dem  zu  sich  selbst  reziproken  Siuussatze  gelöst. 

Es  ist  sehr  zu  bedauern,  dafs  Vieta  für  keine  dieser  neuen 
Lijsungen  eine  Ableitung')  angibt;  aber  mag  er  die  eine  Hälfte 
durch  die  stereometrische  Methode  des  Coppernicus  oder  sonstwie 
erhalten  haben,  darüber  wird  man  nach  dieser  Zusammenstellung  der 
reziproken  Aufgaben  und  Formeln  wohl  kaum  mehr  im  Zweifel  sein, 
dafs  er  die  andere  Hälfte  derselben  mittelst  eines  Prinzipes  gewann, 
das  die  direkte  Ableitung  der  zweiten  Formelgruppe  aus  der  ersten 
gestattete.  In  der  That  besafs  er  ein  solches  Prinzip,  welches  er 
Enallage  nkavQoyavCKri  —  Vertausch ung  von  Seiten  und  Winkeln 
—  nannte,  und  das  nichts  anderes  ist,  als  der  Übergang  von  einem 
Dreieck  zu  seinem  Supplementardreieck  oder  zu  einem  der  drei  Neben- 
dreiecke desselben.  Wohl  hat  Vieta  eme  Definition  dieses  Dreiecks 
gegeben*),  die  aber  so  unklar  gehalten  ist,  dafs  es  nicht  Wunder 
nehmen  darf,  wenn  sie  von  anderer  Seite  nicht  auf  dasselbe  bezogen 
wurde^j,  aber  die  genaue  Untersuchung  der  von  ihm  mitgeteilten 
Beispiele  für  seine  Enallage  läfst  doch  keinen  Zweifel  mehr,  dafs  er 


1)  A.  a.  0.  408  —  410.  Xr.  XVII  und  Nr.  XVIII.  —  2)  A.  a.  0.  410  und  411. 
Nr.  XIX  und  XX.  —  3)  Die  Sätze  selbst  sind  wieder  in  einer  Tabelle,  431  —  432, 
ähnlich  \vie  für  die  rechtwinkligen  Dreiecke,  zusammengestellt.  —  4)  Opera  418. 
Nr.  IV:  „Si  sub  apicibus  singulis  propositi  tripleuri  sphaerici,  describantur 
masimi  circuli,  triijleunim  ita  dcscriptum,  tripleuri  primum  propositi,  lateribus 
et  angulis  est  reciprocum."  —  5)  Delambre,  Hist.  de  l'Astr.  du  moyen  äge  478. 
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damit  das  Suj)j)IeiiiL'iilardreiock  inciiitL'.  Wir  «^liiubeii  dies  in  einer 
Note  „Zur  Ge.sclüchte  de«  Supijlemeiitardreiecks"')  einwandafrei  nach- 
gewiesen zu  haben,  auf  die  wir  hier  der  Kürze  halber  verweisen. 

Vieta  bediente  sich  übrigens  noch  einer  zweiten  Vertauschungs- 
methode,  die  er  „Inversio  xar'  dvccnltlQaöLv"^)  nannte.  Durcli  diese 
ersetzte  er  ein  Dreieciv,  da.s  einen  stumpfen  VV^iiikel,  oder  eine  Seite 
gröfser  als  ein  Quadrant  besafs,  durch  jenes  seiner  drei  Neben- 
dreieeke,  bei  denen  dies  nicht  mehr  der  Fall  war.  Es  war  dies 
deshalb  notwendig,  weil  er  die  Funktionen  von  Winkeln,  die  >  00" 
sind,  noch  nicht  allgemein  zu  behandeln  verstand. 

Durch  Vieta's  originelle  Leistungen,  die  das  gesamte  Gebiet 
der  Trigonometrie  umspannten  und  sogar  neue  Anknii}>fungspunkte 
mit  anderen  mathematischen  Wissensgebieten,  wie  mit  der  Algebra, 
darboten,  waren  die  trigonometrischen  Kenntnisse  plötzlich  zu  einer 
Höhe  emporgeschnellt,  die  selbst  die  Araber  und  Perser  in  ihrer 
glänzendsten  wissenschaftlicheu  Periode  nicht  erreicht  hatten.  Dennoch 
läfst  sich  sein  Einflufs  in  der  zeitgenössischen  Litteratur  nicht,  wie 
man  meinen  sollte,  auf  den  ersten  Blick  erkennen.  Das  iindet  seine 
Begründung  namentlich  in  zwei  Umständen.  Einmal  sind  viele  seiner 
llesultate  infolge  seiner  zu  grol'sen  Sorglosigkeit  und  Mitteilsamkeit 
schon  vor  der  Drucklegung  seines  Kanons  in  die  Öffentlichkeit  ge- 
drungen') und  von  Plagiatoren  als  ihr  Eigentum  ausgegeben  worden, 
und  dann  scheinen  seine  Schriften  nicht  sofort  von  allen  verstanden 
worden  zu  sein,  was  auch  bei  seiner  dunkeln  beweislosen  Schreib- 
weise, die  mehr  verblüffen,  als  lehren  wollte,  keineswegs  zu  ver- 
wundern ist. 

§  4.     Maurice  Bressieu  und  Nathaniel  Torporley. 

In  derselben  Zeit,  in  welcher  Vieta  „als  mathematischer  Dille- 
tant",  wie  er  sich  selbst  nennt,  die  Berufsmathematiker  in  Staunen 
setzte,  veröffentlichte  einer  dieser  letzteren  Mauritius  Bressius*), 
oder  Bressieu,  der  von  1576  — 1608  Professor  an  dem  von  Franz  I. 
gegründeten  CoUijge  de  France  in  Paris  war,  eine  Schrift,   die  mehr 


1)  Bibliotheca  math.  1898.  ü5  —  72.  Darin  haben  wir  auch  die  oben  an- 
geführten Formeln  Vieta's  für  schiefwinklige  Dreiecke  zum  erstenmal  mit- 
geteilt. —  2)  Opera  418.  —  3)  Der  Verleger  des  Kanons,  Johann  Mettayer, 
sagt  in  einer  kurzen  Notiz  für  den  Leser  ausdrücklich,  Vieta  habe  die  Früchte 
seiner  Studien  zu  freigebig  anderen  mitgeteilt,  die  sie  dann  mit  ihren  eigenen 
Kesiiltaten,  ohne  seinen  Namen  zu  nennen,  publizierten;  deshalb  habe  er  auch 
nicht  geruht,  bis  er  von  Vieta  die  Erlaubnis  zur  Verüffeutlichung  des  „liber 
inspectionum"  (des  zweiten  Teiles)  erhalten  habe.  —  4)  Das  Datum  seiner  Ge- 
burt ist  unbekannt,  er  starb  1608. 
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Interesse  verdient,  als  ihr  bisher  geschenkt  wurde.  Die  „Metrices  Astro- 
nomicae",  so  hiefs  dieselbe,  erschienen  1581,  also  drei  Jahre  nach  dem 
Canon  mathematicus  Vieta's,  den  ihr  Verfasser  mit  dem  Kanon  des 
Rhaeticus  sicher  benützt  hat.  Denn  wenn  die  Schrift  sich  auch, 
merkwürdiger  Weise  so  spät  noch,  durchweg  der  Sexagesimalrechuung 
bedient,  läfst  sie  doch  erkennen,  dafs  Bressius  manches  von  seinem 
grofsen  Zeitgenossen  herübergenommen  hat,  allerdings  ohne  ihn  auch 
nur  ein  einzigesmal  zu  nennen.  Sein  Hauptverdienst  liegt  darin,  dafs 
er  zu  seinen  Sätzen  überall  Ableitungen  und  Beweise  gibt,  die  er 
wohl  selbst  erdacht  hat,  während  er  den  von  Rhaeticus  herrührenden 
und  von  Vieta  mit  so  vielem  Geschick  ausgebauten  Gedanken  einer 
gleichmäfsigen  Behandlung  der  6  Funktionen  in  seiner  Wichtigkeit 
nicht  erfaiste.  Gleichwohl  kennt  und  benutzt  er  die  Tangenten 
(Adscriptae)  und  die  Sekanten  (Hypotenusae)  und  gibt  Tabellen  für 
sie,  die  für  alle  Minuten  berechnet  sind  und  zwar  mit  Benutzung 
der  von  Vieta  angegebenen  Formeln  (S.  1(j1).  An  diesen  erinnert 
auch  die  ganz  konforme  Behandlung  des  erweiterten  Pythagoräischen 
Theorems  (S.  177). 

Zum  Fundamente  seiner  sphärischen  Trigonometrie  dient  neben 
dem  Satze  des  Menelaus  die  Regel  der  vier  Grofsen,  aus  der  er, 
ganz  wie  Abü'l  Wafä,  auch  die  allgemeine  Gleichung  tgBC:tgB'C' 
=  siu^C:  sin^C   (vgl.  S.  58)   ableitet'),    die    hier    zum  ersteu- 

male  im  Abendlaude  er- 
scheint. Mit  diesen  Sätzen 
erhält  er  dann,  ähnlich  wie 
Nasir  Eddin,  die  sämt- 
lichen 6  Fundementalfor- 
meln des  rechtwinkligen 
Dreiecks,  die  er  merk- 
würdiger Weise  als  neu 
bezeichnet.  Bemerkenswert 
ist  die  Figur,  aus  welcher 
er  diese  Relationen  gewinnt, 
zumal  da  sie  hier,  soweit 
uns  bekannt,  an  erster  Stelle 
auftritt,  während  man  ihr 
l)ei  Rhaeticus  und  s])äter 
noch  öfter  begegnet.  Sie 
ist  folgendermafsen  konstruiert.  Die  Seiten  AC  und  AB  des  bei  C 
rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  ABC  sind  zu  Quadranten  ^Z)  und 


Fig.  44. 


1)  Metrices.  Prop.  21.  p.  61. 
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AE  (Fi«;.  44)  verliiiiii;i'it  und  T)  ist  mit  J'J  durch  einen  <j;röfsteii  Kreis- 
bogen verbunden,  dann  ist  7*' der  Pol  von  nvcÄD.  Macht  man  lerner 
BG  =  BH=  90«,  so  ist  B  der  Pol  von  arc.  GHK  und  die  Winkel 
bei  D,  E,  G  und  H  sind  rechte.  Diese  Figur  vereinigt  in  sicli  alle 
jene,  aus  denen  schon  Nasir  Eddin  seine  Sätze  erhielt,  und  gestattet 
sofort  die  (j  Fuudamentalrelatiouen  direkt  abzulesen,  wenn  man  auf 
sie  die  genannten  zwei  Theoreme  anwendet.  Ist  z.  ß.  die  6.  Relation 
cosc  =  ctg.4-ctgI?  abzuleiten^),  so  hat  man,  da  FE±BG,  HG  \  BG 
ist:  smBE:shiBG  =  U^FE:i'^HG  oder  weil  FK=dO<'  —  FE=^EB 
ist,    cos  BÄ  :  1  =  ctg  ED  :  tgB,   also    cos  c  :  1  =  ctg  J. :  tg  jB^). 

Wir  sehen  daraus,  dal's  Bressius,  wenn  er  auch  auf  den  Schultern 
.-einer  Vorgänger  stand,  doch  in  der  Begründung  seiner  Theoreme 
eine  sehr  bemerkenswerte  Selbständigkeit  an  den  Tag  legte,  die  ihm 
die  Schaffung  eines  einheitlichen  Fundamentes  für  alle  jene  Formeln 
gestattete,  die  Vieta  augegeben  hatte. 

Anders  scheint  es  sich  mit  dem  Engländer  Nathaniel  Tor- 
fiorley  zu  verhalten,  welcher  eine  Zeit  lang  in  enger  Beziehung  zu 
Vieta  stand'),  und  dessen  Schrift  daher  direkt  durch  die  Lehren 
des  grofsen  Mathematikers  beeinflufst  scheint^).  Sein  Werk  führt 
den  auffälligen  Titel:  „Diclides  coelometricae,  seu  valvae  astrono- 
micae  universales,  omnia  artis  totius  munera  Psephoretica  in  sat 
modicis  sinibus  duarum  tabularum,  methodo  nova,  generali  et  facillima 
continentes."  1G02  in  4".  Für  uns  ist  nur  das  zweite  Buch  desselben 
von  Interesse^),  da  das  erste  astrologischen  Inhalt  besitzt.  In  dem- 
selben will  er  eine  leicht  zu  behaltende  und  vollständige  sphärische 
Trigonometrie  geben  und  behandelt  die  Auflösung  sämtlicher  6  Fälle 
des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks,  die  er  Triplizitäten  nennt, 
weil  jedesmal  aulser  dem  rechten  Winkel  noch  drei  weitere  Stücke 
in  Frage  kommen.  Überhaupt  hat  er  die  Neigung  zur  Einführung 
neuer  Bezeichnungen  von  seinem  Lehrmeister  überkommen,  geht  aber 
darin  bis  zur  albernsten  Abgeschmacktheit.  Wir  hätten  daher  kaum 
eine  Veranlassung,  Torporley  zu  nennen,  wenn  er  nicht  den  Ge- 
danken gehabt  hätte  —  der  übrigens  vielleicht  auch  auf  Vieta 
zurückzuführen  ist")  —  seine  sämtlichen  in  zwei  Gruppen  getrennten 

1)  A.  a.  Ü.  Trop.  30.  p.  74.  —  2)  Bressius  leitet,  übrigens  aus  ihr  nur 
drei  der  6  Theoi-eme  ab,  während  er  für  die  übrigen  eigene  Figuren  zeichnet. 
• —  3)  Von  seinen  Lebensverhältnissen  ist  nur  bekannt,  dafs  er  in  Oxford  studierte, 
später  mehrere  Jahre  bei  Vieta  Schreiber  oder  Famulus  war,  dann  wieder  nach 
England  zurückkehrte,  wo  er  1632  starb.  —  4)  Aus  diesem  Grunde  beschreiben 
wir  das  Werk  bereits  hier,  obwohl  es  einer  etwas  späteren  Zeit  angehört.  — 
5)  Vgl.  Kästner,  Geschichte  ITI.  101  —  107  und  Cantor  11  642.  —  6)  Wie 
wir  sahen,  gab  Vieta  schon  in  seinem  Kanon  die  6  Hauptformeln,  und  sein 
Sekretär  kannte  jedenfalls  die  Methode,  mit  der  er  sie  ableitete. 
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6  Fälle  in  jeuer  einzigen  Figur  zu  vereinigen,  die  wir  eben  bei 
Bressius  fanden  (Fig.  44),  und  die  er  „Bischofsmütze"  (mitra) 
nannte.  Den  Kreis  CBFH  bezeichnete  er  als  die  au  ihr  befestigte 
Binde.  Diese  Mütze  ist  wiederholt  gezeichnet,  das  einemal  trägt  sie 
ein  von  links,  das  andereraal  ein  von  rechts  gezeichneter  Kopf,  um 
die  Triplizitäteu  anschaulich  zu  machen.  Das  Wichtigste  daran  aber 
ist  der  Umstand,  dafs  den  beiden  Figuren  zwei  Sätze  entsprechen, 
die  es  ermöglichen  alle  6  Triplizitäteu  zu  lösen  und  die  in  der 
That  nichts  anderes  siud,  als  Neper's  bekannte  einige  Jahre 
später  angegebene  Regel*),  die  also  hier  zum  erstenmale  erscheint, 
wenn  auch  noch  nicht  in  der  praktischen  und  klaren  Form,  die  ihr 
dieser  gegeben  hat.  De  Morgan  hat  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dafs  Neper  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  Torporley's  Schrift 
kannte  und  durch  ihn  zu  seiner  berühmten  Kegel  geführt  wurde, 
denn  auch  er  hat  das  Wort  „Triplizität",  das  sich  sonst  nirgends 
findet,  imd  in  seinem  Beweis  schlägt  er  denselben  Weg  ein,  den 
Torporley  ging.  Insofern  hat  also  auch  dieses  verrückte  Buch 
zur  Vereinfachung  der  trigonometrischen  Lehren  beigetragen. 

§  5.     Thomas  Fink's  Geometria  rotundi  und  ihr  üinflufs. 

Die  zahlreichen  neuen  Gedanken,  die  Vieta  in  seinem  Kanon 
niedergelegt  hatte,  waren  nicht  sofort  auf  fruchtbares  Erdreich  ge- 
fallen, denn  er  war  seiner  Zeit  mit  seinen  Entdeckungen  weit  voran- 
geeilt. So  kommt  es  denn,  dafs  die  nächste  Entwickelung  unserer 
Wissenschaft  im  allgemeinen  einen  Weg  geht,  der  von  jenem  des 
grofsen  Mannes  ziemlich  weit  abliegt,  und  auf  demselben  erst  ganz 
allmählich  zu  den  nämlichen  Zielen  gelangt,  die  jener  längst  über- 
schritten hatte. 

Verfolgen  wir  diese  Entwickelung,  so  begegnen  wir  zunächst 
einem  Manne,  der  dadurch  viel  zur  Ausbildung  der  Trigonometrie 
beitrug,  dafs  er  ein  leicht  lesbares  und  thatsächlich  auch  viel  ge- 
lesenes Buch  schrieb,  welches,  wenn  auch  auf  der  alten  Methode  des 
Menelaus  beruhend,  doch  die  neueren  Errungenschaften  eines  Rhae- 
ticiis  und  Reinhold  praktisch  verwertete.  Wir  meinen  die  „Geometria 
rotundi"  des  Thomas  Fink  oder  Finchius^).     Derselbe  war  1561 


1)  De  Morgan.  On  the  invention  of  the  Circular  Parts.  Philosophical 
Magazine.  3.  Serie.  Vol.  22.  1843.  350  —  53.  Leider  stand  uns  Torporley's 
Schrift  selbst  nicht  zur  Verfügung,  so  dafs  wir  uns  auf  die  Angaben  des  ge- 
nannten Gelehrten  verlassen  müssen.  Kästner  gibt  a.  a.  ü.  kein  klares  Bild 
von  der  Sache.  —  2)  J.  Mollerus,  Cimbria  litterata  1744.  2'',  Hauniae.  I. 
175   und   III.  249  ü: 
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ZU  Flciisburj^  j,a'buri'ii,  liasuclitt^  die  Uiiivursitilteii  Jeiiii,  \Vitleiil)erg, 
Jleiclell»!^-  uuci  Lcii)/,ig  Liml  Ijcgab  sich  ir),s;j  uach  Jiasel,  wo  er 
iiocli  im  gleichen  Jahre  das  genannte  Werk  erscheinen  liefs;  dasselbe 
ist  also  wesentlich  aus  jenen  Studien  erwachsen,  die  er  in  Deutsch- 
land gemilcht  hatte,  und  thatsächlich  kannte  er  auch  die  neueste 
daselbst  produzierte  Litteratur  sehr  wohl ').  Hierauf  ging  er  nach 
Padua"),  blieb  dort  bis  1587  und  trat  mit  dem  Astronomen  Magini 
in  enge  Beziehung,  d(!ssen  Verdienste  um  die  Trigonometrie  wir  noch 
kennen  lernen  werden.  In  sein  Vaterland  zui  ückgekehrt,  wurde  er 
Leibarzt  des  Herzogs  von  Schleswig-Holstein  und  1590  Professor  für 
Medizin,  Whetorik  und  Mathematik  in  Kopenhagen  und  starb  dort 
hochbetagt  1656.  Auiser  den  Schriften  deutscher  und  italienischer 
Gelehrter,  wie  dos  Maurolycus''),  kannte  Fink  auch  die  Schriften 
des  Petrus  Ramus,  den  er  besonders  verehrte,  und  auch  die  Metrices 
des  Bressius  scheinen  ihm  nicht  entgangen  zu  sein,  da  an  sie  manche 
seiner  Ausführungen  sehr  anklingen. 

Fink  beJiente  sich  der  sämtlichen  trigonometrischen  Funktionen 
und  führte  für  sie  teilweise  neue  Namen  ein.  So  finden  sich  bei 
ihm  zum  erstenmale  die  Bezeichnungen  „Tangente"  und 
„Sekante",  die  von  da  ab  das  Bürgerrecht  in  der  Trigonometrie 
erhielten,  während  seine  Benennung  „sinus  secundus"  für  „sinus 
versus"  keine  Annahme  fand.  Er  definiert  diese  Funktionen  aber 
nicht,  wie  Kliaeticus,  durch  die  Seiten  des  rechtwinkligen  Drei 
eckes,  sondern  als  Linien  am  Kreise  und  leitet  auch  die  wenigen 
goniomctrischen  Formeln'),  die  er  zur  Tabellenberechnung  nötig  hat, 
ähnlich  wie  Bressius,  am  Kreise  ah.  Die  beigegebenen  Tabellen, 
deren  Berechnung  nichts  Originelles  aufweist,  umschliefsen  einen 
Kanon  der  Sinusse,  Tangenten  und  Sekanten,  die  für  r  =  10^  an- 
gegeben sind  und  nach  Minuten  von  0"  bis  90"  fortschi-eiten.  Seine 
Tafeln  sind  trotz  des  Vorganges  des  lihaeticus  nicht  zur  Ablesung 
der  Komplementärfunktionen  eingerichtet  —  ein  entschiedener  Rück- 
schritt! 

Aus   seinen  Sätzen  zur  Berechnung    ebener  Dreiecke   erwähnen 


1)   Reinhold's  Werk  und  dcu  Kanon  des  Rhaeticus   von  \hh\  führt  er 

in  seinem  Buche   selbst  an:    74,  76  und  176.  —   2)  A.  Favaro,   Cartegfjio   in- 

edito  di  Ticone  Brahe  etc.  con  Gio.  A.  Magini.     Bologna   1886.   8".   102  ff.    Wir 

zitieren  dieses  Werk  künftig  schlechthin  mit  Favaro,  Carteggio.  —   3)  J.  Mol- 

lerus    a.  a.  0.    251    und    Geometria   rotundi.    76.    —    4)    Neu   ist    die   Formel 

90"  4-  a 
sec«  -|-  tg  a  =  tg  > ^31 — ^  (vgl.  auch  Wolf,  H.  A.  I.  170  und   178  Anmerk.  f.), 

9qo ^ 

während  die  Formel:    sec  a  —  tg  «  =  tg bereits  Bressius  angab;  beide 

gehen  leicht  in  Vieta's  Formeln  (S.  161)  über. 
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wir  nur  eleu  liier  erstuialig  auftreteiiilen  Tangeutensatz'),  der  aus 
folgender  Überlegung  gefunden  wird.  Es  wird  zuerst  das  alte  Problem 
des    Ptolemäus,    nämlich    die    gonio metrische    Aufgabe    gelöst,    aus 

dem  Verhältnis  der  Sinusse  zweier  Winkel 
und  der  Summe  oder  Differenz  derselben 
die  Winkel  selbst  zu  bestimmen.  Ist 
nämlich  sin  «  :  sin  /?  =  m  :  u  gegeben, 
ferner  in  Fig. 45  &rc.  AE^u,  aTc.JE-=ß, 
dann   ist    m  :  n  =  AO  :  JO;    wenn   dann 

weiter    arc.  AY ^  arc.  YJ^  — — i-    be- 
kannt  ist,   so   hat   man    &rc.  EY  =  axc.  YJ — arc.  JE  =      ^      — ß 

=  "^-  Ferner  ist  tg  ^=^2?,    tg^  =  OE  (für  Radius  C/E=  1); 

,  ,  -r,       AO+OJ      m+n        „„       Ä0+ OJ       ^r      /'«  +  »         \1 

aber  AR  = ^ =  —„- — ,     OR^ ' 0J=  — »M^i 

2  2m     '  2  \     2  /  n  ' 

also  -^  :  -^ M  =  tg  -^  :  tg  {-^  —  ßj  ■ 

Beachtet  mau  nun  das  Bestehen  des  Sinussatzes  in  einem  beliebigen 
ebenen  Dreieck  mit   den  Seiten   a  und  b,    so  ist    m  :  n  ^  a  :h,  also 

2       ■       2  °       2  °  \     2  r)    J 

Der  Wortlaut  des  Satzes,  in  welchem  ihn  Fink  mitteilt,  entspricht 
genau  der  von  uns  gegebeneu  Schreibweise  der  Formel;  verwendet 
ward  er  nur  zur  Lösung  der  Aufgabe  „aus  zwei  Seiten  und  dem 
eingeschlossenen  Winkel  -die  beiden  anderen  Winkel  zu  finden".  Fink 
löst  auch  nur  die  Grundaufgaben  der  ebenen  Dreieckslehre,  indem 
er  bezüglich  anderer  Beispiele  auf  Regiomontan  verweist,  der  da- 
mals noch  immer  in  hohem  Ansehen  stand ^). 

Seine  sphärische  Trigonometrie  erinnert  sehr  au  die  des  Bressius: 
wie  dieser  entwickelt  er  aus  dem  Satze  des  Menelaus  die  Tangenten- 
formel des  Abü'l  Wafä ')  und  verschafft  sich  ebenso  die  sämtlichen 
G  Fundamentalgleichungen  des  rechtwinkligen  Dreieckes;  ja  es  findet 
sich  in  seinem  Buche  sogar  eine  Figur  ^),  aus  welcher  sich  die  sämt- 
lichen Dreiecksformeln  gewinnen  lassen:  die  Bischofsmütze  Tor- 
porley's,  die  wir  zuerst  bei  Bressieu   nachwiesen.    Übrigens  geht 

1)  Geometria  rotundi  282  und  292.  —  2)  Wie  schon  mitgeteilt  (S.  178), 
bat  ihn  erst  Vieta  10  Jahre  später  in  unserer  heutigen  eleganteren  Form  aus- 
gesprochen. Über  die  verschiedenen  Beweise,  die  der  Satz  später  erfuhr,  siehe 
Pfleiderer,  Trigonometrie  361—373.  —  3)  Geometria  rotundi  2'J.5  heifst  es: 
Regiomontanus  aliquot  casus  in  secundo  libro  de  triangulis  collegit:  quos  illic 
videre  potes.  Cujus  certe  libri  k  studiosis  avidi  legi  debent:  et  cum  fructu 
legi  possunt.  —  4)  Ebenda  369.  —  5;  Ebenda  362,  373,  378,  382  und  385. 
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er  in  einer  Richtung  über  IJressieu  hinaus,  indem  er  auch  den 
(Josinussatz  für  das  S('hiet'winkii<r('  s|dräriscli(,'  Dreieck,  allerdings  noch 
in  der  l''orni  lU'gionioii  tan'.s,  :ibleit,et  und  /.um  ersteiiniale  aucli  zur 
Berechnung  einer  Seite  aus  zwei  Seiten  und  ilircni  Zwisehenwijikcl 
verwendet. 

Wir  erwähnten  schon,  dals  die  G(,'ometria  rotuudi  eine  rasche 
Verbreitung  fand,  und  in  der  That  stand  sie  bei  Fink's  Zeitgenossen 
in  hohem  Ansehen.  Pas  beweisen  die  Zeugnisse  von  Männern,  wie 
tHavius,  Maginus,  Adrianus  Romanus,  l'hilipji  Lansherg, 
Snellius  und  l'itiscns  u.  a.  m.,  die  alle  in  ihren  Werken  darauf 
zurückkamen  und  das  Buch  ein  vorzügliches  nannten').  Dadurch 
steigert  sich  auch  unser  Interesse  für  das  Werk,  das,  wenn  es  aucli 
nicht  viel  absolut  Neues  bot,  doch  so  sehr  dem  Bedürfnisse  der  Zeit 
entgegenkam,  dafs  seine  Einwirkung  auf  den  Fortgang  der  Ent- 
wickeluug  unserer  Wissenschaft  nicht  unterschätzt  werden  darf. 

Der  eben  erwähnte  Jesuit  Christoph  Clavius")  (ln;37  —  1G02), 
der  als  einer  der  hervorragendsten  und  angesehensten  Mathematiker 
seiner  Zeit  galt,  veröffentlichte  158G  in  Rom  einen  Kommentar  zu 
den  Büchern  des  Theodosius^),  welchem  er  eine  Schrift  über  den 
Sinus,  die  Taugenten  und  Sekanten  anhängte,  die  sich  bereits  der 
von  Fink  vorgeschlagenen  Bezeichnung  bediente  und  in  der  Art  der 
Berechnung  vollständig  an  ihn  anlehnte.  Auch  der  Radius,  nach 
welchem  die  später  viel  gebrauchten  Tafeln  dieser  Schrift  hergestellt 
sind,  ist  wie  bei  Fink  10',  nur  sind  sie  so  eingerichtet,  dafs  auch 
die  komplementären  Funktionen  direkt  abgelesen  werden  können. 
Sieben  Jahre  später  veröffentlichte  er,  wie  wir  gleich  hier  bemerken 
wollen,  in  seinem  „Astrolabium"')  eine  Sammlung  von  Sätzen  zur 
Auflösiuig  ebener  und  sphärischer  Dreiecke,  die  im  Zusammenhalt 
mit  der  Berechnung  ebener  Dreiecke  im  ersten  Buche  seiner  „Geometria 
practica"  von  1604^)  und  mit  den  in  der  Gesamtausgabe  seiner  Werke 
von   1611   noch  vermehrten   „Triangula  sphaerica"  eine   Vereinigung 


1)  Mollerusa.  a.  0.  254.  —  2)  Er  hiefs  wahrscheinlich  Schlüssel  und  war 
aus  Bamberg  gebürtig,  lehrte  aber  14  Jahre  als  Professor  der  Mathematik  in 
Rom.  —  3)  Theodosii  Tripolitae  sphaericorum  libri  III.  Item  Sinus,  Lineae 
tangentes,  et  secantes,  triangula  rectilinea  atque  sphaerica.  Romae  15SG.  4°. 
Diese  Schrift  kündigte  er  schon  in  der  Vorrede  zu  seinen  Gnomonices  libri  octo 
Romae  1581.  2°  an,  kannte  aber  damals  die  Tangenten  noch  nicht  (vgl.  da- 
selbst S.  47G  und  474).  —  4)  Opera  Chr.  Clavii.  Moguntiae  1611  in  fol.  HI. 
Astrolabium  lib.  I.  —  5)  Im  29.  Satze  des  8.  Buches  der  praktischen  Geometi-ie 
wendet  er  die  trigonometrische  Rechnung  zur  Aufsuchung  der  Winkel  in  dem 
mit  fester  Zirkelütt'nuug  hergestellten  Füut'eck  an.  Vgl.  S.  Günther.  Die 
geometrischen  Näherungskonstruktiouon  AI  brecht  Dürer's.  Beilage  zum 
Jahresbericht  der  Studienanstalt  Ansbach  1885/8(5.    p.  6. 
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last  aller  bis  daher  bekannter  trigonometrischer  Kenntnisse  ein- 
schliefslich  der  prosthapbiiretisclien  Methode  bieten.  Diese  Abhand- 
lungen des  Clavius  liaben  infolge  des  bedeutenden  Namens,  den  ihr 
Autor  trug,  sowie  durch  ihre  klare  und  umfassende  Darstellung 
jedenfalls  am  meisten  zur  Ausbreitung  der  neuen  Kenntnisse  bei- 
getragen, wenn  sie  auch  nur  teilweise  als  Originalarbeiten  bezeichnet 
werden  können. 

Zu  den  letzteren  gehört  eine  auf  der  stereographischen 
Projektion  der  Kugel  beruhende  rein  graphische  Auflösung 
sphärischer  Dreiecke,  welche  Clavius  iu  dem  eben  erwähnten 
Astrolabium  von  1593  gegeben  hat,  und  die,  wenn  auch  nur  von 
theoretischem  Staudpunkte  aus,  Beachtung  verdient.  Das  Astrolabium 
planisphaerium,  welches  durch  stereographische  Projektion  der  Kugel 
von  einem  Pole  aus  auf  die  Aquatorebene  entsteht,  und  das  schon 
Hipparch  kannte*),  wurde,  wie  wir  wissen,  von  Ptolemäus  in 
einem  eigenen  Buche  beschrieben,  das  mit  seinen  übrigen  Schriften 
den  Arabern  bekannt  ward.  Diese  benützten  es  mit  grofser  Vor- 
liebe zu  astronomischen  Zwecken  und  lösten  so  implizite  damit  die 
sphärischen  Dreiecke.  Auch  im  Abendlande  wurde  die  Schrift  des 
Ptolemäus  namentlich  durch  eine  Übersetzung  Rudolfs  von  Brügge 
aus  dem  Arabischen  um  die  Mitte  des  12.  Jahrhunderts  bekannt, 
aber  erst  durch  die  155s  von  F.  Commandinus  mit  einem  Kom- 
mentar versehene  Ausgabe  weiter  verbreitet.  Diese  letztere  ver- 
anlafste  auch  Clavius,  sich  mit  dem  Studium  des  Astrolabiums  näher 
zu  beschäftigen,  wobei  er  auf  den  Gedanken  kam,  die  zu  seiner  Her- 
stellung nötigen  geometrischen  Konstruktionen,  ähnlich  wie  die 
Orthogonalprojektion  des  Analemmas,  zur  graphischen  Auflösung 
sphärischer  Dreiecke  zu  benutzen"). 

Seine  Anwendung  stützt  sich  hauptsächlich  auf  folgende  4  Kon- 
struktionen: Durch  stereographische  Projektion  1)  einen  Hauptkreis 
zu  ziehen,  welcher  durch  einen  gegebenen  Durchmesser  geht  und 
mit  der  Zeichnungsebene  einen  gegebenen  Winkel  einschliefst;  2)  zu 
einem  gegebenen  Hauptkreis  einen  Parallelkreis  von  gegebener  Pol- 
distanz zu  zeichnen;  3)  zu  einem  gegebenen  Punkt  seinen  Gegen- 
punkt   zu    konstruieren    und     4)    die    Pole    eines    gegebenen   Haupt- 


1)  Vgl.  S.  11  Anmerk.  5.  —  2)  Seine  Anwendungen  sind  im  3.  Buche  des 
Astrolabiums  durchgeführt.  Herr  H  a  1 1  e  r  hatte  die  Güte,  für  mich  die  entsprechenden 
Kapitel  in  dem  Werke  des  Clavius  durchzusehen,  und  seinen  Mitteilungen  ver- 
danke ich  in  der  Hauptsache  das  Angeführte.  Eine  eingehende  Darstellung  der 
Methode  des  Clavius  wird  Herr  Ha  11  er  im  Jahrg.  1899  in  der  Bibliotheca 
math.  erscheinen  lassen.  —  Clavius  behandelt  iu  demselben  Werke  auch  die 
Methode  des  Aualemmas  zusammenfassend. 
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kreises  zu  bestimmen.  Beachtet  man  weiter  die  Sätze:  Ein  sphiirisches 
Dreieck  besteht  aus  lauter  H;iuiitkreisbö<^en,  das  Bild  eines  jeden 
Kuifflkreises  in  der  Astrolabiuiusebene  ist  wieder  ein  Kreis,  und  alle 
Haujitkreise,  welche  mit  der  Projektionsebene  denselben  Winkel  ein- 
schliel'sen,  berühren  einen  mit  dem  Aquatorkreise  konzentrischen  Kreis, 
so  lassen  sich  die  sihntliclien  sphärischen  Dreiecke  aus  je  drei  ge- 
gebeneu Stücken  leicht  abbilden,  und  die  übrigen  drei  Stücke  werden 
dann  durch  Abmessungen  und  einfache  geometrische  Konstruktion 
aus  diesen  Bildern  gefunden.  So  wenig  praktischen  Wert  solche 
graphische  Lösungen  wegen  ihrer  Kompliziertheit  besitzen,  so  ist 
es  docii  von  Interesse  zu  sehen,  wie  man  mit  dieser  Methode  die 
ganze  sphärische  Trigonometrie  zu  beherrschen  imstande  ist.  Wir 
werden  übrigens  sehen,  dafs  die  Methode  des  Clavius  später  mit 
einigen  Abänderungen  auch  dazu  benutzt  wurde,  um  sphärische 
Dreiecke  wenigstens  mit  einiger  Annäherung  durch  direkte  Ablesungen 
an  einem  eigens  hierzu  eingerichteten  Planisphärium  zu  Ix'rechnen. 

Clavius  zur  Seite  steht  der  mit  Fink  befreundete  Astronom 
Giovanni  Antonio  Magini')  (1555  — 1617),  seit  1587  Professor 
am  öffentlichen  Gymnasium  in  Padua.  Er  genofs  unter  seineu  Zeit- 
genossen eines  hohen  Ansehens-),  und  wenn  auch  der  gröfste  Teil 
desselben  aus  seinen  Kenntnissen  in  der  Astrologie  entsprang,  der 
er  besonders  huldigte,  so  mufs  ihm  doch  die  Geschichte  das  Zeugnis 
eines  begabten,  mit  unermüdlichem  Fleifse  und  enormer  Arbeitskraft 
ausgestatteten  Mathematikers  geben.  Dies  bestätigen  namentlich  die 
riesigen  Tabellen  werke,  teils  astronomischer,  teils  trigonometrischer 
Natur,  die  seinen  Namen  tragen.  Von  den  letzteren  erwähnen  wir 
vor  der  Hand  nur  das  unter  dem  Titel  „De  planis  triangulis  liber 
unicus.  Ejusdem  de  dimitiendi  ratione  per  Quadrantem  et  geometri- 
cum  quadratum  libri  quinque"  1592  zu  Venedig  in  4"  erschienene 
Werk.  Aus  ihm  ersieht  man,  dafs  Magini  die  Schriften  des  Vieta, 
des  Bressieu,  des  Clavius  und  Rhaeticus^)  und  namentlich  des 
Fink,  mit  dem  er  nach  dessen  Rückkehr  von  Italien  noch  lange 
im  Briefwechsel*)  stand,  genau  kannte. 

Neben  der  in  diesem  Buche  behandelten  weniger  Interesse  bietenden 
ebenen  Trigonometrie  findet  sich  eine  auf  7  Stellen  berechnete  Sinus-, 
Tangenten-  und  Sekantentafel,  die   die  Funktionen  für    alle  Minuten 


1)  Vgl,  A.  Favaro,  Carteggio  Cap.  I.  —  2)  Tiraboschi,  Storia  della 
letteratura  italiana.  17U6.  VII.  449.  —  3)  Magini  c-i-wälmt  in  seinem  Werke 
carta  14^  den  kleinen  Kanon  des  Rhaeticus  von  1551.  —  4)  In  einem  dieser 
Briefe  drückt  Fink  seine  Freude  darüber  aus,  dafs  Magini  seine  (des  Fink) 
Bezeichnungen  Taugens  und  Secans  gut  geheifsen  und  aufgenommen  habe. 
Favaro,  Carteggio.    210.    Brief  vom  1.  August  15'j3. 
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der  Winkel  gibt.  Sie  zeichnet  sich  durch  besonders  sorgfältige 
Berechnung  aus  und  weist  zum  erstenmale  eigene  Namen  für  Co- 
tangeute  und  Cosekante,  nämlich  tangens,  beziehungsweise  secans 
„secunda"  auf,  die  der  analogen  Bezeichnung  des  Cosinus  bei  Mauro- 
lycus  nachgebildet  sind.  Später  liefs  Maginus  noch  ein  grofses 
trigonometrisches  Werk  erscheinen,  auf  das  wir  aber  erst  weiter 
unten  eingehen  können,  wenn  wir  die  zwischenliegende  Entwickelung 
unserer  Wissenschaft  kennen  gelernt  haben. 

Wie  die  Schriften  des  Clavius  und  Maginus  von  der  Geometria 
rotundi  Fink 's  stark  beeiuflufst  waren,  so  gilt  dies  auch  von  des 
Niederländers  Philipp  von  Lansberg  ^)  Buch,  das  den  Titel  führt: 
„Triangulorum  geometriae  libri  quatuor".  Lugd.  Batav.  1591  in  4"-); 
ja  die  demselben  beigegebenen  Tafeln  der  Sinusse,  Tangenten  und 
Sekanten  sind  als  ein  völlig  genauer  Abdruck  der  Tafeln  Fink's 
zu  bezeichnen.  Auch  die  zur  Berechnung  der  Tangenten-  und  Sekanten- 
tafeln dienenden  Theoreme,  die  wir  zuerst  bei  Vieta  fanden,  und 
die  teils  Bressius,  teils  Fink  bewiesen,  beweist  er  genau  wie  diese. 
Ahnliches  gilt  von  den  beiden  Trigonometrien,  die  sich  in  Sätzen 
und  Ableitungen  enge  an  Fink  anschliefsen.  Nur  das  eine  ist  her- 
vorzuheben, dafs  aui'ser  einem  neuen  Beweis  für  den  Cosinussatz  der 
sphärischen  Trigonometrie,  auch  der  entsprechende  Satz  für  die  Winkel 
hier  zum  erstenmale  im  Drucke  erscheint;  wir  sagen,  im  Drucke  er- 
scheint, da  wir  nicht  zweifeln,  dafs  Vieta  und  Tycho  Brahe 
schon  früher  in  seinem  Besitze  waren  (vgl.  S.  181),  denn  Lans- 
berg's  Ableitung  desselben  ist  keineswegs  stichhaltig.  Nachdem  er 
nämlich  den  Cosinussatz  für  die  Seiten  durch  die  beiden  Gleichungen 
r  :  sin  ]i  =  siuvers  A  :  j'  und  r  :  sin  c  =  x  :  siiivers  (h  —  c)  ausge- 
drückt hat,  sagt  er  einfach:  Da  r- :  (sin  b  ■  sin  e)  =  r' :  (sin  B  ■  sin  C) 
und  sinvers  A  :  [siuvers  a  —  sinvers  (l>  —  c)]  =  sinvers  a  :  [sinvers  A 
—  sinvers  (180" — B — C)],  so  gilt  auch  der  Satz: 
r^ :  (sin  B  sin  C)  =  sinvers  a  :  [sinvers  A  —  sinvers  (180"  —  B  —  6')]. 
Da  die  obigen  Proportionen  mit  keinem  Worte  begründet  werden, 
so  ist  hiermit  der  Satz  natürlich  nicht  bewiesen. 

Lansberg    nimmt    diesen    Satz    ausdrücklich    als    seine 
Erfindung    in    Anspruch.     Hätte  er  ihn   abgeleitet,  dann  könnte 


1)  Lansberg  (1561  — 1632)  war  zu  Gent  geboren,  wurde  Prediger  der 
reformierten  Lehre  in  Antwerpen,  dann  in  Goes  in  Zeland  und  zog  sich  um 
1614  nach  Middelburg  in  den  Ruhe.stand  zurück,  wo  er  sich  mit  mathematischen 
und  astronomischen  Stutlien  beschäftigte.  Als  Astronom  genofs  er  einen  be- 
deutenden Ruf  —  2)  Da  die  erste  Ausgabe  dieses  Werkes  von  verschiedener 
Seite  auf  16.^1  verlegt  wird,  so  bemerken  wir,  dafs  die  Münchener  Hof-  und 
Staatsbibliothek  die  Ausgabe  von  1.591  besitzt 
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man  ihm  eher  Glauljen  schenken,  so  aber  luiils  man  wohl  vermuten, 
(lafs  er  irf^endwoher  Kenntnis  von  Vieta's  Metliode  der  Umsetzung 
(Enalhige)  erhalten  hatte. 

Die  Autoren,  (h'ren  Schriften  wir  /.uletzt  besprachen,  lebten 
riiunilicli  sehr  weit  voneinander  getreinit:  die  einen  jenseits  der  Alpen, 
der  lindere  i,m  Norden  des  Kontinents,  und  doch  schöpiteu  sie  reichlich 
aus  derselbe!!  Quelle:  dem  Buche  Finks  —  ein  Beweis  für  die 
Verbreitung  und  den  Einflul's  desselben,  der  sich  noch  lange  geltend 
maclite. 

§  (j.     Wiedererfindung  und  Ausbildung  der  Prosthaphaeresis. 

Wir  erwähnten  sclion,  dafs  Vieta  der  erste  war,  der  trigono- 
metrische Studien  wi  nigstens  teilweise  um  ihrer  selbst  willen,  oder 
aus  rein  theoretischem  Interesse  betrieben  hatte;  er  blieb  aber  auch 
zunächst  noch  der  einzige.  Denn  in  der  Hauptsache  war  das  Ge- 
deihen mathematischer  Forschung  immer  noch  von  den  Bedürfnissen 
der  Astronomie  afejiängig,  wenn  auch  schon  seit  einiger  Zeit  die 
Kosraographie  und  noch  mehr  die  Geodäsie  allmählich  trigonometrische 
Methoden  in  Anspruch  nahmen.  Wir  müssen  uns  daher,  um  das 
Wachstum  unserer  Wissenschaft  zu  verfolgen,  nach  jenen  Stellen 
begeben,  wo  die  Astronomie  ihre  hauptsächlichste  Pflege  fand.  Zwei 
Zentralpunkte  astronomischer  Forschung  waren  es  aber  damals,  von 
denen  die  so  dringend  notwendige  Reform  der  Sternkunde  ausging: 
in  Deutschland  Kassel,  woselbst  der  fürstliche  Astronom  Landgraf 
Wilhelm  IV.  schon  IfiGl  eine  Sternwarte  erbaut  hatte,  und  in 
Dänemark  die  Insel  Hueen,  wo  der  grofse  Tycho  Brahe  in  seiner 
Uranieiiburg  residierte,  die  ihm  König  Christian  II.  mit  allen  Hilfs- 
mitteln der  Beobachtungskunst  hatte  ausstatten  lassen. 

Wilhelm  IV.  (1532  — 1592)  i),  der  sich  das  damals  wichtigste 
Ziel  gesetzt  hatte,  neue  verbesserte  Sternverzeichnisse  zu  entwerfen, 
beobachtete  von  1561  an  in  seiner  auf  dem  Zwehrenthore  in  Kassel 
erbauten  Sternwarte  zuerst  allein,  sah  sich  aber  dann  1576")  nach 
Mitarbeitern  um,  als  sich  durch  Übernahme  der  Regierung  seine 
Mufsestunden  bedeutend  verringert  hatten.  Seine  Blicke  fielen  dabei 
auf  Christoph  Rothmann  aus  Bernburg'),  welcher  sich  eben  zur 
Besichtigung  der  Sternwarte  in  Kassel  befand,  und  sein  Scliarf blick 


1)  Notiz  in  Zach's  Monatliclier  Correspondenz  12.  1805.  267  —  302.  — 
2)  Wahrscheinlich  wurde  er  durch  Tycho  Brahe,  der  ihn  auf  einer  Reise 
durch  Deutschland  1575  besuchte,  hierzu  veranlagt.  —  3)  Allgemeine  deutsche 
Biographie  29.  370  —  72.  Artikel  von  S.  Günther.  Geburts-  und  Todesjahr 
Kothmann's  sind  unbekannt. 

V.  B  ra  unm  iili  1 ,  Geschichte  der  Trigonometrie.    I.  13 
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täuschte  sich  nicht  in  ihm,  denn  Roth  mann  war  sowohl  ein  treff- 
licher Beobachter,  als  auch  ein  guter  Mathematiker,  der  namentlich 
die  Reclmungs-  und  Reduktiousarbeiten  (seit  1577)  zur  vollen  7m- 
iriedenheit  seines  Herrn  erledigte. 

Weit  bedeutender  aber  als  Rothmann,  war  der  zweite  Gehilfe, 
den  sich  Wilhelm  zwei  Jahre  später  verschrieb,  der  Schweizer 
Jobst  Bürgi')  aus  Lichteusteig  (1552 — 1632).  Dieser  zeichnete 
sich  durch  ganz  eminentes  mechanisches  Geschick  aus  und  wurde 
deshalb  vom  Landgrafen  als  Hofuhrenmacher  angestellt.  Aber  nicht 
weniger  hervorragend  war  auch  seine  mathematische  Erfindungsgabe, 
und  seine  Leistungen  erwecken  umsomehr  Bewunderung,  als  er  die 
mathematische  Litteratur  nur  insoweit  kannte,  als  ihm  andere  davon 
Mitteilungen  machten,  da  er  der  lateinischen  Sprache  nicht  mächtig 
war.  Wahrscheinlich  unter  Rothmann's  Anleitung  bildete  er  sich 
rasch  zum  gewandtesten  Mathematiker  aus  und  ersetzte  den  Mangel 
erlernter  Kenntnisse  durch  Reichtum  an  eigenen  Gedanken. 

Um  das  Jahr  1584  kam  nun  an  den  Hof  des  Landgrafen  ein 
gewisser  Paul  Wittich  (1555? — 1587)  aus  Breslau,  der  sich  von 
1580  bis  81")  bei  Tycho  auf  der  Uranienburg  aufgehalten  hatte, 
und  blieb  längere  Zeit  in  Kassel.  Von  ihm  berichtet  sowohl  Bürgi^) 
als  auch  ein  gewisser  Raymarus  Ursus*),  er  habe  den  ersten 
Fall  der  sogenannten  prosthaphäretischen  Methode,  die  wir 
S.  135  als  eine  Erfindung  Werner's  kennen  lernten,  den  Kasseler 
Astronomen  als  eine  Rechnungsmethode  gezeigt,  die  schon  länger  auf 
der  Uranienburg  bei  den  astronomischen  Berechnungen  angewendet 
werde,  ohne  jedoch  einen  Beweis  dafür  anzugeben.  Ursus  erzählt 
dann   weiter,    dafs   Bürgi    hierfür   einen    so   fruchtbaren   Beweis    ge- 


1)  R.  Wolf,  Biographien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz.  Zürich  1858. 
8°.  Erster  Cyklus.  57  —  80.  Der  Landgraf  nennt  ihn  einen  zweiten  Archimedes 
an  Geschicklichkeit.  Tychonis  Brahei  Epistolarum  Astrouomicarum  libri.  Norimb. 
IGOl.  4».  21.  Vgl.  auch  Zach  a.  a.  0.  281.  —  2)  Diese  DatumsbestimmuiJg 
ergibt  sich  aus  dem  Briefwechsel  Tycho's  mit  Hagaecius  und  Scultetus; 
vgl.  Friis.  Tychonis  Brahei  epistolae  ab  anno  1568  usque  ad  annum  1587. 
Hauniae  1876  —  86.  in  4".  Aus  dem  Briefe  Tycho's  vom  4.  Nov.  1580  an 
Hagaecius  geht  nämlich  (p.  55)  hervor,  dafs  Wittich  um  diese  Zeit  schon 
auf  üranieuburg  war,  und  aus  dem  Schreiben  an  Scultetus  vom  12.  Okt.  1581, 
dafs  er  damals  Hueeu  bereits  wieder  verlassen  hatte  (p.  58  —  59).  —  3)  In  seiner 
„Arithmetica".  R.  Wolf.  Astronomische  Mitteilungen  Nr.  XXXI.  p.  10.  — 
4)  Scheibel  teilt  in  seiner  ,, Einleitung  zur  astronomischen  Bücherkenntuis 
7.  Stück,  Breslau  1785.  17  ff.  mit,  dafs  jener  Reimers  das  oben  Angeführte 
in  dem  Werke  „Tractatus  de  astronomicis  hypothesibus"  Pragae  1597.  4°  an- 
gebe, aber  auch  in  desselben  Autors  Fundamentum  astronomicum.  1588.  4° 
finden  wir  c.  16  den  Wittich  erwähnt. 


Vom  Auftreten  Vieta'.s  bis  zur  Erßndung  der  Logarithmen. 
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funden  habe,  dafs  aus  ihm  der  andere  prosthaphäretische  Fall  und 
seit!  (des  Ursus)  Beweis,  ja  die  Auflösung  aller  Dreiecke  durch  diese 
Methode  vermittelst  der  Sinusse,  Tangenten  und  Sekanten  hergeleitet 
werden  könne.  Hiervon  habe  dann  Jakob  Curtius  dem  Clavius 
Nachricht  gegeben,  der  diese  Erfindung  erweitert  und  auch  dem 
Tycho  ir)i)0  darüber  geschrieben  habe').  Aus  dieser  in  ihrer  Haupt- 
sache richtigen  Erzählung  geht  hervor,  dafs  entweder  Wittich  und 
Tycho-)  das  prosthaphäretische  Verfahren  selbständig  wiedererfanden, 
wozu  ihnen  übrigeii.s  die  Kenntnis  jener  Stelle  in  Werner's  Schriften 
Anleitung  gegeben  haben  kann,  in  welcher  dieser  seine  Methode  zur 
Berechnung  der  Länge  der  Spica  virginis  ^)  erwähnt  (S.  136),  oder 
dafs  sie  die  Dreiecksl)ücher  Werner's  eingesehen  hatten,  was  aber 
weniger  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat.  Jedenfalls  sind  die.se  beiden 
Männer  die  ersten,  die  sich  der  praktischen  Methode  wieder  bedienten. 


Fig.  40. 


Nikolaus  Raymarus  Ursus  teilt  zum  erstenmale  in  einem 
Druckwerke  158S*)  die  beiden  prosthaphäretiseheu  Regeln  mit,  indem 
er   bezüglich    ihi-er  Ableitung  auf   die  beiden   Diagramme    (Fig.  46) 


1)  Die  Nachricht  ist  dahin  umzuändern,  dafs  Curtius  1590  selbst  direkt 
an  Tycho  schrieb.  Jener  Brief  des  gewesenen  kais.  Prokanzlers  ist  nämlich 
noch  erhalten  und  findet  sich  in  Tycho' s  Astronomiae  instauratae  mechanica 
1602.  in  fol.  veröffentlicht.  —  2)  Auch  Longomontan,  Tycbo's  langjähiiger 
Gehilfe,  nennt  Tycho  und  Wittieh  die  ersten,  die  sich  dieser  Methode  be- 
dienten. Astronomia  Danica.  Amstelodami  1G22.  7.  —  3)  Diese  Beobachtung 
war  Tycho  in  der  That  bekannt,  denn  er  greift  Werner's  Resultat  an.  Das- 
selbe wird  von  ihm  an  verschiedenen  Stellen  erwähnt,  so  z.  B.  in  seinem  Briefe 
vom  20.  Jan.  1587  an  Rothmann  p.  76  der  Epist.  astr.  libri.  —  4)  Funda- 
mentura  astronomieum  c.  16''  und  17''. 
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verweist,  von  denen  er  das  erste  dem  Wittich,  das  zweite  dem  schon 
genannten  Bartholomäus  Scultetus'),  Lehrer  und  Bürgermeister 
in  Görlitz,  widmete.  Es  sei  in  beiden  Figuren  arc.  BV^  «,  arc.  SF 
=  arc.  MN  =  ß,  dann  ist  in  der  ersten  «  +  /3  <  90",  in  der  zweiten 
«  +  /3>90".  Ferner  sei  FD3I±AB  und  BC,  DE,  FG,  MH 
LAV  gefällt,  HK  =  FG  =  31 R,  bezüglich  HR  =  FG  gemacht 
und  310  und  FQJ_NS  gezogen,  das  |  3IF  läuft;  macht  man  dann 
noch  DLJ\\ÄV,  dann  ist  in  der  ersten  Figur  arc.  ¥31=90"  —  /3  +  a, 
arc.  VF  =  90»  —  /3  —  a ,  3IH  =  sin  (90«  —  /3  +  a) ,  FG  =  HE 
=  3IR=shi{90<'—ß—u).  Aber  LH=DE=^\RH=l{3IH—3IR) 
=  I  { sin  (90»  —  /3  +  ß)  —  sin  (90"  —  ß  —  cc)].  Ferner  ist  BC  =  sin  «, 
AD=FQ=smß  und  AB:AD=BÜ:DE,  somit  für  ^7?=Sintotus 

sintot :  sin  /3  =  sin  a  :  I  { sin  (90"  —  /3  +  «)  —  sin  (90"  —  /3  —  «)  j , 
und  aus  der  zweiten  Figur  folgt  durch  analoge  Überlegungen: 

siutof  :  cos  /3  =  cos  «  :  I  { sin  {ß  +  90"  —  a)  —  sin  (/3  —  90"  +  «) } . 

Durch  diese  Proportionen,  die  natürlich  iu  Worten  augeführt 
werden,  sind  die  beiden  Hauptsätze  der  Prosthaphäresis  gegeben. 

Nach  dem  von  Wolf-)  beigebrachten  Beweismaterial  glauben 
wir  die  beiden  Beweisführungen  für  Bürgi  in  Anspruch  nehmen  zu 
dürfen,  der  sicher  auch  den  dritten  Fall  kannte,  welcher  für  a-|-j3=90" 
eintritt.  Allerdings  wurde  derselbe  erst  von  Clavius  publiziert,  als 
er  iu  seinem  Astrolabium  zum  erstenmale  eine  ausführliche  Dar- 
stellung jener  Regeln  gab  und  ihre  Anwendung  auf  die  Berechnung 
des  ebenen  Dreiecks  und  auf  alle  6  Fälle  des  rechtwinklig  sphäri- 
schen Dreiecks  zeigte.  Kamen  dabei  in  einer  Formel  Tangenten 
vor,  wie  z.B.  in  sintot :  tgd  =  tg  9  :  x,  so  setzte  er  tgd  =  sin«, 
tg  qp  =  sin  ß  und  erhielt  nach  Aufsuchung  von  u  und  ß,  x  wieder 
nach  obigen  Regeln.  Dies  ging  natürlich  nur  so  lange,  als  der 
Zahlenwert  der  Tangente  den  Sinustotus  nicht  überschritt;  war  dies 
der  Fall,  also  etwa  tgqo  >  10",  so  dividierte  er  das  betreffende  Glied 
mit  10",  setzte  den  Rest  =  sin/3  und  mufste  dann  nach  Anwendung 
der  Prosthaphäresis  auf  das  Produkt  sin «  •  sin  ß  noch  das  Produkt 
aus  sin  a  und  dem  Quotienten  addieren.  Hatte  man  z.  B.  unter  Zu- 
hilfenahme einer  fünfstelligen  Tafel  das  Produkt  212834  •  53545  zu 


1)  Scultetus  oder  Schulz  lebte  von  1532  —  1G14,  war  in  jungen  Jahren 
ein  Freund  Tycho  Brahe's,  lehrte  Mathematik  zu  Leipzig  und  Wittenberg 
und  wurde  später  Bürgermeister  zu  Görlitz.  Von  ihm  hat  man  ein  Werk  über 
die  Sonnenuhren,  über  den  Kometen  von  1577  und  eine  sphärische  Astro- 
nomie. Kepler!  Opera  omnia.  Ed.  Frisch  ü.  605.  —  2)  Astronomische  Mit- 
teilungen XXXII.  56  —  59.  Vgl,  auch  Pitiscus  Trigonometriae  libri  quinque. 
Editio  secunda.     Aug.  Vind.    1G08.   in  4".   lib.  V.    159  —  163. 
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bildeu,  so  .suclite  mau  zu  12S;i4  und  biii^iib  iu  der  Sinustai'el  die  eiit- 
sprecliendfii  Winkelwertc,  bildete  12H'^4■f^'^i^4rl  iiacli  der  ijrosthapliilre- 
tisehen  Ive^el  und  addierte  Jiocli  zum  Resultate  20()()(JO-5.'5545;  ähnlich 
war  die  Behandlung,  wenu  beide  Faktoren  den  Radius  der  Talel  üi)er- 
stiegen.  Stand  ferner  der  Sinns  totus  nicht  an  der  ersten  Stelle  der  Pro- 
portion, z.B.  «:  10"  = /;:,(■,  so  dafs  .(=10" —  zu  berechnen  war,  so 
thateu  die  Sekanten  und  Cosekanteu  ihre  Schuldigkeit,  indem  man 
fl=cosecfi;=  . — ,  b  =  smä  setzte,  woraus  sich  wieder  .i;^10"sin«sin/j 
ergab,  das  auf  die  bekannte  Weise  weiter  behandelt  wurde. 

Erst  durch  diese  beiden  Erweiterungen'),  die  Clavius  zuerst 
veröffentlichte,  womit  jedoch  nicht  gesagt  ist,  dafs  sie  nicht  auch 
Bürgi  und  andere  schon  in  Erwägung  gezogen  hatten,  erhielt  die 
Methode  jene  Allgemeinheit,  die  sie  zu  einem  namentlich  für  den 
rechnenden  Astronomen  unentbehrlichen  Hilfsmittel  machten,  bis  sie 
durch  die  Erfindung  der  weit  verwendbareren  Logarithmen  langsam 
verdrängt  wurde. 

Aufser  Clavius  hat  später  (1598) -)  noch  ein  gewisser  Melchior 
JösteP),  der  aus  Dresden  stammte  und  in  Wittenberg  Mathematik 
lehrte,  diese  Methode  für  alle  möglichen  Fälle  durchgearbeitet  und 
sie  auf  die  Behandlung  der  Dreiecke  angewandt.  Ob  jedoch  .seine 
noch  handschriftlich  erhaltene  itQoöd'ccqiiLQEöi.s  astronomica  im  Drucke 
erschien,  entzieht  sich  unserer  Kenntnis,  scheint  uns  jedoch  nicht 
wahrscheinlich '). 

Nachdem  die  Methode  einmal  als  praktisch  erkannt  war,  wurde 
sie  allgemein  auf  die  verschiedensten  Probleme  der  sphärischen  Astro- 
nomie angewendet,  selbst  da,  wo  es  sich  um  die  Behandlung  schief- 
winkliger Dreiecke  handelte,  und  zwar  behauptet  Reimers^),  auch 
diese  Anwendung  der  Methode  rühre  von  Bürgi  her  und  zeigt,  wie 
dieser  die  Winkel  aus  den  drei  Seiten  und  aus  zwei  Seiten  und  dem 


1)  Clavius  verhehlte  sich  jedoch  keineswegs,  dafs  die  Methode  durch  das 
Umrechnen  an  Genauigkeit  verliert,  wenn  statt  der  Sinusse  die  übrigen  Funk- 
tionen eintreten;  man  suchte  jedoch  hierbei  durch  Benützung  viel.stelliger  Tafeln 
nachzuhelfen.  —  2)  Diese  Jahrzahl  gibt  Longomontan,  Astronomia  Danica. 
1(522.  p.  10.  —  3)  Vgl.  A.  v.  Braunmühl,  Bibliotheca  mathematica  1898.  p.  94. 
Beantwortung  der  Anfrage  68.  —  4)  Herr  M.  Curtze  teilte  uns  gütigst  mit,  dafs 
ein  Manuskript  von  Jöstel's  Traktat  sich  in  der  Wiener  Hofbibliothek  befindet: 
Cod.  Palat.  10686'^'.  Wir  haben  dasselbe  inzwischen  eingesehen  und  uns  in  einer 
Abhandlung  „Zur  Geschichte  der  prosthaphäretischen  Methode",  die  demnächst 
erscheinen  wird,  darüber  näher  verbreitet.  Die  Originalniederschrift  von  Jöstel's 
Traktat  befindet  sich  iu  der  k.  Bibliothek  zu  Dresden.  C.  82.  (Briefliche  Mitteilung 
von  Curtze.)  —  ü)  Fundamentum  astronomicum  c.  19''. 
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eingeschlossenen  Winkel  die  dritte  Seite  zu  berechnen  lehrte.  Dieses 
Verfahren  ist  nichts  anderes,  als  die  direkt  aus  der  Figur 
des  Analemmas^)  entnommene  Umgestaltung  des  Cosiuus- 
satzes  mittelst  der  prosthaphäretischen  Methode.  Wir  wollen 
dasselbe  wegen  der  Bedeutung,  die  es  damals  hatte,  in  einem  der 
beiden  Fälle  erläutern.  Gegeben  sind  die  drei  Seiten  des  Dreieckes 
ABC  (Fig.  47),   gesucht  ist  -^  Ä.     Es  werden   hierzu   zwei  Figuren 

augegeben"),  die  für  die  Fälle 
a  <  90"  und  a  >  90"  aus  be- 
kannten Gründen  unterschieden 
werden  mufsten.  Wir  teilen 
nur  die  dem  ersten  Falle  ent- 
sprechende mit.  In  derselben 
ist  DH  die  Schnittgerade  der- 
jenigen Parallelkreisebene,  die 
durch  C  senkrecht  zur  Pro- 
jektionsebene ABF  gelegt  ist, 
und  zugleich  bedeutet  G  ein- 
mal die  Ecke  des  sphärischen 
Dreieckes  und  dann  die  ortho- 
gonale Projektion  derselben  auf 
jene  Ebene.  Ahnlich  ist  G  die 
senkrechte  Projektion  des  Schnittpunktes  der  Kreise  ACG  und  EKE' 
und  V  die  des  SchnittjJuuktes  von  Kreis  BVB'  und  JKF.  Das 
Übrige  ist  aus  der  Figur.zu  ersehen.  Man  hat  jetzt  a,rc.  AG ^  a.\c.  AD, 
also  arc.  DE  =  90'^  —  h,  are.  AB  =  c  =  arc.  EF,  also  arc.  FD 
=  900  —  &  -f  c  u^d  DS  =  sin  (90»  —  l  +  c).'  Ferner  arc.  HJ 
=  arc.EF—aYc.DE=c  —  {dO'>—h)  und  also  LS  =  sm{c—90''-^h). 
Es  ist  aber: 

(I)  DM=^DL=i.{LS-\-DS)^^  { sin(900— ^+c)  +  sin(c— 90''+/>) ) 
und 

(II)  SM  =  DS—D3I  =  f  { sin(90''  —b  +  c)  —  sin(c  —  dü^  +  h)]; 

(1)  wird  mit  „inventum  primum",  (II)  mit  „inventum  sesundum" 
bezeichnet.  Weiter  ist  noch  arc.  CF=  90"  —  «,  C'§  =  sin(90''  — a) 
und    GQ  —  MS  =  GP  =  inventum  tertium;   oder 

(III)  GP  =  sin  (90"  —  «)  —  !{ sin  (90«  —  7>  +  n  —  sin  (c  —  90«  —  ?>) ) . 


1)  Die  Methode  des  Analemmas  war  aufser  aus  Itcgiomontan's  und 
Werner's  Schriften  damals  bereits  aus  der  Vei-öö'entlichung  der  Ptolemäischen 
Schrift  durch  Commandinus  1.562  allgemein  bekannt.  —  2)  Fund.  Astr.  21" 
und  22^ 


Vom  .\iiltiT(i'ii   Vii'tii's  liis  7,111-  KrBndun«}  der  Logarithmen.  lOf) 

Du  nun  AJ)OM'^A(JOF  ist,  so  folgt  ÜC :  1)0  =  CP :  DM 
=  in  :  /.  Aber  OC:DO=  siu(90n  —  yl)  :  KE  =  cos  Ä  :  .sin  tot.; 
also  hat  man  endlich  cosyl  :  sin  tot.  =  ///:  /.  Um  die  Einlacliheit 
der  Hechmmg  beurteilen  zu  können,  beachte  man  den  Gang  der- 
selben. Man  schlägt  zuerst  die  Sinusse  der  Summe  und  der  Differenz 
von  c  und  90"  —  h  auf,  der  zweite  zum  ersten  addiert  und  halbiert 
gibt  (I),  dieses  von  dem  ersten  Sinus  abgezogen  gibt  (II),  welches 
wieder  von  sin  (90"  —  a)  subtrahiert  das  „inventum  tertium"  liefert. 
Die  Auflösung  der  Proportion  gibt  dann  schliefslich  sin  (90"  —  A), 
zu  dem  man  A  mittelst  der  Tafel  bestimmt.  Vereinigen  wir  die 
Formeln  in  eine,  so  haben  wir 

nxT\      „_„  A  _  cosg  —  -^ (  cos (6  —  c)  +  cos (&  +  c) ) 
l^iv;      cos^  |{cos(&  — c)- cos(ft  +  c)}         ' 

die  zeigt,  dafs  in  der  Formel  des  Cosinussatzes,  wie  sie  Vieta  etwas 
siiilter  gab,  nur  die  beiden  Produkte  cos  &  •  cosc  und  shih  ■  sine  durch 
ihre  prostliaphäretischen  Formeln  ersetzt  sind. 

Bürgi  und  nach  ihm  Jöstel  sind  aber  in  der  Anwendung 
dieser  Methode  sogar  noch  weiter  gegangen,  denn  ersterer  verstand 
es,  die  zur  Berechnung  der  Formel 

cosff=  |jcos(& — c)  +  cos(Z>-|-  f))  +  i{cos(?/ — c)  —  cos(&+c)}cos^ 

noch  nötige  einmalige  Multiplikation  ebenfalls  durch  eine  Addition 
zu  ersetzen'),  indem  er  den  für  v|cos(& — c)  —  cos(^-[~^')l  erhaltenen 
Zahlenwert  wieder  als  sinus  eines  Winkels  (j;)  auffafste  und  dann 
das  Produkt  sina;sin(90" — A)  abermals  prosthaphäretisch  behandelte; 
d.  h.  er  ersetzte,  nach  unserer  Auffassungs weise,  das  letzte  Glied  der 
obigen  Gleichimg  durch  4- {  sin  (.c -)- ^)  -|-  sin(.);  —  ^)}.  Übrigens 
scheint  diese  praktische  Verbesserung  der  Methode  auch  in  weitere 
Kreise  gedrungen  zu  sein,  obwohl  Bürgi  selbst  nichts  über  sie  ver- 
öffentlichte, denn  sie  findet  sich  mit  geometrischer  Ableitung  in  der 
„Trigonometrie"  des  Pitiscus-),  der  sie  als  Erfindung  des  Schweizers 
angibt  und  mit  Beispielen  belegt.  Auch  fanden  wir  sie  in  dem  schon 
erwähnten  Manuskripte  Jöstel's^),  welcher  sie  auf  Formel  (IV) 
(s.  oben)  ausdehnte,  indem  er  daselbst  den  Zähler  gleich  sina;,   den 

Nenner  gleich    cosec  ii   setzte   und  dann =  sin  x  sin  ii    wieder 

"  ''  coseo  y  •' 

prosthajihäretisch  behandelte  ■*). 

Man  wird  dieser  Ausdehnung  und  gewandten  Verwertung  des 
neuen  Verfahrens  seine  Bewunderung   nicht  versagen  können.     Doch 


1)  R.  Wolf,  Astronomische  Mitteilungen  Nr.  XXXII.  61.  —  2)  Auflage 
von  1608.  p.  139.  Letzte  Auflage  161-2.  p.  173.  Dies  ist  Wolf  entgangen.  — 
3)  A.  a.  0.   p.  37.  —  4)  A.  a.  0.   p.  35. 
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scheint  iius,  trotz  ausdrückliclier  Versicherung  Reimers',  nur  diese 
letzte  entlgiltige  Verbesserung  desselben  von  Bürgi  herzustammen, 
während  die  Anwendung  auf  das  scliiefwinklige  Dreieck  überhaupt 
aufser  von  Werner^)  schon  von  Tycho  Brahe  und  Wittich  voll- 
zogen wurde.  Bevor  wir  jedoch  auf  die  Begründung  dieser  unserer 
Ansicht  eingehen,  müssen  wir  uns  etwas  näher  mit  Tycho  be- 
schäftigen. Wir  erwähnten  schon,  dafs  auf  der  Insel  Hueeu  unter 
Tycho  de  Brahe's  (1546  — 1601)  Leitung  eine  Zeutralstätte  astro- 
nomischer Forschung  entstanden  war.  Der  dänische  König,  durch 
Landgraf  Wilhelm  auf  Tycho  aufmerksam  gemacht,  hatte  diesen 
mit  reichen  Mitteln  ausgestattet,  und  Tycho  baute  sich  daselbst 
ein  Observatorium,  die  Uranienburg,  wie  ein  solches  seit  den  Zeiten 
der  Araber  und  Perser  die  Welt  uiclit  mehr  gesehen  hatte.  Dort 
beobachtete  und  rechnete  er  in  gröfster  Zurückgezogenheit,  umgeben 
von  zahlreichen  Schülern,  stand  aber  in  fortwährendem  schriftlichen 
Verkehr  mit  der  wissenschaftlichen  Welt,  namentlich  mit  WilhelmlV., 
mit  dem  ihn  gemeinsame  Interessen  eng  verbanden.  17  Jahre  (1580 — 97) 
dauerte  sein  Aufenthalt  auf  der  weltabgeschiedenen  Insel,  bis  ihm 
infolge  der  Mifsgunst  des  dänischen  Adels,  nach  dem  Tode  seines, 
königlichen  Gönners  die  gewährten  Einkünfte  entzogen  wurden,  so 
dafs  er  sich  genötigt  sah,  seine  fürstliche  Wohnstätte  zu  verlassen. 
Einem  Rufe  Kaiser  Rudolph's  IT.  folgend,  der  später  auch  Bürgi 
zu  sich  beschied,  ging  er  159'J  nach  Prag,  woselbst  er  aber  schon 
1601  starb. 

Tycho  war  als  Mathematiker  weniger  hervorragend,  denn  als 
Beobachter,  und  doch  zeigt  ein  von  ihm  hinterlassenes  Manuskript^) 
grofse  Gewandtheit  in  Behandlung  der  Trigonometrie.  Dasselbe  ist 
nach  Angabe  des  Herausgebers  jenem  kleinen  Kanon  des  Rhaeti- 
cus  von  1551  angebunden  und  besteht  aus  20  Blättern,  die  nur  teil- 
weise beschrieben  sind.  Schon  dieser  Umstand  weist  darauf  hin, 
dafs  es  nur  Notizen  enthält,  die  Tycho  für  sich  und  seine  Schüler 
zum  Gebrauche  dieses  Kanons  machte,  ohne  zunächst  an  eine  Publi- 
kation der  Schrift  zu  denken.  Diese  Ansicht  wird  noch  dadurch 
bestätigt,    dafs   die   Figuren   nur    angedeutet,    Beweise   aber   nirgends 


1)  Vgl.  Anmerk.  2  auf  S.  136.  —  2)  Es  führt  die  Überschrift:  Triangu- 
lorum  planorum  et  sphaericorum  praxis  mathematica.  Qua  maximus  eorum, 
praesertim  in  astronomicis  usus  compendiose  explicatur.  Tycho  Brahe.  Cal. 
Jan.  1591.     In  trigono  juvenis  satagit  quae  docta  Mathesis  ille  aperit,   clausuni 

quicquid  olympus  habet  A.  c.  1595.    18  „  ,    '.     ■     Es  befindet  sich  in  der  k.  k. 

A  bris. 

Universitätsbibliothek  zu  Prag  und  ist  von  F.  J.  Studnicka  1886  in  Photographo- 

typie  herausgegeben  worden. 
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ausgeführt  sind').  VViis  nun  den  Inhalt  anlangt,  so  l)L'nierkc'n  wir 
zunächst  vorübergehend,  dafs  in  Dogma  1\^  über  die  ebenen  Dreiecke 

der  schon  bei  Vieta  gefundene  Satz    tg<7= ^r    (vgl.  S.  178) 

°  "  a  —  cos  Ti         °  ' 

in  etwas  bequemerer  Form  als  dort  auftritt.  Von  grölserem  Interesse 
ist  es  aber,  dafs  die  in  dem  Schriftchen  behandelte  sphärische  Trigo- 
nometrie in  allen  Problemen  die  prosthapbilretischs  Methode  ver- 
wendet. Tycho  kennt  die  beiden  Fuudamentalformeln  derselben 
und  wendet  sie  sowohl  auf  die  Berechnung  der  rechtwinkligen  Drei- 
ecke, als  auch  in  der  oben  auseinandergesetzten  Weise  auf  die  Um- 
gestaltung des  (,'osinussatzes  au,  den  er  in  Dogma  VI  uud  IX  zur 
Lösung  derselben  beiden  Aufgaben  verwendet,  die  wir  bei  Ray ma ras 
Urs  US  fanden.  Nur  behält  er  noch  immer  die  Bildung  des  letzten 
Produktes  bei,  kannte  also  Bürgi's  endgiltige  Verbesserung  der 
Methode  nicht.  Diese  ist  daher  jedenfalls  Eigentum  des  genialen 
Schweizers.  Aber  Tycho  J^ehandelte  auch  in  gleicher  Weise  den 
einen  der  beiden  polaren  Fälle,  nämlich  aus  zwei  Winkeln  und  der 
anliegenden  Seite  den  dritten  Winkel  zu  berechnen  (Dogma  VII),  in- 
dem er  eine  Kegel  in  Worten  angab,  die  wir  in  folgender  Weise 
darstellen  können.  Sind  die  gegebenen  Winkel  B  und  C'>  B,  die 
gegebene  Seite  a,  so  werden  die  beiden  Fälle  90"  —  C  >  B  und 
90"  —  C  <i  B  unterschieden,  denen  das  obere,  beziehungsweise  das 
untere  Zeichen  zugehören  möge.     Bildet  man  dann 

I  { sin  (90»  —C-i-B)±  sin  (90"  —  C  —  B)\  =  Inventum  I , 
•  I  sin  (90»  —  C  +  JS)  +  sin  (90»  —  C  —  B)\  =  Inventum  II, 

so  ist  "'"C-'";--")  ■  ^^=  Inventum  III  und  sin(90»— J.)=Inv.I4-Inv.II. 
sin  tot.  ^  ^  — 

Es    wäre    also    demnach     cos^  =  2(cos(.B — C) -\-  cos(C -\- B)\ 

-|-  I  { cos  (C  —  B)  —  cos  (C  -j-  B) }  cos  a,    oder    cos  Ä  =  cos  C  ■  cos  B 

-j- sin  C  •  sin  J5  cos  ff ,    wobei   jedoch  das  Zeichen   des  ersten  Gliedes 

nicht  richtig   ist.     Da  keine  Ableitung,    sondern  nur   der  Wortlaut") 

der  Regel   augegeben   ist,    so  wird    man    zu   der  Vermutung   geführt, 

Tycho   habe   sich  um   die   letztere    überhauj)t  nicht   bekümmert    und 

den   Satz  entweder  irgendwo  falsch   abgeschrieben,    oder  einer  ober- 

flächlichen   mündlichen   Mitteilung,    vielleicht    von    Seite   Wittich's, 

folgend    durch    einfache  Vertauschung   von    Winkeln   und  Seiten   aus 

dem  Cosinussatze  abgeleitet'). 


1)  In  einem  Briefe  an  einen  seiner  Schüler  Gellius  Sascerides  vom 
l./II.  1591  sagt  Tycho  allerdings,  dafs  er  diese  seine  Methode  im  ersten 
Teile  seiner  Astronomie  veröffentlichen  werde.  A.  Favaro,  Carteggio  204. 
Das  ist  aber  nicht  geschehen.  —  "J)  In  diesem  heilst  es:  Adde  Inventum  III 
ad  Inventum  I  anstatt:    Subtrahe  Inventum  I  ab  Invento  III.  —  3)  Er  sagt  auch 
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Dil  Tyclio's  vorliegende  Schrift  ül)er  die  Dreiecke  frühestens  aus 
dem  Jahi'e  15'J1  stammt,  so  liiltteu  wir  keinen  Grund  gehaht,  oben  die 
von  Reimers  behauptete  Priorität  Bürgi's  inbezug  auf  die  prostha- 
phäretische  Umgestaltung  des  Cosinussatzes  in  Frage  zu  stellen, 
wenn  sich  nicht  aus  dem  uns  erhaltenen  Briefwechsel  des  dänischen 
Astronomen  mit  ziemlicher  Sicherheit  ergäbe,  dal's  er  schon  lange 
im  Besitze  jener  Anwendungen  war,  ja  dafs  Exemplare  seines  Heftes 
schon  früher  existierten  und  in  den  Händen  seiner  Schüler  sich  be- 
fanden^). Übrigens  kommt  Bürgi  und  Reimers  jedenfalls  das  Ver- 
dienst zu,  zuerst  weitere  Kreise  mit  jeuer  Methode  bekannt  gemacht 
zu  haben,  und  vor  allem  waren  es  das  vielgelesene  Werk  des  Bar- 
tholomäus Pitiscus  und  wohl  auch  der  Vortrag  Jöstel's  in 
Wittenberg,  die  auch  die  Anwendungen  auf  schiefwinklige  Dreiecke 
populär  machten.  Zu  verwundern  ist  übrigens,  dafs  gerade  jene  all' 
und  jede  Multiplikation  ersparende  Methode,  die  zweifellos  Bürgi's 
Eigentum  ist,  weniger  Verwendung  faöd,  als  jene  Tycho's,  die 
immer  noch  eine  Multiplikation  erforderte^). 

Neben  den  bereits  erwähnten  Formeln  kamen  damals  auch  noch 
die  ähnlichen 

cos  (6  —  c)  —  cos  a 


iA  = 


i  [  cos  (6  —  c)  —  cos  (h  -\-  c) ) 


,  .  .  sin  vers  a  —  sin  vers  (b  —  c) 

und  sin  vers  A  =  — ; j, r jr—, — ^v 

i  {  cos  (t)  —  c)  —  cos  (6  -}-  c)  J 

in  Anwendimg,  von  denen  z.  B.  Pitiscus^)  die  erste,  (die  übrigens 
mit  jener  schon  von  Werner  benutzten  übereinstimmt),  Magini  die 
zweite')  anführt.  Desgleichen  berechnet  dieser  auch  a  mit  der  aus 
der  letzteren  durch  Auflösung  nach  sin  vers«  hervorgehenden  Formel ''). 
Die  Methode  der  Prosthaphäresis  erfreute  sich  einer  solchen  Be- 
liebtheit, dafs  sie  auch  noch  nach  Erfindung  der  Logarithmen  (1614) 
längere  Zeit  im  Gebrauch  blieb.  So  empfahl  sie  der  Däne  Christian 
Severin  Lougomontan  (1562  — 1647),  welcher  ein  langjähriger 
Gehilfe  Tycho's  gewesen  war  und  nach  dessen  Tode  Professor  der 
Mathematik  in  Kopenhagen  wurde,  auf  das  wärmste.    In  seiner  schon 


am  Schlüsse  seines  Satzes:  „Fuit  itaque  operatio  similis  priori."  Auch  in 
Dogma  IV  über  die  ebenen  Dreiecke  findet  sich  eine  fehlerhafte  Angabe.  Dies 
deutet  doch  zum  mindesten  auf  eine  sehr  flüchtige  Redaktion  der  Schrift  hin. 
1)  Das  Beweismaterial  haben  wir  in  der  schon  erwähnten  Abhandlung:  „Zur 
Geschichte  der  prosthaijhäretischen  Methode"  gesammelt.  —  2)  Wir  konnten  sie 
nur  noch  bei  Magini  finden.  Primum  mobile  duodecim  liberis  contentum  160'J. 
Bononiae  fol.  85".  —  3)  Pitisci,  Trigonometria.  Ausgabe  von  1612.  123  ff.;  von 
1600.  34  —  35.  —  41  Maginus,  Primum  mobile  fol.  72'.  —  5)  Ebenda  fol.  85' 
und  Christmann,   Theoria  Lunae  1611.    in  fol.    166. 
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crwiLliiiten  „Astrououii;i  Danica"  von  1022  gibt  er  ihr  sogar  den 
Vorzug  vor  den  ihm  wohlbekaiiuteii  Logarithmen,  „weil  durch  sie 
die  Kegeldetri  mit  Behandlung  der  gegebenen  Dinge  selbst  vollführt 
wird",  während  „das  Verfahren  mit  den  Logarithmen  zu  weit  von 
beständiger  Ansicht  der  Beweise  entfernt,  die  vielleicht  Anniiigern 
iiötigi'r  ist"  ').  Bei  der  damals  noch  sehr  mangelhaften  Begründung 
der  Logarithmen  kann  man  dieses  Urteil  wohl  begreifen.  Nach 
dieser  Auseinandersetzung  gibt  Longomontau  für  jene  Methode  eine 
übersichtliche  und  vollstiLndige  Darstellung,  aus  der  wir  nur  die 
Behandlung  jenes  Falles  noch  hervorheben,  in  welchem  ein  Ausdruck 
von  der  Gestalt  x  =  ab:c  berechnet  werden  sollte.  Wie  dies  schon 
Jöstel  gethau  hatte ^),  so  setzte  auch  Lougomontan,  der  sich 
ganz  au  jenen  anschlofs,  zuerst  y  =  h:c  und  dann  x  =  y-a,  welche 
zwei  Ausdrücke  einzeln  prosthaphäretisch  behandelt  wurden.  Des- 
gleichen wird  die  Umformung  der  beiden  Cosinussätze  mitgeteilt. 

Ein  Beweis  dafür,  dai's  die  Astronomen  sich  nur  schwer  von 
der  so  beliebt  gewordenen  prosthaphäretischen  Methode  trennten,  ist, 
dafs  noch  1G34  der  Hamburger  Frobenius  in  seinem  „Clavis  uui- 
versae  trigonometriae"  alle  mitgeteilten  Beispiele  sowohl  mittelst  der 
Logarithmen,  als  mit  der  Prosthaphäresis  berechnet,  obwohl  er  für 
seine  Person  den  ersteren  bereits  den  Vorzug  gibt  und  sogar  vor 
dem  Gebrauch  der  letzteren  warnt,  wenn  statt  der  Sinusse  andere 
Funktionen  auftreten.  Einer  der  letzten  Schriftsteller,  der  sich  ihrer 
noch  im  vollen  Umfange  und  mit  besonderer  Vorliebe  bediente  und 
zwar  weil  er,  wie  es  scheint,  die  Logarithmen  gar  nicht  kannte, 
dürfte  der  jüdische  Astronom  Emanuel  Porto')  sein,  welcher  im 
Jahre  163(i  ein  recht  gutes  Werk  den  „Porto  astronomico"  erscheinen 
liefs ').  Darin  erwähnte  er  den  Traktat  des  Melchior  Jöstel,  dem 
er  sich  völlig  anschlofs;  wie  er  zur  Kenntnis  desselben  gelangte, 
entzieht  sich  jedoch  unserem  Wissen. 


1)  A.  a.  0.  10.  Übersetzung  von  Kästner,  Geschichte  der  Mathematik  I. 
567.  —  i)  Jöstel's  Traktat,  p.  15.  III.  Regula.  —  3)  Porto  heilst  eigentlich 
Menachem  Zion  Port  Cohen  und  lebte  in  Triest  und  Padua.  G.  Wertheim. 
Monatsschrift  für  Geschichte  und  Wissenschaft  des  Judentums.  41.  Jahrg.  616. 
Er  schrieb  noch  ein  zweites  ebenfalls  gutes  Werk:  Breve  e  facil  introduzzione 
alle  geografia  e  trigonometria.  Padova  1640,  worin  er  sich  über  Einrichtung 
und  Gebrauch  der  im  ersten  Werke  mitgeteilten  Tafeln  verbreitete  und  eine 
ebene  Trigonometrie  im  Anschlüsse  an  Pitiscus  gab.  Wertheim  ebenda, 
Jahrg.  42.   p.  375  tF.  —  4)  Nähere  Beschreibung   desselben   ebenda   616  —  622. 
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§  7.     Kaymarus  Ursus.     Jobst   Bürgi's   Methoden   zur   Herstellung 
einer  genauen  Sinustafel. 

Wir  habeu  in  der  im  Zusammenhang  dargestellten  Geschichte 
der  Prosthaphäresis  mehrere  Mathematiker  kennen  gelernt,  die  sich 
auch  sonst  noch  um  die  Förderung  der  trigonometrischen  Kenntnisse 
verdient  machten,  und  müssen  daher  ihre  Leistungen  einer  näheren 
Besprechung  unterziehen.  Halten  wir  ims  soviel  als  möglich  an  die 
chronologische  Reihenfolge,  so  begegnet  uns  zunächst  Nikolaus 
Raymarus  Ursus  ^)  oder  Reimers,  vrie  er  sich  in  der  ältesten 
von  ihm  vorhandenen  Schrift,  der  „Geodaesia  Ranzoviana"  1.583 
selbst  nennt.  Es  kommt  ihm  keineswegs  das  Verdienst  zu,  welches 
er  sich  in  der  Vorrede  zu  seinem  schon  öfters  erwähnten  ,,Funda- 
mentum  astrouomicum"  von  1588  selbst  vindiziert,  die  von  Rhaeti- 
cus  und  Reinhold  unvollendet  gelassene  Lehre  von  den  Dreiecken 
zum  Abschlüsse  geführt  und  mit  besonderer  Klarheit  behandelt  zu 
haben,  denn  was  er  auf  den  44  Blättern  dieses  Büchleins  vorträgt, 
enthält  sehr  wenig  eigene  Gedanken.  Dagegen  ist  dasselbe  für  den 
Historiker  insofern  von  Wert,  als  es  uns  mit  den  verschiedenen  da- 
mals im  Gebrauche  befindlichen  Methoden  in  Kürze  bekannt  macht, 
da  Reimers  seine  Kenntnisse  von  den  verschiedensten  Seiten  her 
gesammelt  hatte. 

Zur  Berechnung  der  Sinustabellen  erwähnt  er  mehrere  Metboden, 
ohne  sie  jedoch  genauer  auseinanderzusetzen.  Eine  einzige  hat  er 
m  seinem  späteren  Werke  „De  Astronomicis  hypothesibus  seu  syste- 
mate  mundano  tractatus  astronomicus  et  geographicus  etc.",  Pragae 
1597  in  4"  auseinandergesetzt,  und  er  rühmt  sich,  sie  selbst  erfunden 
zu  haben.  Delambre,  der  dieses  Verfahren  einer  genaueren  Ana- 
lyse unterzogen  hat"),  fand  aber  nichts  Neues  darin  mit  Ausnahme 
der  einzigen  Formel  2  sin  (a  —  a-)cosa;  —  sin  k^  sin  (a  —  2.r),  die 
Ursus,  X  =  1'  voraussetzend,  zur  Berechnung  der  Sinusse,  aller 
Winkel  verwendet,  die  von  «  =  o  beginnend  von  Minute  zu  Minute 
bis  MO"  fortschreiten.  Fügt  man  dem  noch  bei,  dafs  er  die  sämt- 
lichen Formeln,  die  er  zu  seiner  Methode  nötig  hat,  aus  einer  einzigen 
Figur  nicht  unelegant  ableitet,  so  hat  man  seineu  eigenen  Verdiensten 
hinreichend   Rechnung    getragen.     Aber*  er    spricht    noch    von    einer 


1)  Reimers  stammte  aus  dem  Dithmar'schen,  war  bis  zu  seinem  18.  Jahre 
Schweinehirt  und  bildete  sich  selbst  zum  Mathematiker.  1584  besuchte  er  Ty  cho 
und  kam  zwei  Jahre  später  an  den  Hof  nach  Kassel,  wo  er  Bürgi's  Bekannt- 
schaft machte.  —  Später  wurde  er  kais.  Mathematiker  in  Prag,  das  er  1698 
verliefs,  um,  wie  man  glaubt,  einer  Verleumdungsklage  Tycho's  zu  entgehen, 
mit  dem  er  in  Streit  lag.  1509  soll  er  gestorben  sein.  —  2)  Histone  de  FAstro- 
nomie  moderne.     Paris  1821  in  4".    I.   301  —  307. 
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anderen  Methode,  die  von  seinem  verehrten  Lehrer  Bürgi  lierrühre 
und  teilt  sie  in  Form  einer  Kegel ')  mit.  Leider  ist  dieselbe  jedoch 
al)sichtiieh  so  unklar  gehalten,  dal's  man  daraus  schlechterdings  nichts 
entnehmen  kann,  als  dals  dieser  „Kunstweg",  wie  sie  Bürgi  nannte, 
auf  der  Bildung  der  höheren  Differenzen  beruhte.  Wir  werden  auf 
dieselbe  weiter  unten  noch  einmal  zurückkommen,  müssen  aber  vor- 
her die  Studien  näher  kennen  lernen,  die  der  geniale  Schweizer  machte, 
um  genauere  Methoden  zur  Berechnung  eines  Kanons  der 
Sinusse  zu  finden,  als  sie  bis  dahin  bekannt  waren.  Diese  seine 
einsclililgigen  Arbeiten  begegnen  sich  in  manchen  Punkten  mit  denen 
Vieta's  über  die  Wiukelteilung,  scheinen  aber  einer  etwas  früheren 
Zeit  anzugehören,  und  es  ist  nur  zu  bedauern,  dafs  sie  mit  so  vielen 
anderen  wertvollen  Entdeckungen  Bürgi' s  nie  im  Drucke  erschienen, 
da  derselbe  der  lateinischen  Gelehrtensprache  unkundig,  eine  un- 
besiegbare   Scheu  vor  Publikation   seiner   eigenen  Erfindungen  hatte. 

Der  um  die  Geschichte  der  Astronomie  so  hochverdiente  R.  Wolf 
war  in  der  Lage,  eine  Handschrift  Bürgi's,  die  sich  unter  den 
Kepler'schen  Manuskripten  zu  Pulkowa  befindet,  einer  genauen 
Durchsicht  zu  unterziehen-).  Dieselbe  enthält  eine  „Arithmetica" 
und  scheint  Ende  der  neunziger  Jahre  vollendet,  wenn  auch  schon 
viel  früher  begonnen  zu  sein.  Dafs  Bürgi  schon  während  Reimers' 
Aufenthalt  in  Kassel,  d.  h.  vor  1588,  im  Besitze  einer  Reihe  von 
daselbst  mitgeteilten  Resultaten  war,  geht  aus  des  letzteren  Funda- 
mentum  hervor;  dafs  dieses  Manuskript  aber  erst  nach  lö'JG  vollendet 
ist,  schliefsen  wir  trotz  Wolfs  gegenteiliger  Anschauung  aus  dem 
Umstände,  dafs  das  Opus  Palatinum  erwähnt  wird.  Bürgi  konnte 
aber  doch  nicht  wohl  mehrere  Jahre  vor  Erscheinen  dieses  Werkes 
den  eigentümlichen  Titel  desselben  kennen,  wenn  ihm  auch  des 
Rhaeticus'  Methoden  etwa  durch  mündliche  Mitteilung  (vielleicht 
von  Seite  Otho's)  schon  früher  bekannt  sein  mochten.  In  diesem 
Manuskripte  spricht  sich  nun  Bürgi  dahin  aus,  dafs  ihm  die  bisher 
gebrauchten  geometrischen  Methoden,  namentlich  was  die  näherungs- 
weise Berechnung  von  sin  1'  anlangt,  zu  ungenau  und  „zu  weit  aus 
dem  Weg"  erschienen,  und  dafs  man  sich,  da  die  Geometrie  einen 
gegebenen  Winkel  nicht  in  einem  gegebenen  Verhältnis  zu  teilen 
vermöge,  hierzu  der  Coss,  d.  h.  der  Algebra,  bedienen  müsse  ^).  Auch 
er  wurde  also,  ähnlich  wie  Vieta,  durch  die  Trigonometrie  zur  Ver- 
knüpfung der  Geometrie  mit  der  Algebra  geführt. 

Um   zur  Teilungsgleichung   zu   gelangen,    verfährt    er   folgender- 

1)  Fimdamentum  c.  8".  —  2)  Astronomische  Mitteilungen  Nr.  XXXI.  — 
3)  Wolf  teilt  den  durch  grofso  Einfachheit  und  Klarheit  sich  auszeichnenden 
Text   a.  a.  0.   11  —  14   mit. 
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mafsen.  Er  schickt  den  Satz  voraus:  „Wenn  man  eine  bekannte 
Sehne  a  zum  Durchmesser  2  addiert,  so  erhält  man  das  Quadrat  der 
Sehne  t,  welche  zur  Mitte  des  Komplementbogeus  führt,  wenn  man 
sie  dagegen  vom  Durchmesser  subtrahiert,  so  erhält  man  das  Quadrat 
der  Chorde  s  desselben  Komplemeutbogens".  Das  gibt  in  unserer 
Sehreibweise  die  beiden  Formeln    1  +  sin  «  =  2  sin-  (  —  +  "!■"''')    "U'l 

1  —  sin«  =  2cos-'(—  -\-  45"),     wenn     a  =  crd(2ß)  =  2  sin«     ist; 

denn  dann  ist  /  =  crdOW+ß)  =  2sin('"  +4:7^   und    .s  =  crd  (90"— k) 

=  2  cos  (y  -)-  45") ,  wie  Fig.  4<S  zeigt. 
Um  nun  einen  Bogen  zu  halbieren,  dessen 
Sehne  AB  man  kennt,  geht  mau  von 
dem  geometrischen   Satze    (Fig.  49)   aus, 

dafs  ÄC'=  CE-CD,  oder  da   C'£=2 

Aü- 
ist,    CD  =  -2—   sein  mufs.    Ist  jetzt  AC 

die  Unbekannte  „Cosa",  die  wir  =  x  setzen,  und  führt  man  sie  in 
die  Gleichung  AC^  —  CD^  =  AD^  oder  4AC' —  4CI)- =  AB'' 
ein,  so  erhält  man  AB-  =  4x^  —  a;"*,  deren  Lösung  x  gibt').  Nun 
folgt  die  Dreiteilung  eines  Bogens,  dessen  Sehne  AB  bekannt  ist. 
Setzt    mau    AC=x,    so    folgt    mit    Benützung    der    vorhergehenden 


Fig.  48. 


Fig.  50. 


Gleichung  aus  Fig.  50  AD'- =  4x-  —  x*,  BC"  =  4x-  —  x",  also 
AD  •  BC  ^  4x-  —  oc^.  Nach  dem  Satze  des  Ptolemäus  ist  aber 
ADBC=ABCD  +  AC  ■  BD  =  AB  ■  x  +  x%  also  durch  Ver- 
gleichung  4x^  —  a;*  =  ABx  -f-  a",  oder  AB  =  3a;  —  x^.  Bürgi 
gibt  nun  an,  wie  man  mit  Hilfe  dieser  beiden  Gleichungen  alle 
Teilungen  nach  Zahlen  vollziehen  kann,  die  aus  2  oder  3  oder 
beiden    zusammengesetzt    sind.      So    erhält    man    z.  B.    für    die   Vier- 


1)  Statt  X  und  seiner  Potenzen  bedient  sich  Bürgi  der  damals  noch  ge- 
bräuchlichen Zeichen:  x  =  iE  (Radix),  x^  =  Iz  (Zensus),  x^  =  Ic  (Cubus), 
X*  =  Izz  (Zensi- Zensus),   x'  =  Isc  (Zensi- Cubus)  u.  s.  w. 
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ieilung      Air-  =    1().<'-  —  20.)'  +    8a;«  —  a;»,      wofür    fr    kurz 

1/  IV  VI  VIII 

10  —  l'O  -f-  ■'^  • —  1  sclireil)t.  Die  Gloicliuiig  für  die  Fiiiifteilung 
A  /)'  =  iix  —  bx^  -\-  .r'  erhält  er  durcli  Zusammcnsetzuii«;'  iler  Zwei- 
uiul  I  )reiteilungsgleicliuiig.  Es 
i.st  iiiimlich  in  Fig.  51 
AT)-  =  4x-  —  x'  =  BE-, 
AJ'y  =  3x  —  x^  =  BD,  ferner 
AIil)E=AEBT)—Al)EB.  ""'■ " 

Also  AB  =  [(3a,-  —  x^  —  {Ax'  —  a;*)] : x  =  bx  —  5a;'  +  x""  Aufser- 
(l(!iii  teilt  Bürg!  umsteheiide  Tabelle  mit*),  die  er  bis  zur  Zwauzig- 
teiluug  fortsetzt:  Die  in  der  ersten  Zeile  stehenden  römischen  Zahlen 
bedeuten  nach  der  angeführten  Schreibweise  die  Potenzen  von  x, 
die  arabischen  Ziffern  die  Koeffizienten.  So  folgt  z.  B.  die  Sehne  a 
des  neunfachen  Hogens  aus  der  des  einfachen  x,  indem  man  aus  der 
i1.  Zeile  entnimmt:  a  ^  9a;  —  30.;;^  -f-  27x''  —  9./;'  +  ^^-  Berechnet 
ist  die  Tabelle  einfach,  indem  von  der  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  aus- 
gehend die  aufeinanderfolgenden  Summenreihen  gebildet  wurden. 

Wir  sehen  also,  dafs  Bürgi  ebenso  wie  Vieta  das  Bildungs- 
gesetz  der  Koeffizienten  in  jenen  Ausdrücken  erkannt  hat").  Zur 
numerischen  Auflösung  seiner  Teilungsgleichungen  besafs  er  drei 
Verfahren.  Das  eine  hat  uns  Pitiscus  überliefert'')  und  au  nume- 
rischen Rechnungen  seine  Verwendbarkeit  gezeigt.  Aber  dieses  Ver- 
fahren stimmt  so  genau  mit  jenem  Divisionsverfahren  übereiu,  das 
wir  bei  den  Arabern  kennen  lernten  (S.  74),  dafs  wir  nicht  nlUig 
haben,  hier  noch  einmal  darauf  zurückzukommen.  Sollte  Bürgi 
wirklich   selbst   ijenau   auf  den   nämlichen    Gedankengang   gekommen 


o^ 


sein,  wie  einst  die  Araber?  Unmöglich  ist  es  nicht,  da  derselbe 
nicht  so  sehr  ferne  liegt,  und  Bürgi's  Erfindungsgabe  und  Geschick- 
lichkeit im  Rechnen  bedeutend  genug  waren,  um  die  Methode  durch- 
zubilden. Es  ist  aber  auch  möglich,  wie  wir  schon  früher  andeuteten 
(S.  73  Anmerkung  1  v.  S.  72),  dafs  das  Verfahren  durch  einen 
arabischen  Schriftseller,  etwa  Al-Zarkiili,  nach  dem  Abendlande 
kam,  imd  dafs  Bürgi  durch  andere  davon  erfuhr  und  seine  Wichtig- 
keit erkannte,  nur  bleibt  es  dann  überraschend,  dafs  mau  in  früheren 


1)  Wolf  a.  a.  Ü.  li).  —  2)  Wolf,  der  das  Mitgeteilte  in  dem  schon  er- 
wähnten Manuskripte  Bürgi's  fand,  scheint  übrigens  nicht  gewufst  zu  haben, 
dafs  Pitiscus  dasselbe  ganz  ebenso  als  „ex  mente  .Justi  Byrgii"  in  seiner 
.schon  mehrfach  zitierten  Trigonometrie  mitteilt.  Auflage  von  161-2.  44  fi'.  Drei- 
teilung 53,  Fünfteiluug  54  —  57.  —  3)  A.  a.  0.  53.  Lösung  der  Dreiteilungs- 
gleichung,   61    der   Fünfteilungsgleichuug ,    die    in    die    Form    gebracht    wird: 

a  -\-  5  a;'  —  x'' 
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Werken  keine  Spur  hiervon  findet,  und  namentlich,  dafs  Peurbach 
und  Regiomontau  es  nicht  kannten,  während  sie  doch  mit  Al- 
Zarkäli's  Schriften  wohl  vertraut  waren. 

Das  zweite  Verfahren,  dessen  sich  der  Schweizer  bediente,  ist 
von  R.  Wolf  in  seiner  Arithmetica  aufgefunden  worden  und  besteht 
in  Folgendem.  Hat  mau  z.  B.  die  Dreiteilungsgleichuug  für  a=  crd  GU" 
=  crdSOO"  =  1  zu  lösen,  also  die  Gleichung  (3  — x^)x —  1  =  0,  so 
macht    er   zuerst    eine   Annahme   «   für  x,    deren   letzte    Stelle    nicht 
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um  eine  Einheit  unter  dem  wahren  Werte  steht,  und   berechnet  dann 
ihre  Korrektur  nach  der  Formel 

■  a«)  a  —  1 


A«  = 


(3- 
'.a-  -f  2a  •  10" 


(3-0' 

wo  n  den  Rang  derjenigen  dekadischen  Einheit  angibt,  welche  gröfser 
ist  als  die  Verbesserung.  Als  erste  Annahme  dient  ihm  a  =  1; 
hieraus  folgt  dauu  für  w  =  0,  A«  =  0,ö,  also  als  zweiter  Näherungs- 
wert a  -\-  l\a  =  1,.5  =  «j.  Weiter  erhält  man  dann  mit  der  obigen 
Formel  für  w=  —  1,     t\a^=  0,03,  «^  =  1,53,  dann  für  n  =  —  2, 
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Aas  =  0,002,  «3  =  1,532  u.  s.  w.,  so  dafs  sich  für  x  =  1,5320888862 
ergibt.  Leider  hat  Bürgi  nicht  angegeben,  wie  er  zu  dem  Verfahren 
kam.  Ersetzt  man  iu  der  gegebenen  Gleichung  3.  Grades  x  durch 
«  +  A«;  so  findet  man  die  Formel 

^  2«»  + (3a+ Aa)  Aa  —  (3  — «»)' 

die  mit  der  obigen  übereinstimmt,  wenn  man  (3a  +  Aa)A«  =  2a-10" 
setzt,  was  unserer  Annahme  für  n  entspricht.  Eine  solche  Formel 
konnte  natürlich  Bürgi  nicht  aufstellen,  also  auch  eine  solche  Ver- 
gleichuug  nicht  vornehmen,  aber  dennoch  ist  es  Thatsache,  dafs  er 
nach  dem  durch  jene  Formel  dargestellten  Verfahren  gerechnet  hat. 

Ferner  zeigt  dieses  Beispiel  auch,  dafs  Bürgi  sehr  wohl  Kenntnis 
von  den  mehrfachen  Wurzeln  der  Teilungsgleichungen  hatte.  Auch 
scheint  er  ebenso  wie  Vieta  gewufst  zu  haben,  wieviele  positive 
Wurzeln  zu  dem  Werte  einer  gegebenen  Sehne  gehören.  Denn  in 
einer  Stelle  der  1619  gedruckten  „Harmonice  mundi"  gibt  Kepler, 
welcher  mit  Bürgi  in  späterer  Zeit  gut  bekannt  war  und  von  ihm 
manches  lernte,  die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  regelmäfsigen 
Siebeneckes,  indem  er  sich  ausdrücklich  auf  Bürgi  bezieht  und  sagt, 
dafs  die  Gleichung  beim  Fünfeck  zwei,  beim  Siebeneck  drei,  beim 
Neuneck  4  Wurzeln  „und  so  weiter"  habe.  Hierin  liegt  aber  die 
Erkenntnis,  dafs  eine  Teilungsgleichung  von  ungeradem  Grade  2n-\-l 
stets  n  positive  Wurzeln  besitzt,  aufs  deutlichste  ausgesprochen '). 

Die  dritte  Methode,  mit  welcher  der  gewandte  Rechner  diese 
Gleichungen  löste,  bestand  in  der  Anwendung  der  von  Alters  her 
bekannten  Regel  des  falschen  Ansatzes,  welche  er  an  der  auf  Null 
reduzierten  Gleichung  für  die  Neunteilung  genau  in  derselben  Weise 
erläuterte  und  ausführte,  wie  wir  es  noch  heute  machen-). 

Bürgi  wollte  nun,  namentlich  zur  besseren  Verwendung  der 
prosthaphäretischen  Methode,  eine  in  den  letzten  Stellen  genaue,  von 
2"  zu  2"  fortschreitende  Sinustafel  herstellen,  und  hat  sie  auch,  wie 
sein  Schwager  Benjamin  Bramer  versichert^),  „mit  unsäglicher 
Arbeit  kalkuliert".  Leider  ist  sie,  die  nach  Kepler's  Zeugnis  alle 
anderen  an  Genauigkeit  übertraf,  nie  im  Druck,  erschienen  und  scheint 
verloren  zu  sein.  Bei  Herstellung  derselben  kam  der  Schweizer  Äuf 
jenen   Gedanken,    der    seit   Abü'i-Wafä    aus    der    Geschichte    ver- 


1)  Hierauf  hat  schon  Cantorll.  591  aufmerksam  gemacht.  —  2)  Wolf 
a.  a.  0.  21  £F.  —  3)  B,  Brameri  Bericht  zu  Jobsten  Burgi  seligen  Triangu- 
larinstrument  1648  in  4°.  Die  Tafel  -wurde  damals  mit  Spannung  erwartet,  denn 
schon  1592  erkundigte  sich  Tycho  in  einem  Briefe  an  Rothmann  darnach. 
Dafs  sie  Bürgi  vollendet  hat,  geht  auch  aus  seiner  Einleitung  (Wolf  11)  auf 
das  deutlichste  hervor. 

T.  Braunmühl,  GescMchta  der  Trigunomytrie.  I.  14 
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Schwunde«  war,  den  Sinus  totus  gleich  1  zu  setzen  und  die  Sinusse 
in  Dezimalteilen  desselben  auszudrücken,  indem  er  statt  des  Kommas 
unter  die  Einerstelle  der  Ganzen  eine  kleine  Null  setzte  und  als 
einer  der  ersten  das  Rechnen  mit  Dezimalbrüchen  ausbildete');  später 
scheint  er  auch  das  Komma  selbst  benützt  zu  haben.  Kepler  hat 
seine  Kenntnis  der  Dezimalrechuung  auch  von  Jobst  Bürgi  be- 
kommen, indem  er  ausdrücklich  sagt:  „Diese  Art  der  Bruchrechnung 
ist  von  Jost  Bürgen  zu  der  sinusrechnung  erdacht."-) 

Dem  praktischen  Bürgi  scheinen  aber  diese  Methoden,  welche 
allerdings  mit  grofser  Genauigkeit,  aber  auch  mit  einem  ebenso 
grofsen  Aufwand  von  Eechnungsarbeit  die  Herstellung  einer  Sinus- 
tafel gestatten,  nicht  recht  genügt  zu  haben,  denn  er  hat  noch  ein 
zweites  Verfahren  erfunden,  seinen  sogenannten  „Kunstweg".  Wir  ge- 
dachten desselben  schon  früher  (S.  204 — 205)  und  erwähnten,  dafs 
man  aus  Reimers'  Angaben  in  seinem  Fundamentum  nur  entnehmen 
kann,  dafs  die  Methode  eine  Differenzenmethode  war.  Dies  wird 
auch  durch  zwei  Stellen  des  Pulkowaer  Manuskriptes  bestätigt,  in 
dem  leider  der  Kunstweg  selbst  nicht  angegeben  ist,  so  dafs  wir 
gegenwärtig  über  ihn  keine  Aufklärung  besitzen'').  Auch  wird  sich 
das  darüber  schwebende  Dunkel  kaum  mehr  lichten  lassen,  da  wir 
auch  bei  den  Zeitgenossen  Bürgi's  keine  näheren  Angaben  finden*). 
Auch  sie  verstanden  Reimers'  rätselhafte  Andeutungen  nicht,  wie  sich 
aus  einer  Stelle  seines  späteren  Werkes  „De  astronomicis  hypo- 
thesibus"  ergibt,  in  der  er  selbst  sagt,  dafs  man  ihn  um  Aufklärung 
hierüber  gebeten  habe.  Aber  die  Aufklärung,  die  er  hier  gab, 
fügte  zu  den  alten  Rätseln  nur  noch  ein  neues  hinzu.  Es  scheint 
ihn  sein  Hafs    gegen  Tycho  daran   gehindert  zu  haben,    das   vorteil- 


1)  Vgl.  hierüber:  End,  Einführung  und  Entwickelung  der  Dezimalbrüche. 
Zeitschrift  für  das  bayerische  Realschulwesen.  XVII.  1896.  9  und  11.  —  2)  Aus- 
zug aus  der  uralten  Mefs-Kunst  Archimedis.  Opera  Kepleri.  Ed.  Frisch. 
V.  547.  —  3)  Die  erste  dieser  Stellen  lautet:  „Durch  vleissiges  nachsinnen 
habe  ich  in  erfahrung  gebracht  wie  der  gantze  canon  sinuum  durch  seine  Diffe- 
rentias  zu  erheben  ist,  wölliche  Invention  hernach  Nicolaus  Reimarus  Ursus 
linder  meinem  Namen  publizirt"  (Wolf  11).  Ferner  schliefst  das  Manuskript 
mit  einem  unvollendeten  Kapitel  mit  der  Überschrift:  „Wie  der  gantze  Canon 
Siiftium  durch  die  bloffe  Differentias  je  zweier  Sinuum  von  anfang  bis  zum  ende 
zu  erheben  sei."  Wolf  bemerkt  p.  24,  dafs  nach  einer  kurzen  Einleitung  von 
diesem  Kapitel  nur  noch  eine  Seite  vorhanden  sei,  auf  der  erklärt  wird,  wie 
durch  Zuzug  der  höheren  Differenzen  mit  gröfserer  Sicherheit  interpoliert  werden 
kann.  —  4)  Nur  Pietro  Antonio  Cataldi  gibt  in  seiner  Schrift  „Difesa  di  Archi- 
mede  delle  oppositioni  del  Sig.  Gioseppe  Scaligero  intomo  alla  quadratura  del 
cerchio,  con  l'esame  del  Divinum  inventum  di  Nicole  Raymaro."  Bologna  1620 
in  2"  eine  Untersuchung  über  diese  Stelle  Reimers'.  Leider  stand  uns  aber 
das  genannte  Werk  nicht  zur  Verfügung. 
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hafte  Verfiiliren  näher  auseinanderzusetzen,  denn  er  sagt  „Tycho 
sei  nicht  würdig,  dafs  er  iliu  dieses  Verfahren  lehre"').  Wir  möchten 
glauben,  dafs  hierdurch  der  wackere  Bürgi  um  den  wohlverdienten 
Ruhm  gekommen  ist,  lange  vor  Briggs  und  Newton  ein  praktisches 
Interpolationsverfahreu  angegeben  zu  haben. 

Man  wird  fragen,  wie  der  Hofuhreniuacher  und  Mechaniker  des 
Landgrafen  Wilhelm  dazu  kam,  mit  solch  zäher  Ausdauer  die  Ver- 
besserung der  astronomischen  Kechnungsmethoden  anzustreben.  Dies 
findet  seine  Erklärung  darin,  dafs  Bürgi  nach  dem  Weggange  Roth- 
manu's  von  Kassel  (1590)  dessen  Stelle  als  Beobachter  und  Rechner 
allein  versehen  mufste,  während  er  ihn  bisher  nur  unterstützt  hatte. 
So  bot  sich  ihm  Anlafs  und  Gelegenheit  genug,  sein  mathematisches 
Talent  aufs  beste  zu  bethätigen,  und  Wilhelm  IV.  wufste  dasselbe 
auch  gebührend  zu  würdigen.  Anch  als  der  lelztere  gestorben  war, 
blieb  Bürgi  noch  bis  zum  Jahre  1603  im  Dienste  von  Wilhelm's 
Sohn  Moritz,  folgte  dann  aber  einem  Rufe  Kaiser  Rudolf  IL  nach 
Prag,  der  ihn  zum  kais.  Kammeruhrenmacher  ernannte,  in  welcher 
Eigenschaft  er  auch  noch  bei  dessen  Nachfolger  Ferdinand  ver- 
weilte. Er  starb  1632.  Während  seines  Aufenthaltes  in  Prag  kam 
er  in  Berührung  mit  Kepler,  der  ihn  sehr  hoch  schätzte  und  ihn 
als  eine  Koryphä  der  mathematischen  Wissenschaften  pries-).  That- 
sächlich  ist  dieses  Lob  auch  nicht  zu  hoch  gegriffen,  wenn  man  be- 
denkt, wie  dieser  Mann  ganz  aus  eigener  Kraft,  ohne  je  einen  grund- 
legenden Unterricht  genossen  zu  haben,  ja  ohne  der  Gelehrtensprache 
mächtig  zu  sein,  die  damals  ein  unerläfsliches  Erfordernis  zum  Studium 
der  zeitgenössischen  Litteratur  war,  nach  den  verschiedensten  Rich- 
tungen die   Wissenschaft   zu   fördern  vermocht  hatte.      Wir   werden 


1)  Wolf  glaubte,  eine  von  Bürgi's  Schwager  Benjamin  Bramer  in 
der  Schrift  „Problema :  Wie  aufs  Bekanntgegebenem  Sinu ,  eines  Grades  Minuten 
oder  Secunden,  alle  folgenden  Sinus  auffs  leichteste  zu  finden  und  der  Canon 
Sinuum  zu  absolviren  seye."  Marpurg  1614  in  4°  angegebene  Methode  stehe 
mit  diesem  Kunstgriff  in  engem  Zusammenhang.  Diese  besteht  in  der  Haupt- 
sache darin,  dafs  er  Sinus  und  Cosinus  jedes  folgenden  vielfachen  Winkels  aus 
dem  vorhergehenden  abzuleiten  suchte  und  hierfür  Regeln  aufstellte,  die  wir 
durch  folgende  Formeln  wiedergeben:  sin2a  =  Scosa,  sinSa  =  sina -(- 'S'cos2o;, 
sin  4«  =  sin  2  a -|- .S' cos  3  a  u.  s.  w.,  ebenso  cos  2  a  =  1  —  Ssina,  cos  3  a 
^  cos  a  —  Ssin2a,  cos  4a  =  cos  2  a  —  S  sin  3  a  u.  s.  w.  Dabei  ist  S=crd2a 
^2sina  und  wird  wie  sin  a  als  bekannt  angenommen.  Hat  man  daher  eine 
Tafel  der  Vielfachen  von  S,  so  kann  man  durch  blofse  Addition  die  Sinusse 
und  Cosinusse  aller  Vielfachen  von  a  finden  (Wolf  a.  a.  0.  26).  Uns  scheint 
jedoch  diese  Ansicht  Wolfs  nicht  mit  den  ausdrücklichen  Worten  des  Manu- 
skriptes zu  harmonieren.  —  2)  De  stella  tertii  honoris  in  Cyguo  narratio.  Pragae 
1606.     Opera  omnia  .T.  Kepleri.     Ed.  Frisch  IL  769. 
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ihm  noch  einmal  begegnen,  wenn  wir  auf  die  Geschichte  der  Er- 
findung der  Logarithmen  zu  sprechen  kommen,  in  der  ihm  ebenfalls 
eine  ehrenvolle  Stellung  gebührt. 

§  8.     Das  Opus  Palatinum  des  Rhaeticus  vom  Jahre  1596. 

In  seinen  im  Jahre  1593  erschienenen  „Ideae  mathematicae" 
teilt  Adrianus  Romanus  einen  Brief  des  Rhaeticus  an  Peter 
Ramus  vom  Jahre  1568  mit,  in  welchem  dieser  angibt,  er  habe 
zwei  Canones  zum  gröfsten  Teile  ganz  vollendet,  einen  kleineren  für 
den  Radius  10^,  und  einen  grofsen,  der  teils  für  r  =  10"",  teils  für 
r  =  10^^  berechnet  sei.  Aufserdem  erzählt  er,  dafs  er  9  Bücher  über 
das  rechtwinklige  und  schiefwinklige  sphärische  Dreieck  und  ein 
Buch  über  das  ebene  Dreieck  verfafst  habe.  Wir  sehen  aus  diesem 
bisher  nicht  beachteten  Schriftstücke,  dafs  der  gröfste  Teil  des  Riesen- 
werkes, zu  dessen  Besprechung  wir  uns  jetzt  wenden  und  das  von 
allen  Astronomen  mit  Sehnsucht  erwartet  wurde,  bereits  1568,  also 
28  Jahre  vor  seinem  Erscheinen,  von  Rhaeticus  vollendet  war'). 

Da  Rhaeticus  die  unternommene  Riesenarbeit  natürlich  nicht 
allein  bewältigen  konnte,  so  stellte  er  mehrere  Rechner  an,  die  er 
während  zwölf  Jatren  auf  eigene  Kosten  beschäftigte.  Unter  diesen 
befand  sich  auch  ein  gewisser  Valentin  Otho  (um  1550  in 
Magdeburg  geboren),  der  sich  1575  dem  damals  gerade  in  Ungarn 
weilenden  Rhaeticus  angeboten  hatte.  Dieser  nahm  ihn  sehr 
freundlich  auf  und  weihte  ihn  alsbald  in  seine  Methoden  ein.  Als 
man  nach  eiuiffer  Zeit  die  erste  und  zweite  Serie  der  bereits  be- 
rechneten  Tabellen  benötigte,  die  Rhaeticus  bei  seinem  letzten 
Aufenthalt  in  Krakau  daselbst  gelassen  hatte,  schickte  er  den  Otho 
ab,  um  sie  zu  holen.  Inzwischen  erkältete  er  sich  und  starb  1576 
zu  Kaschau  in  Ungarn,  wohin  er  sich  auf  Einladung  des  dortigen 
Präfekten  Ruber  begeben  hatte,  in  den  Armen  des  ihm  inzwischen 
eilig  nachgereisten  Otho").  Auf  seinem  Sterbelager  hatte  er  noch 
Otho  die  Vollendung  seines  Lebenswerkes  au's  Herz  gelegt  und  ihm 


1)  Einen  weiteren  Beweis  hierfür  finden  wir  in  dem  schon  früher  zitierten 
Cod.  lat.  mon.  24101,  auf  welchen  uns  M.  Curtze  aufmerksam  zu  machen  die 
Güte  hatte.  Derselbe  beginnt  nämlich  mit:  Georgii  Joachimi  Rhetici  Canon 
triangulorum  Johannes  Praetorius  Joachimicus  Canonem  hunc  olim  ab 
authore  acceptum,  descripsit  Cracoviae  Anno  1569.  Idem  denuo  differentiis  et 
sinuverso  auctum,  eundem  depinxit  Anno  1599  Mense  Julio  Altorfii.  Dann 
folgt  eine  Abschrift  des  ganzen  grofsen  Kanons  von  Rhaeticus.  —  2)  Diese 
Erzählung,  die  in  der  Einleitung  Otho's  zum  Opus  Palatinum  sich  findet, 
haben  bereits  Kästner  in  seiner  Geschichte  der  Mathematik  I.  594  — 59G  und 
Cantor  11.  553  ausgezogen. 
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seinen  wissenschaftlichen  Nachlal's  zugewiesen.  Da  aber  die  grofsen 
Geldmittel,  welche  die  Vollendung  und  die  Publikation  des  Werkes 
erforderten,  nur  schwer  beschaö't  werden  konnten,  so  verzögerte  sich 
sein  Erscheinen  immer  wieder,  bis  endlich  Otho  an  dem  Kurfürsten 
Friedrich  IV.  von  der  Pfalz  einen  thatkräftigen  Gönner  fand,  dem 
zu  Ehren  er  dasselbe  im  Jahre  1590  als  „Opus  Palatinum"  zu  Neu- 
stadt herausgab').  Wir  wollen  den  Inhalt  dieses  fundamentalen 
Werkes  einer  möglichst  gedrängten  Besprechung  unterziehen,  indem 
wir  zunächst  die  Methode  der  Tabellenberechnung,  dann  die  Ein- 
richtung des  Kanons  und  endlich  die  trigonometrischen  Methoden 
schildern,  deren  sich  Rhaeticus  und  Otho  bedienten.  Die  letzteren 
waren  allerdings  zur  Zeit,  als  das  Werk  erschien,  bereits  in  mancher 
Richtung  überholt. 

Dem  ganzen  Kanon  liegt  die  Berechnung  einer  Sinustabelle  zu- 
grunde, für  die  er  unter  Annahme  des  Sinus  totus  r  =  10'^'  die 
Sinusse  aller  Winkel  von  0"  bis  90°  in  einem  Intervall  von  45'  be- 
stimmte. Dabei  bediente  er  sich  aber  aufser  der  bekannten  Regeln 
folgender  zwei,  die  er  geometrisch  ableitete,  und  die  sich  in  unserer 
Schreibweise  durch  die  beiden  Formeln^)  ausdrücken  lassen: 

cos  (w«)  =  cos  (w  —  2) «  ■ —  2  sin  a  sin  (n  —  1)  a 
und  sin  (mk")  =  2  cos  «  sin  (w  —  1 )  «  —  sin  (»  —  2)  «. 

Nun  setzte  er  aber  die  „Dichotomia"  (Halbierung),  für  welche  er 
mehrere,  jedoch  nicht  neue  Regeln  angab,  solange  fort,  bis  er  auf 
einen  Winkel  kam,  dessen  Sinus  nur  noch  eine  Einheit  in  der 
15.  Dezimalstelle  betrug,  wozu  43  Halbierungen  nötig  waren.  Der 
letzte  Winkel,  dessen  Sinus  er  auf  diese  Weise  fand,  war  «  =  14^'^^-'^ 
19''-i'16^33^M5J^"8-"^'27J''^>'ö4-r'll-^'''9-^'''^23^"^^49^«6^^5-s^J^'f 
37  j:a// 30  ji///^    wo  die  römischen  Ziffern  den  Rang  der  Sexagesimal- 

33 

brüche  bezeichnen,   so   dafs   z.  B.    33-''^  =  ^rrn  Teile  eines  Grades  be- 

'  60" 

deutet.  Die  Dichotomien  stellte  er  in  einer  Tabelle  übersichtlich 
zusammen').      Nachdem    nun    für    alle    in    dieser    Tabelle    stehenden 


1)  Der  volle  Titel  lautet:  Opus  Palatinum  de  triangulis,  a  Georgio 
Joachime  Rhetico  coeptum:  L.  Valentinus  Otho,  Principis  Palatini  Friderici  IV. 
Electoris  Mathematicus  consummavit.    Ann   Sal.  Hum.  1596.   Neostadii.  in  fol.  — 

2)  Die  zweite  dieser  Formeln  weist  schon  R,  Wolf.  H.  A.  I,  170.  Gleichung  1 
dem  Rhaeticus  zu,  dagegen  steUt  er  die  erste  derselben  auf  Bürgi's  Rech- 
nung, während  er  dem  Rhaeticus  noch  eine  weitere  zuteilt,  die  sich  bei  ihm 
thatsächlich  nicht  findet.  Übrigens  hat  auch  Vieta  die  zweite  dieser  Formeln 
und  statt  der  ersten  eine  ganz  ähnliche;  publiziert  wurden  sie  aber,  trotz  des 
spätem  Erscheinens  von  Rhaeticus'   Werk,  dennoch  hier  zum  erstenmale.   — 

3)  Opus  Palatinum  44  und  45.     Vgl.  auch  Wolf  H.  I.  172. 
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44  Winkel  die  Sinusse  und  Cosinusse  gefunden  waren,  konnte  er 
mittelst  der  Additiousformel  die  Sinusse  und  Cosinusse  gewisser 
Winkel  bilden,  die  sich  aus  denen  der  Tafel  zusammensetzten.  So 
gewann  er  z.  B.  den  Sinus  des  Winkels  /3  =  29"  59 '"33^'' 37  »^  58" 
317/30^///  gleich  145408594115,  indem  er  ihn  aus  den  Sinussen 
der  bezüglich  in  der  (3.,  8.,  11.  und  13.  Zeile  der  Tafel  stehenden 
Winkel:  42"ll"a5"',  10"  32 ^^^48 "'45'',  1"  19"^6^''5^'37''^30''^^ 
und  19^46^^31 ''24^^ 22 *'^^ 30''^'^  nach  dem  Schema  6  — (8  +  11  +  13) 
zusammensetzte.  Indem  Rhaeticus  weiter  schlofs,  dafs  sich  die 
Sinusse  kleiner  und  nahe  gleicher  Winkel  zu  einander  verhalten, 
wie  die  Winkel  selbst,  fand  er  aus  der  Proportion  /3 : 30"=  sin ^:  sin  30" 
den  Näherungswert  sin  30"  =  145444102929  und  hieraus  cos  30" 
999999989423006.  Hiermit  ergab  sich  dann  auch  sin  1'  und  cos  1' 
und  mit  deren  Hilfe  eine  Tafel*),  die  die  Sinusse  und  Cosinusse  von 
1'  bis  45'  lieferte  und  die  Berechnung  dieser  Funktionen  für  Winkel, 
die  in  einem  Intervall  von  1'  fortschreiten,  ermöglichte. 

Es  handelte  sich  jetzt  noch  darum,  die  Sinusse  und  Cosinusse 
für  Dekaden  von  Sekunden  zu  finden.  Aus  den  bereits  bekannten 
Funktionswerten  von  30"  wurden  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die 
Werte  für  15"  durch  Halbieren  gesucht,  dann  aus  der  Tafel  der 
Halbierungen  sin  5"  und  .cos  5"  durch  ein  ähnliches  Verfahren  wie 
das  zur  Aufsuchung  von  sin  30"  verwendete  gewonnen,  und  hiermit 
ergaben  sich  unschwer  die  W^erte  der  Funktionen  in  einem  Intervall 
von  10".  Durch  diese  eigentümliche  Anordnung  des  ganzen  Ver- 
fahrens gelang  es  Rhaeticus  bei  der  praktischen  Berechnung  die 
Dreiteilung  ganz  zu  vermeiden,  theoretisch  kannte  er  sie  jedoch  sehr 
wohl,  indem  er  eine  geometrische  Ableitung  der  Teilungsgleichung 
mitteilte.  Wir  hoffen  durch  diese  gedrängte  Schilderung  dem  Leser 
einen,  wenn  auch  nur  leisen  Begriff  von  der  immensen  Rechnungs- 
arbeit gegeben  zu  haben,  die  erforderlich  war,  um  nur  die  Zahlen 
der  beiden  Grundfuuktionen  zu  finden;  die  der  Tangenten  und  Co- 
tausenten,  der  Sekanten  und  Cosekanten  wurden  dann  mittelst  der 
Beziehungen  erhalten,  die  wir  früher  angegeben  haben. 

Die  auf  diese  Weise  geschaffene,  übrigens  auf  10  Dezimalen 
abgerundete  Tafel  hat  die  Überschrift  „Magnus  Canon  doctrinae 
triangulorum  ad  decades  secundorum  scrupulorum  et  ad  partes 
10000000000"  und  ist  in  der  Weise  eingerichtet,  dafs  die  6  Funk- 
tionen eines  jeden  Grades  je  6.  Seiten  erfüllen,  so  dafs  der  ganze 
Kanon  543  eigens  paginierte  Folioseiten  hält,  von  denen  immer  zwei 
nebeneinander  aufliegende  in  derselben  Weise  zusammengehören,  wie 


1)  Opus  Palatiflum  ö8. 
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dies  bei  dem  kleinen  Kanon  von  1551  geschildert  wurde.  Dieser 
Tabelle  ist  aber  noch  eine  zweite  angefügt,  welche  für  den  Radius 
10000000  berechnet  ist  und  von  zehn  zu  zehn  Sekunden  fortschreitet. 
Sie  umfafst  180  wieder  eigens  paginierte  Folioseiten  und  läuft  von 
0"  bis  45"  und  zurück,  wie  die  anderen  Tafeln.  Da  sie  neben  dem 
weit  gröfseren  Kanon  keine  rechte  Bedeutung  mehr  hat,  so  dürfte 
sie  wohl  früher  als  dieser  von  ßhaeticus  fertig  gestellt  und  zu 
eigener  Veröffentlichung  bestiraiiit  gewesen  sein. 

Auf  die  Kichtigkeit  der  im  Opus  Palatinum  niedergelegten  Zahlen 
werden  wir  noch  weiter  unten  zu  sprechen  kommen,  sowie  auf  einige 
andere  Tafeln,  die  sich  in  dem  Nachlasse  des  Ilhaeticus  und  Otho 
fanden,  als  dieser  in  die  Hände  des  uns  schon  bekannten  Christ- 
mann in  Heidelberg  überging. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  der  Dreieckslehre  des  Rhaeticus. 
Auf  Seite  86  des  Opus  Palatinum  beginnt  dieselbe  mit  dem  ebenen 
Dreieck  unter  der  Aufschrift  (eigenes  Titelblatt)  „Georgii  Jo.  Rhaetici 
de  triquetris  rectarum  linearum  in  planitie  liber  unus"  und  umfafst 
19  Seiten,  die  aufser  den  schon  mitgeteilten  Definitionen  und  den 
Angaben')  über  die  Behandlung  der  einzelnen  Dreiecksfälle  nur  noch 
folgende  bemerkenswerte  Lösung  der  Aufgabe  enthalten,  die  Winkel 
eines  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten  zu  berechnen-).  Er  beschreibt 
zuerst  in  das  Dreieck  ABC  den  Berührungskreis  mit  dem  Mittel- 
punkt D  und  berechnet  die  Abschnitte,  welche  die  vom  Zentrum 
auf  die  Seiten  gefällten  Senkrechten  DE,  DF,  DG  auf  diesen  bilden 
in  der  Form:  AG=^AF=s—a,  BE=BG=:s—h,  CF=CG  =  s—c, 
wobei    2s  =  a  -(-  6  -(-  c   gesetzt   ist;   hieraus  findet  er  dann  für  den 

Radius   die   bekannte    Formel    p"  = ^^ — -),  und  damit 

A  0 

ergibt  sich    etwa  aus  AADG     tg-^^-—*). 

Nach  Abschlufs  der  Lehre  vom  ebenen  Dreieck  beginnen  vier 
Bücher  über  die  sphärischen  Dreiecke,  die  unter  dem  Titel  „De 
triangulis  globi  cum  angulo  recto"  140  wieder  eigens  paginierte  Folio- 
seiten umfassen,  und  also  nur  vom  rechtwinkligen  Dreieck  handeln. 
Die  Methode,  welche  er  mit  Hilfe  mehrerer  durch  überflüssige  Kreise 
äufserst  verwickelter  Zeichnungen  ableitet,  geht  aus  jener  des  Copper- 


1)  Pag.  95  findet  sicli  jener  von  uns  schon  bei  Vieta  erwähnte  Beweis 
des  Sinussatzes  (S.  177).  —  2)  A.  a.  0.  99  —  102.  —  3)  Der  Wortlaut,  in  dem 
diese  Formel  als  Lemma  mitgeteilt  wird,  entspricht  genau   der  obigen  Schreib- 

A       1  /(s 6)  (s c) 

weise.  —  4)  Die  Schlufsformel   tg  —  =  1/  - — r-^ — ; — -  wird  nicht  in  Form  einer 

'  ^  2       r      s(s  — «) 

Analogie  ausgesprochen,  wie  R.  Wolf   H.    A.   1.    179  irrig  bemerkt. 
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nie  US  hervor  und  kann  an  der  von  uns  entworfenen  Figur  52^)  leicht 
übersehen  werden. 

ABC  ist  das  bei  0  rechtwinklige  sphärische  Dreieck^),  0  das 
Centrum  der  Kugel,  auf  welcher  es  liegt,  dann  liefert  zunächst  das 
bei  G  rechtwinklige  Dreieck  AFG,  dessen  Ebene  senkrecht  OB 
steht,  ^  F  =  ^  B,  und  ebenso  das  bei  J  rechtwinklige  Dreieck 
BKJ,   dessen  Ebene  senkrecht  OA  ist,  den    ^K  =  -^  A.     Ergänzt 


1 


Fig.  .52. 

man  ferner  die  Bögen  AB,  BC  und  CA  je  nach  zwei  Seiten  zu 
Quadranten,  sodafs  z.  B.  AB  -\-  BM  yiie  AB -\-  AT  90"  ausmachen, 
und  legt  die  gröfsten  Kreisbögen  LMN  und  VTS,  die  bezüglich 
A  xmd  B  zu  Polen  haben,  so  erhält  man  zwei  neue  Dreiecke  BMN 
und  ATV,  deren  Stücke  in  leicht  erkennbarem  Zusammenhange  mit 
denen  des  Hauptdreiecks  stehen.  Konstruiert  man  noch  das  bei  Q 
rechtwinklige  A  NPQ,  dessen  Ebene  auf  OB  senkrecht  ist,  so  ist 
<C  NPQ  =  -iC  B  und  ebenso  liefert  das  bei  Z  rechtwinklige  Dreieck 
VYZ,  dessen  Ebene  senkrecht  OT  steht,  ^  Y  =  -ic  A.    Diese  Figur 


1)  Vgl.  die  ähnliche  hei  Bressius   S.  184.   —    2)    Rhaeticus    hezeichnet 
es  beständig  mit  DBC,  während  Ä  der  Kugelmittelpunkt  ist. 
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gibt  zu  folgenden  5  Gruppen  (Ordines)  ähnlicher  ebener  Dreiecke 
Anlafs:  1)  A  ÄFG  ~  A  OZ  F  ~  A  iVP  §;  2)  A  BJK  ~ /\VZY 
'^ADQN-  -d)  A  OFG '^  A  OJB;  4)A0KJr^A0GA; 
5)  AOZY<^A  OPQr^  AOKB,  und  jede  solche  Ahnlichkeits- 
beziehung  liefert  drei  Proportionen  der  Dreiecksseiten,  also  im  Ganzen 
15  Analogien,  die  in  einer  Tabelle  übersichtlich  zusammengestellt 
werden.  Diese  15  Analogien  werden  dann  in  40  Theoremata  um- 
gesetzt, indem  die  in  ihnen  vorkommenden  Strecken  in  vielfach  ver- 
schiedener Weise  als  trigonometrische  Funktionen  der  sphärischen 
Dreiecksstücke  gedeutet  werden  können.  Doch  ist  die  Ausdrucks- 
weise derselben  teilweise  so  schwerfällig,  dafs  sie  vollständig  un- 
brauchbar würden,  wenn  nicht  eine  tabellarische  Zusammenstellung 
mit  abkürzender  Schreibweise  gegeben  wäre ').  Nehmen  wir  als 
Beispiel  etwa  eine  aus  der  ersten  Ähnlichkeit  folgende  Proportion, 
so  wird  die  ihr  entsprechende  Analogie  in  der  Tabelle  folgender- 
mafsen  geschrieben: 

OZVZ\AGFG\i)BbB\pACpBOC-) 

d.h.      OZ:VZ=AG:FG,     oder     sinB  :  coaB  =  sin  AC :  FG; 

FG    ist,    wie    die  Tabelle  zeigt,    aus    ABOC  auszudrücken,    d.  g. 

i^(;=0(?sinJBt'=cos^(7sin£(7:  also  folgt  tgB  =  ^^^  =  ^, 

'  o      o  smBC       sin  a ' 

welches  die  bekannte  zweite  Fundamentalgleichung  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  ist. 

Natürlich  finden  sich  in  dieser  Weise  alle  6  Hauptgleichungen') 
unter  jenen  40  Analogien,  und  es  ist  nur  zu  bedauern,  dafs  Rbaeti- 
cus  es  nicht  verstanden  hat,  die  Anzahl  derselben  auf  die  allein 
nötigen  zu  reduzieren.  Der  Zweck  des  zweiten  Buches  ist  es,  zu 
zeigen,  wie  man  die  drei  Serien  des  Kanons  mit  den  40  Theoremen 
in  Verbindung  zu  bringen  hat,  um  die  6  Fundamentalaufgaben  zu 
lösen.  Dabei  wird  aber  eine  geradezu  unbegreifliche  Langatmigkeit 
und  Unübersichtlichkeit  entwickelt,  die  das  Werk  für  die  Zeitgenossen 
fast  unbenutzbar  machte;  so  sind  z.  B.  der  Lösung  der  einen  Auf- 
gabe, aus  Hypotenuse  und  einem  spitzen  Winkel  die  übrigen  Stücke 
zu  berechnen,  66  Folioseiten  gewidmet.  Hätte  Rhaeticus,  anstatt 
alle  überhaupt  möglichen  Lösungen  einer  jeden  Aufgabe  in  der  denk- 
bar schwerfälligsten  Bezeichnungsweise  aufzuführen  und  alle  einzelnen 
Spezialfälle  eigens  durchzubehandeln ,  die  Anwendung  seiner  Theoreme 


1)  A.  a.  0.  p.  20  —  21.  —  2)  p  heifst  perpendiculum  =  sin;  ö  basis  ^  cos. 
—  3)  So  enthält  z.  B.  das  Theorem  III,  p.  20  die  von  Vieta  zuerst  ver- 
öffentlichte, wenn  auch  wahrscheinlich  von  Rhaeticus  schon  viel  früher 
gefundene  6.  Relation    cos  c  =^  ctg  A  ■  ctg  B. 
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in  kurzen  und  präzisen  Worten  angegeben,  so  würde  er  den  Haupt- 
inhalt des  zweiten  Buches  auf  einige  Seiten  gebracht  haben,  seine 
Methode  wäre  verstanden  worden  und  hätte  eine  Zukunft  gehabt! 

Das  dritte  Buch  behandelt  mit  derselben  Gründlichkeit  die  ver- 
schiedenen möglichen  Dreiecksformen  auf  der  Kugelfläche  und  unter- 
scheidet 16  Fälle,  die  aus  4  Figuren  entstehen  und  in  einer  Tabelle 
zusammengestellt  werden*)-  Die  Einteilungsprinzipien  sind  drei:  nach 
Seiten,  nach  Winkeln  und  nach  Seiten  und  Winkeln.  6  Typen 
treffen  auf  die  Dreiecke  mit  einem  rechten  Winkel,  die  10  übrigen 
entsprechen  schief  winkeligen  Dreiecken.  Seit  Nasir- Eddin  war 
dies  wieder  die  erste  systematische  Aufstellung  der  verschiedenen 
Dreiecksformen.  Eine  solche  war  aber  trotz  ihrer  Umständlichkeit 
damals  thatsächlich  noch  sehr  nötig,  da  man  ja  die  Werte  trigono- 
metrischer Funktionen  für  Winkel,  die  einen  rechten  überschritten, 
analytisch  noch  nicht  bestimmen  konnte,  die  Regeln  also  für  jede 
Dreiecksform  wieder  eigens  geometrisch  ableiten  mufste.  Aus  dieser 
Tabelle  der  16  Dreiecksformen  ist  dann  eine  weitere  von  129  „Acqui- 
sita"  abgeleitet,  in  welcher  bestimmt  wird,  was  sich  in  einem  solchen 
Dreieck  über  die  W^inkel  und  Seiten  aus  der  Angabe  direkt  aussagen 
läfst").  Dieselbe  dient  zur  Behandlung  der  mehrdeutigen  Fälle, 
die  hier  zum  ei'stenmale  in  ihrer  ganzen  Vollständigkeit  betrachtet 
werden. 

Hiermit  waren  nun  die  Mittel  geboten,  um  im  4.  Buche,  ähnlich 
wie  im  zweiten,  die  Regeln  zur  Berechnung  aller  dieser  verschiedenen 
Dreiecke  zu  geben.  Rhaeticus  selbst  aber  behandelte  nur  mehr 
die  6  Typen  der  rechtwinkligen  Dreiecke,  während  die  10  übrigen 
von  L.  V.  Otho  in  weiteren  5  Büchern^)  ganz  im  Sinne  seines 
Lehrers  durchgeführt  sind.  Das  erste  Buch  bespricht  die  10  Formen 
der  möglichen  Dreiecke,  und  die  übrigen  vier  Bücher  sind  der  Be- 
handlung je  einer  der  folgenden  vier  Grundaufgaben  gewidmet: 
1)  Gegeben  zwei  Seiten  und  ein  Winkel  (II.  Buch);  2)  Gegeben  eine 
Seite  und  zwei  Winkel  (HI.  Buch);  3)  Gegeben  alle  Seiten  (IV.  Buch); 
4)  Gegeben  alle  Winkel  (V.  Buch). 

Von  diesen  Aufgaben  wird  eine  Reihe  von  Lösungen  augeführt 
die  sich  nach  zwei  Gesichtspunkten  gliedern :  Zerspaltung  des  schief- 
winkligen Dreiecks  in  zwei  rechtwinklige  mit  Anwendung  der  Methode 
des  Rhaeticus  auf  diese  und  direkte  Auflösung  der  allgemeinen  Drei- 


1)  A.  a.  0.  112.  —  2)  Z.  B.  Wenn  in  einem  Kugeldreieck  ein  rechter  und 
ein  spitzer  Winkel  sind,  so  liegt  dem  letzteren  eine  Seite  <  90»  gegenüber, 
das  Übrige  bleibt  unbestimmt. —  3)  Die  eigene  Überschrift  lautet:  „De  triangulis 
globi  sine  angulo  recto  libri  quinque." 
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ecke  durch  Bilduug  der  Neiguiigsdreiecke  (ebener  „Triquetra")  einzelner 
Winkel.  Diese  letztere  Methode  ist  nur  eine  Anwendung  der  Methode 
des  Copperiiicus  auf  alle  speziellen  Fälle,  wobei  es  Otho  jedoch 
versäumt,  allgemein  giltige  Sätze  (mit  Ausnahme  des  Sinussatzesj 
aus  ihr  herzuleiten,  die  dann  ein  für  allemal  auf  die  Einzeiprobleme 
anwendbar  gewesen  wären.  Hierdurch  wird  die  ganze  Darstellung 
wieder  enorm  weitläufig  (die  fünf  Bücher  umfassen  341  Folioseiten!) 
und  unübersichtlich  und  steht  weit  hinter  der  seit  1593  bekannten 
Behandlungsweise  Vieta's  zurück.  Interessant  daran  ist  die  be- 
ständige Verwendung  aller  trigonometrischer  Funktionen,  die  nur 
dadurch  erschwert  wurde,  dafs  nur  zwei,  der  Sinus  und  der  Cosinus, 
eigene  Bezeiciinungen  führten;  auch  mufste  der  Umstand  bei  ihrer 
Benützung  hinderlich  sein,  dafs  man  jedesmal  wieder  gezwungen  war, 
die  Figuren  neu  zu  zeichnen,  oder  sich  an  äufserst  komplizierte  und 
unübersichtliche  Vorschriften  zu  halten'). 

Die    erwähnte    Methode    der   Zerspaltung    des    zu    berechnenden 
Dreiecks    in   zwei   rechtwinklige   bietet    nichts   Neues;    dagegen   mufs 

1)  Ein  Beispiel  wird  die  Methode  deutlich  machen.  Ist  in  (Fig.  h)  O  der  Kugel- 
mittelpunkt, sind  in  Dreieck  ABC,  -^Ä,  h  und  c  gegeben,  und  soll  <Z  C  ge- 
funden werden,  so  bildet  Otho  den  Neigungswinkel  Bck  von  <j:;  C  und  den 
Neigungswinkel  B  d  k  von 
<^  Ä  und  geht  darauf  aus, 
cos  a  zu  finden.  Dieser  ist 
für  OB  =  sin.  tot.  =  10'" 
durch  die  Strecke  Oc  dar- 
gestellt, die  sich  aus  Og-\-gc 
zusammensetzt.  Og  wird  aus 
dem  bei  d  rechtwinkligen 
A  Ogd  bestimmt,  wozu  die 
Kenntnis  von  dO  notwendig 
ist,  das  man  mittelst  der 
ersten  Serie  des  Kanons  aus 
AB  Od  gewinnt,  da  <iZBOÄ 
=  c  bekannt  ist.  Da  aber 
<^  4  ü  C  ^  ft  gegeben  ist, 
so  findet  man  für  Od  =  10'"  aus  der  2.  Serie  des  Kanons  Og  in  Teilen  von  Od 
und  hieraus  auch  in  Teilen  von  OBiOg  =  OB  ■  cosc  ■  sec  6)  und  daneben  gd 
in  Teilen  des  Kugelradius  (gd  =  Od  i^h  =  OB  ■  cosc  ■  igb).  Dieser  Wert  ist 
notwendig  zur  Berechnung  von  gc,  das  aus  dem  bei  c  rechtwinkligen  A  gkc 
bestimmt  wird.  Nun  ist  aber  gk  =  kd  —  gd,  kd  kennt  man  aus  A  Bkd,  indem 
man  £rf=10"'  nimmt  und  bemerkt,  dafs  <^Bdk=  <Z-^  ist  {kd  =  Bd  cos  A 
=  B  0  sva.  c  ■  cos  A).  Da  ferner  -^kgc  =  90°  —  6  ist,  so  ist  gc  zunächst 
mittelst  der  1.  Serie  in  Teilen  von  kg  und  dann  durch  Umrechnung  in  Teüen 
von  OB  bekannt  {cg  =  kg  sin  6  =  OB  (sine  ■  cos  A  —  cos  c  ■  tg&)  sin  b).  Fügt 
mau  diese  einzelnen  Stücke  in  eine  Schlufsformel  zusammen,  so  erhält  man 
natürlich  den  Cosinussatz. 


Fig.  h. 
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bemerkt  werden,  dafs  Otho  auch  einzelne  seiner  Aufgaben  mit  jenen 
Regeln  löste,  die  sich  aus  der  Projektiousmethode  des  Analemma  er- 
gaben, ohne  jedoch  irgendwo  ihre  Herkunft  anzudeuten.  Es  waren 
ihm  dieselben  jedenfalls  aus  der  zeitgenössischen  Litteratur  bekannt 
und  er  glaubte  sie  vielleicht  deshalb  nicht  weiter  begründen  zu 
müssen. 

Fassen  wir  unser  Urteil  über  Rhaeticus'  und  Otho's  Leistungen, 
die  als  ein  zusammengehöriges  Ganzes  zu  betrachten  sind,  kurz  zu- 
sammen, so  können  wir  sagen:  durch  die  erstaunliche  Arbeitskraft 
und  Ausdauer  dieser  beiden  Männer  wurde  ein  umfassendes  und 
wirklich  brauchbares  Tabellenwerk  geschaiFen,  das  die  Benützung 
aller  6  trigonometrischen  Funktionen  ermöglichte,  ein  Werk,  wie 
man  es  bisher  nicht  hatte,  und  das  das  Fundament  für  alle  folgenden 
Tafeln  ähnlicher  Art  wurde,  bei  deren  Herstellung  man  nur  allmählich 
die  Fehler  und  Ungenauigkeiten  zu  vermeiden  brauchte,  die  dem  hoch- 
verdienstlichen Erstlingswerke  naturgemäfs  anhafteten.  Ähnlich  wurde 
die  wahrscheinlich  von  Coppernicus  ersonnene,  von  Rhaeticus 
und  Otho  ausgearbeitete  stereometrische  Methode  zur  Gewinnung 
der  sphäi-isch-trigonometrischen  Sätze  die  Basis,  auf  welcher  bis 
heute  die  Trigonometrie  der  Kugel  aufgebaut  wird.  Ein  drittes 
Verdienst  der  beiden  Männer  liegt  in  der  systematischen  Behandlung 
der  sämtlichen  möglichen  Fälle  und  der  damit  zusammenhängenden 
mehrdeutigen  Lösungen,  eine  Behandlung,  die  so  erschöpfend  ist, 
dafs  Otho  am  Schlüsse  seines  5.  Buches  mit  Recht  sagen  konnte, 
„er  getraue  sich  zu  behaupten,  dafs  kaum  irgend  ein  Problem  oder 
gar  ein  Dreiecksfall  gefunden  werden  könne,  dessen  Lösung  das  Werk 
nicht  leiste.''  M 

Diese  grofsen  Vorzüge  hätten  das  Buch  zu  einem  Markstein  in 
der  Geschichte  der  Trigonometrie  gemacht,  wenn  denselben  nicht 
die  unglaubliche  Weitläufigkeit  und  Unübersichtlichkeit  und  in  zweiter 
Linie  die  dadurch  bedingte  Unhandlichkeit  der  Form  so  sehr  er- 
schwerend gegenübergestanden  wären.  So  aber  trat  bald  das  Be- 
dürfnis auf,  den  umfangreichen  Folianten  durch  Bücher  zu  ersetzen, 
die  in  konziser  Darstellung  und  unter  Verwendung  der  schon  von 
Vieta  gegebenen  Lehrsätze  Anleitung  zur  Lösung  der  trigonometri- 
schen Fundamentalaufgaben  boten. 

§  9.     Bartholomaeus  Pitiscus. 

Unmittelbar  an  die  Schriften  des  Rhaeticus  und  Otho,  die  im 
Opus    Palatinum    zum   erstenmale    in    ihrer    vollen    Ausdehnung   zur 

1)  A.  a.  0.  341. 
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Kenntnis  der  Gelehrten  kamen,  schliefsen  sich  die  Arbeiten  eines 
Mannes  an,  dessen  Verdienste  um  die  Ausbreitung  trigonometrischer 
Kenntnisse  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden  können.  Es  ist 
dies  Bartholomaeus  Pitiscus.  Geboren  zu  Schlaun  unweit  Grün- 
berg in  Schlesien  im  Jahre  15G1,  war  er  zuerst  Hofkaplan  in  Breslau, 
kam  dann  nach  Heidelberg  und  wurde  Lehrer  des  Kurfürsten  Fried- 
rich IV.  von  der  Pfalz  und  Oberhofprediger;  er  starb  1G13.  Ob- 
wohl er  auch  auf  theologischem  Gebiete  viel  gearbeitet  hat,  so  lag 
doch  seine  eigentliche  Begabung  auf  mathematischem,  und  fesselte 
ihn  besonders  die  Trigonometrie.  Nach  zwei  Richtungen  hin  sind 
seine  Leistungen  in  diesem  Gebiete  bedeutend:  einmal  verbesserte 
er  die  Tafeln  des  Rhaeticus  so  einschneidend,  dafs  sie  an  Ge- 
nauigkeit nichts  mehr  zu  wünschen  übrig  liefsen,  und  dann  verfafste 
er  ein  vorzügliches  systematisches  Lehrbuch  der  Trigonometrie, 
welches  sich  der  sechs  Funktionen  bediente.  Wir  wollen  diese  doppelte 
Thiitigkeit  etwas  näher  in's  Auge  fassen. 

In  der  Vorrede  zu  seinem  „Thesaurus  mathematicus".  Franco- 
furti  1613  in  fol.  sagt  er,  er  sei  von  seinem  Herrn,  Friedrich  IV., 
aufgefordert  worden,  den  Kanon  des  Opus  Palatinum,  bei  dem  sich 
verschiedene  Unrichtigkeiten,  namentlich  in  den  Tangenten  und  Se- 
kanten des  ersten  und  letzten  Grades  und  deren  Komplemeutär- 
funktionen  gezeigt  hatten'),  zu  verbessern.  Hierzu  hatte  er  aber 
Sinusse  nötig,  die  für  einen  gröfseren  Radius  als  10'°  berechnet 
waren,  und  da  er  vermutete,  dafs  im  Nachlasse  des  Rhaeticus  sich 
solche  finden  würden,  so  suchte  er  Einblick  in  denselben  zu  ge- 
winnen, was  ihm  auch  gelang,  als  dieser  Nachlafs  nach  des  Otho 
Tode  in  die  Hände  Christmann's  übergegangen  war.  Darin  fand 
er  thatsächlich,  was  er  suchte,  denn  derselbe  enthielt  noch  vier  un- 
gedruckte Tabellenwerke  des  Rhaeticus:  1)  einen  Kanon  der  Sinusse 
von  10  zu  10  Sekunden  mit  ersten,  zweiten  und  dritten  Differenzen 
für  r  =  10'^  berechnet,  2)  für  denselben  Halbmesser  die  Sinusse 
aller  Sekunden  des  ersten  und  letzten  Grades  mit  Angabe  der  ersten 
und  zweiten  Differenzen,  3)  einen  angefangenen  Kanon  der  Tangenten 
und  Sekanten  von  10  zu  10  Sekunden  mit  ersten  und  zweiten  Unter- 
schieden für  r  =  10'^,    4)  den  ganzen  Kanon   der  6  Funktionen  für 


1)  Die  Zahlen  des  Opus  Palatinum  sind  in  neuerer  Zeit  von  A.  Gernerth, 
Zeitschrift  für  die  Österreich.  Gymnasien  14.  Jahrg.  1863,  genau  untersucht 
worden.  Derselbe  gibt  an,  dafs  er  im  Hauptkanon  unter  97200  Tabulargröfsen 
465  Fehler  gefunden  habe,  die  nicht  in  dem  beigegebenen  Pehlerverzeichnis 
stehen;  aufserdem  fand  er  noch  130  Fehler  in  den  Differenzen,  Die  letzte  Ab- 
teilung des  Werkes:  1 
ganz  unbrauchbar  sein. 
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den  nämlichen  Radius  von  Minute  zu  Minute.  Aber  auch  diese,  einst 
mit  so  unsäglicher  Mühe  berechneten  Tabellen  waren  zur  Verbesserung 
des  Opus  Palatinum  nicht  völlig  ausreichend  —  Pitiscus  hatte  dazu 
die  Sinusse  der  ersten  Minuten  auf  sehr  viel  mehr  Stellen  nötig  und 
unterzog  sich  daher  der  Mühe,  alle  bis  zum  7.  Grad  auf  20  bis  25 
Dezimalstellen  zu  berechnen,  eine  Arbeit,  die  er  in  erstaunlich  kurzer 
Zeit  zustande  brachte.  Die  Korrekturen  dieser  6  ersten  Grade  liefs 
er  unter  dem  Titel:  „G.  J.  Rhaetici  magnus  Canon  doctrinae  triangu- 
lorum  ad  decades  secundorum  scrupulorum  et  ad  partes  10000000000, 
recens  emendatus  a  B.  Pitisco"  eigens  drucken;  doch  sind  diese  Blätter 
äufserst  selten').  Vom  siebenten  Grade  an  war  eine  Korrektur  der 
im  Opus  Palatinum,  wie  im  Nachlasse  des  Rhaeticus  enthaltenen 
Tafeln  nicht  mehr  nötig,  und  so  war  er  denn  in  den  Stand  gesetzt, 
den  ganzen  Kanon  der  Sinusse,  den  Rhaeticus  auf  15  Dezimalen 
berechnet  hatte,  nach  Anbringung  seiner  Korrekturen  und  mit  Angabe 
der  ersten  und  zweiten  Differenzen  zu  veröffentlichen. 

Die  Methoden,  deren  sich  Pitiscus  zu  seinen  Rechnungen  be- 
diente, sind  in  seinem  Lehrbuche  der  Trigonometrie  lib.  II  aus- 
einandergesetzt, bieten  aber  nur  insoferne  besonderes  Interesse,  als 
sie  das  von  Bürgi  herstammende  Verfahren  zur  Lösung  der  Drei- 
und  Fünfteilimgsgleichungen  enthalten,  das  wir  schon  bei  den  Arabern 
fanden.  Aufserdem  zeigen  sie,  dafs  Pitiscus  die  damals  vorhandene 
Litteratur  vollständig  beherrschte,  indem  er  sich  keine  die  Rechnung 
erleichternde  Formel  entgehen  liefs.  So  hat  denn  sein  „Thesaurus" 
folgende  Einrichtung  bekommen.  Er  enthält  aus  dem  Nachlasse  des 
Rhaeticus:  I)  den  Kanon  der  Sinusse  von  10  zu  10  Sekunden; 
ein  Grad  umfafst  6  Folioseiten,  indem  auf  jeder  Seite  die  Sinusse 
von  10  Minuten  stehen.  Die  Seiten  sind  halbbrüchig  geteilt,  links 
stehen  die  Sinusse,  rechts  die  Cosinusse,  die  Tafel  läuft  bis  45°  vor- 
wärts und  zurück,  II)  eine  Tabelle  der  Sinusse  des  ersten  und 
letzten  Grades  durch  alle  Sekunden  und  mit  Angabe  der  ersten  und 
zweiten  Differenzen;  auf  jeder  Seite  stehen  die  Sinusse  und  Cosinusse 
von  60  Sekunden.  Selbst  berechnet  sind  III)  die  Principia  sinuum 
für  r  =  10"^,  es  sind  dies  die  Sinusse  der  Winkel  von  60°,  30°,  10°, 
2°,  1°;  20',  10',  2',  1';  20",  10",  2",  und  die  Sinusse  der  Hälften 
derselben.  Ferner  enthält  der  The.saurus  noch  V)  die  Sinusse  von 
10",  .30",  50";  riO",  1'30"  u.  s.  w.  bis  35',  sowie  die  ihrer  Komple- 
mente auf  22  Dezimalen,  damit  man  sie  auf  20  sicher  habe  und 
dieser  Tabelle  sind  die  Differenzen  bis  zur  5.  incl.  zur  Prüfung  bei- 
gegeben. 


1)   Vgl.  hierüber  Prony  in  Mümoires  de  Tlnstitut.    t.  V. 
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Was  die  Zuverlässigkeit  der  berechneten  Zahlen  anlangt,  so  hat 
A.  Gernerth  a.  a.  0.  nachgewiesen,  dafs  noch  immer  im  Haupt- 
kanon unter  ;524()U  'iabulargrJU'sen  1 10  felilerhaCte  sind  'j;  aber  dennoch 
besitzen  wir  kein  späteres  Werk,  das  in  solchen  Dimensionen,  wie 
das  vorliegende  angelegt,  dasselbe  an  Genauigkeit  übertreffen  würde, 
sondern  es  ist  für  alle  Zukunft  die  zuverlässigste  Quelle  zur  Be- 
rechnung ähnlicher  Tafeln  geblieben.  Dies  hat  Pitiscus  auch  voraus- 
gesehen, denn  er  sagt  in  seiner  Vorrede,  sein  Thesaurus  möge  dazu 
dienen,  die  verschiedenen  Canones  zu  korrigieren,  indem  die  berech- 
neten Diflerenzen  es  ermöglichten,  sofort  einen  zweifelhaften  Sinus 
zu  prüfen  und  den  Fehler  zu  ergeben,  was  so  wichtig  sei,  dafs  er 
lieber  Geld  und  Gut,  als  diesen  Kanon  entbehren  wollte,  wenn  er 
Mathematiker  von  Profession  wäre. 

Weniger  wissenschaftlich,  als  didaktisch  Hervorragendes  leistete 
Pitiscus  in  seinem  schon  oft  erwähnten  Lehrbuche  der  Trigono- 
metrie. Zuerst  liefs  er  1595  einen  Abrifs  der  sphärischen  Trigono- 
metrie als  Anhang  zu  der  von  seinem  Landsmanne  und  Freunde  Scul- 
tetus  herausgegebenen  sphärischen  Astronomie  erscheinen-).  Diesen 
Abrifs  erweiterte  er  nach  dem  Erscheinen  des  Opus  Palatinum  zu 
einem  umfassenden  Lehrbuch  der  gesamten  Trigonometrie,  das  1599 
in  Frankfurt,  1600  zu  Augsburg  erschien  und  1608  und  1612  ver- 
bessert und  erweitert  in  Frankfurt  abermals  aufgelegt  wurde  ^).  Wie 
rasch  das  Buch  Verbreitung  fand,  wie  sehr  es  also  einem  wirklichen 
Bedürfnisse  entgegen  kam,  beweist,  dafs  schon  1600  eine  englische 
Übersetzung  desselben  in  London  erschien*).  Auch  die  Bezeichnung 
Trigonometrie,  die  schon  in  der  Vorrede  zu  der  Schrift  von  1595 
auftritt,  scheint  von  Pitiscus  zu  stammen,  wenigstens  läfst  sie  sich 
nicht  früher  nachweisen. 

Wir  heben  aus  dem  reichen  Inhalt  des  Werkes  nur  die  wich- 
tigsten Dinge  heraus,  indem  wir  uns  im  allgemeinen  au  die  späteren 
Auflagen,  die  wesentlich  verbessert  sind,  halten.  Im  ersten  Buche, 
welches    die  Vorbereitungen    umschliefst,    interessiert    uns    nur    der 


1)  Von  diesen  110  Fehlern  hat  schon  Vega  in  seinen  logarithmisch  trigo- 
nometrischen Tafeln  und  Formeln  von  178.3,  '22  verbessert,  die  übrigen  88  ver- 
bessert Gernerth  a.  a.  0.  420  —  428.  Über  die  Zuverlässigkeit  der  Zahlen  des 
Thesaurus  vgl.  auch  noch  Delambre,  Histoire  de  1' Astronomie  moderne  II. 
25  —  28. —  2)  Abrahami  Sculteti  Grünbergeusis  Silesii  sphaericorum  libri  tres  etc. 
Accessit,  de  resolutione  Triangulorum  tractatus  brevis  et  perspicuus  B.  Pitisci 
Grünbergensis.  Heidelbergae  lö'Jo.  —  Graesse,  Tresor  des  libres  rares  gibt 
unter  Pitiscus  an:  Trigonometriae  libri  V  de  dimensione  triangulorum,  Heidelb. 
1595  in  8°  und  Francof.  1599  in  4".  —  3)  Die  drei  letzten  Auflagen  sind  auf 
der  Münchener  Hof-  und  Staatsbibliothek  voi-handen  und  lagen  uns  zum  Ver- 
gleiche vor.  —  4)  Eine  weitere  ei'schien  daselbst  1G14  von  Ralphe  Hundson. 
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Satz  51*).  Wie  wir  S.  182  sahen,  hatte  Vieta  in  seiner  Enallage 
nksvQoyavixt]  eine  Methode  entwickelt,  um  durch  Übergang  zum 
Supplementardreieck  oder  einem  der  Nebendreiecke  desselben  die 
Polarformeln  zu  erhalten;  Pitiscus  aber  gebührt  das  Verdienst,  die 
schwerverständliche  Darstellung  von  Vieta' s  Methode  in  der  Haupt- 
sache richtig  aufgefafst  und  in  jenem  Satze  die  Konstruktion 
eines  solchen  reziproken  Nebendreiecks  zum  Supplementar- 
dreieck zuerst  gezeigt  zu  haben.  AÄBC  ist  das  gegebene  Dreieck, 
-^  B  der  gröfste  Winkel.  Man  beschreibt  Fig.  52  um  Ä,  B,  C  als 
Pole  die  gröfsteu  Kreisbögen  EDLK,  GLFO  und  JUKM.  Diese 
bilden  unter  anderen  das  A  Ulf .E^, welches  gestattet  „die  Seiten  eines 
sphärischen  Dreiecks  mit  seinen  Winkeln  und  umgekehrt  zu  ver- 
tauschen, wenn  man  statt  der  gröfsten  Seite  und  des  gröfsteu  Winkels 

ihre  Ergänzungen  zum  Halb- 
kreise  nimmt".  Man  zeigt 
nämlich  leicht,  dafs 
arc.  KL  =^A^  arc.  LM  = 
180»— ^B,  urcKM^^C; 
^L==a.rc.AB,  -^31=3.^^0 
und  180"— ^^=  arc.  ^C  ist. 
Das  zweite  Buch,  in  welchem 
er  die  geometrische  Definition 
von  Sinus,  Tangens,  Secans 
und  Sinus  versus  am  Kreise 
gibt  (eigene  Namen  für  die 
Komplemeutärfuuktioueu  be- 
nützt er  nicht),  ist  dazu  be- 
stimmt, die  Methoden  zur  Kon- 
struktion des  dem  Werke  angehängten  Kanons  zu  entwickeln  und 
bedient  sich,  wie  schon  früher  erwähnt,  hierzu  der  algebraischen 
Methoden  Vieta's-j  und  Bürgi's.  Aufserdem  enthält  es  die  nötigen 
goniometrischen  Formeln.  Im  dritten  Buche  folgt  die  eigentliche 
Trigonometrie,  die  mit  der  Definition  der  Funktionen  im  Sinne  des 
Rhaeticus  (I.  Axiom)  eingeleitet  wird'^j;  drei  weitere  Axiome  um- 
fassen den  Sinussatz,  Tangenten-  und  Cosinussatz  der  Ebene,  letzteren 
noch  in  zwei  Analogien  ausgesprochen.  Daran  schliefsen  sich  die 
Anwendungen  dieser   Sätze  auf  die  verschiedenen   Dreiecksfälle,    die 


Fig.  53. 


1)  Aufl.  v.  1612.  p.  23  —  24;  Aufl.  v.  1600.  p.  27  —  28.  —  2)  Vieta's 
Canon  mathematicus  zitiert  Pitiscus  in  Satz  XX.  —  3)  Gerhardt  gibt  in 
seiner  Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland,  94  an,  Pitiscus  defiuiere 
sie  als  Verhältnisse;  seine  Definition  ist  aber  genau  die  des  Rhaeticus. 
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durch  zahlreiche  numerisclie  Beispiele  erläutert  werden.  Bei  Be- 
handlung der  sphilrischen  Dreiecke  im  4.  Buche  werden  wieder 
4  Axiome  vorausgeschickt,  zwei  für  die  rechtwinkligen  und  zwei  für 
die  übrigen  Dreiecke.  Das  erste  ist  die  Kegel  der  vier  Gröl'sen,  das 
zweite  der  Tangentensatz  des  Abü'l  Wafä,  das  dritte  der  Sinussatz 
für  beliebige  Dreiecke  und  das  vierte  der  Cosiuussatz  für  die  Seiten 
in  der  prosthaphäretischeu  Form.  Geometrische  Beweise  verifizieren 
diese  Sätze  und  zahlreiclie  numerische  Beispiele  zeigen  ihre  Anwendung. 
Auch  wird  dargethan,  wie  man  durch  Umformung  des  4.  Axioms 
mittelst  des  reziproken  Dreiecks  die  Aufgabe  lösen  kann,  aus  zwei 
Winkeln  und  der  zwischenliegeuden  Seite  die  übrigen  Stücke  zu 
berechnen.  Es  scheint  dies  die  erste  Stelle  zu  sein,  an  welcher  der 
Cosiuussatz  für  die  Winkel  wirklich  bewiesen  ist'). 

Das  5.  Buch  bildet  gewissermafsen  einen  Anhang  praktischer 
Regeln  zur  Dreiecksbereclumng,  indem  es  in  erster  Linie  die  prostha- 
phäretische  Methode  auseinandersetzt  und  die  Regula  falsi  detailliert 
erläutert.  Daran  schliefst  sich  dann  ein  „Canon  triangulorum  emen- 
datissimus"  an,  der  die  Funktionen  Sinus,  Tangens  und  Secaus  mit 
ihren  komplementären  gibt").  Derselbe  ist  sorgfältig  berechnet  und 
dadurch  für  den  Gebrauch  praktischer  als  jeuer  des  Rhaeticus,  dafs 
er  die  Bezeichnungen  Sinus,  Tangens,  Secaus  als  Überschriften  der 
Spalten  führt,  und  dafs  in  den  Dezimalbrüchen  die  Ganzen  durch 
einen  l'unkt  abgetrennt  sind. 

Dem  Lehrbuche  sind  ferner  11  Bücher^)  über  Anwendungen 
der  Trigonometrie  auf  Geodäsie,  Höhenmessung,  Architektur,  Geo- 
graphie, Gnomonik  und  Astronomie  beigegeben,  die  zeigen,  wie  hoch 
man  damals  den  Wert  trigonometrischer  Rechnungen  bereits  zu 
schätzen  wufste. 

Das  Lehrbuch  des  Pitiscus  gehört  unzweifelhaft  zu  den  besten, 
die  jemals  über  Trigonometrie  geschrieben  wurden.  Es  zeichnet  sich 
durch  eine  klare  Sprache,  präzise  Fassung  der  Sätze,  durchsichtige 
Anordnung  des  Stoffes  und  durch  handliche  Form  aus.  Die  sorg- 
fältig gerechneten  Beispiele  und  der  namentlich  in  den  letzten  beiden 


1)  Aufl.  V.  1600,  p.  107;  V.  1608,  p.  131;  v.  1612,  p.  145.  —  2)  In  der 
Aufl.  V.  1600  sind  diese  Funktionen  von  Minute  zu  Minute,  in  den  beiden 
späteren  Auflagen  in  der  ersten  und  letzten  Minute  des  Quadranten  für  alle 
Sekunden  und  für  r  ^  10'-,  für  die  nächsten  9  Minuten  von  2  zu  2  Sekunden 
und  für  r  =  10'"  und  dann  für  den  Rest  von  10  zu  10  Sekunden  berechnet. 
In  den  übrigen  Graden  läuft  der  Kanon  von  Minute  zu  Minute  mit  Angabe  der 
ersten  Differenzen  pro  10"  und  für  den  Radius  10^  bis  10'-,  je  nach  Bedürfnis. 
—  3)  In  der  Auflage  von  ICOO  fehlt  das  Buch  mit  den  Anwendungen  auf 
Architektur. 
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Auflagen  mit  grofser  Genauigkeit  verfafste  Kanon  erhöhten  noch 
seine  Brauchbarkeit.  Es  darf  daher  kein  Wunder  nehmen,  dafs  dieses 
Werk  auf  lange  Zeit  hinaus  die  Quelle  für  alle  Schriften  ähnlicher 
Art  wurde  und  vielen  Vorlesungen  zur  Grundlage  diente,  die  damals 
an  deutschen  Hochschulen  gehalten  wurden^). 

§  10.     Fortschritte  der  Trigonometrie  in  den  Niederlanden. 

Bei  der  Ausbildung  trigonometrischen  Wissens  war  noch  immer 
die  Astronomie  das  treibende  Element  gewesen,  und  namentlich  fand 
das  in  der  Schaffung  der  grofsen  Tabelleuwerke  sich  zeigende  Be- 
streben, die  Exaktheit  der  Rechnung  zu  erhöhen,  seine  Begründung 
hauptsächlich  darin,  dafs  die  Astronomen  seit  dem  Auftreten  Tycho's 
und  des  Landgi-afen  Wilhelm  ihre  Beobachtungen  mit  gesteigerter 
Scliärfe  zu  machen  verstanden.  Doch  hatten  sich  in  den  letzten  Jahr- 
zehnten namentlich  auch  die  Methoden  der  Feldmessung  soweit  ver- 
feinert, dafs  auch  die  Geodäten  der  trigonometrischen  Tabellen  und 
Lehrbücher  nicht  mehr  entbehren  konnten.  Diesem  Umstände  ver- 
dankt manche  praktisch  verwendbare  Tafel  der  trigonometrischen 
Linien,  manche  Sammlung  einschlägiger  Lehrsätze  ihre  Entstehung. 

Unter  den  Niederläudern  hatte  der  bekannte  Ludolph  van 
Ceulen  in  seinem  berühmten  Buche  „Van  den  Cirkel"  1596  „Tafeln 
voor  de  Land-meters"  herausgegeben,  die  für  den  Radius  10'  be- 
rechnet waren  und  die  Zahlen  für  die  Sinusse,  Tangenten  und  Se- 
kanten^) von  Minute  zu  Minute  ablesen  liefsen.  An  sie  schlössen 
sich  dann  die  wichtigsten  geodätischen  Aufgaben  an,  wie  sie  später 
Pitiscus  in  seinem  Lehrbuche  in  noch  gröfsereV  Vollständigkeit 
brachte.  Aber  auch  rein  theoretische  Fragen  interessierten  Ludolph: 
so  gab  er  in  seinen  „Fundamenta  arithmetica  et  geometrica"  Lugd. 
Bat.  1615  aufser  algebraischen  auch  trigouometi'ische  Lösungen  geo- 
metrischer Aufgaben,  ähnlich  wie  schon  Regiomontan  gethan  hatte. 

Wie  Ludolph,  so  hat  auch  der  namentlich  in  der  Geschichte 
der  Mechanik  wohlbekannte  Simon  Stevin  (1548  — 1620)^)  Tabellen 
publiziert  und  eine  sehr  handliche  Abhandlung  über  Trigonometrie 
geschrieben,  die  auch  von  historischem  Standpunkte  Interesse  ver- 
dient.    Die    „Wiskonstige    Gedachtenissen"*),    die    1608    erschienen 


1)  So  findet  sich  z.  B.  in  der  Dresdener  kgl.  Bibliothek  noch  eine  Vor- 
lesung Jöstel's  mit  dem  Titel:  Lectiones  in  trigonometriam  (Bartholomaei) 
Pitisci.  Wittenbergae  1597.  C.  2.  —  Vgl.  auch  ebenda  C.  4.  —  2)  Die  Tangenten 
heifsen  hier  Tangentes  oder  Perpendikel,  die  Sekanten  auch  Snijder.  —  S)  Vgl. 
über  ihn  Quetelet,  Histoire  de  science  mathematique  chez  les  Beiges.  Bruxelles 
1864.   144  — 146.  —   4)  Da   die  niederländischen  Originaldrucke  von  fast  unauf- 
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und  von  welchen  Willebrord  Snellius  im  selben  Jahre  eine  treue 
lateinische  Ubersetziuif^  unter  dem  Titel  „Hypomnemata  luathematica" 
publizierte,  waren  aus  Vorlesungen  hervorgegangen,  die  8tevin 
seinem  Schüler,  dem  Prinzen  Moritz  von  Nassau,  gebalten  hatte. 
Sie  umfassen  alle  Zweige  der  damals  gepflegten  mathematischen 
Disziplinen  und  ihre  Anwendungen  und  beginnen  im  ersten  Teile 
mit  einer  Lehre  von  den  Dreiecken,  d.  h.  einer  vollständigen  ebenen 
und  sphärischen  Trigonometrie.  Stevin  kannte  nicht  nur  Vieta's 
trigonometrische  Arbeiten  M,  sondern  erkannte  auch  ihren  Ijedeutenden 
Wert;  so  nimmt  er  dessen  Formeln  zur  Berechnung  des  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecks  direkt  herüber,  reduziert  sie  aber 
auf  jene  G,  deren  wir  uns  noch  heute  bedienen').  Sein  Verdienst 
ist  es,  zum  ersteumale  ausgesprochen  zu  haben,  dafs  diese 
6  Formeln  zur  Lösung  aller  möglichen  Dreieckställe  voll- 
ständig ausreichen.  Seine  Beweise  für  diese  Sätze  schliefseu  sicli 
im  Wesentlichen  an  Bressieu  an,  den  er  wie  den  Vieta  zitiert^). 
Wie  diese  Fundamentalsätze  zur  Lösung  der  einzelneu  Fälle  an- 
gewendet werden  müssen,  wird  ausführlich  erörtert,  und  am  Schlüsse 
ist  eine  Tafel**)  beigefügt,  welche  neben  den  verschiedenen  möglichen 
Formen  der  Dreiecke  die  Nummern  der  Sätze  notiert,  mit  denen  sie 
zu  lösen  sind.  Dabei  wird  ein  gegebenes  Element,  das  >  90"  ist, 
mit  „G",   ein  solches   <  HO"  mit  „K"  und  eines  gleich   90"  mit  „E" 

bezeichnet,  so  dafs  z.  B.  die  Bedeutung  der  Figur  7^  W  un- 
mittelbar ersichtlich  ist.  Aufserdem  ist  noch  zu  bemerken,  dafs  er 
zum  erstenmale  das  Quadranteudreieck  eigens  behandelt  und  für  den 
Winkelcosinussatz  eine  einzige  RegeP)  angibt,  deren  Woi'tlaut  wir 
durch  die  beiden  Formeln: 

sin^  siuB-.R^  =  [sinvers(180"  — C)  — sin(.4  — .B)]:sinvers(180"— c), 
sin^  sin  B:R^  =  [sinversC — sinvers(180" — (J.-(-i?))]:sinc 
genau  wiedergeben  können^). 

Bemerkenswert    sind   noch   seine    Anwendungen   auf  Berechnung 
unregelmäfsiger    ebener    und    sphärischer    Polygone:     die    ersten   An- 


ündbarer  Seltenheit  sind,  so  mag  hier  bemerkt  werden,  dafs  die  Münchener 
Hof-  und  Staatsbibliothek  sowohl  von  dem  zitierten  Werke,  als  auch  von 
noch  einigen  andern  Stevin's  solche  besitzt. 

1)  Er  zitiert  ihn  z.  B.  Hypomnemata  p.  61.  —  2)  Hjpomnemata  208  —  217. 
—  3)  Ebenda  321.  —  4)  Ebenda  299—303.  —  5)  Ebenda  222  —  223.  —  6)  Den 
Beweis  des  Satzes  folgert  er  aus  derselben  Figur  des  reziproken  Dreiecks  wie 
Pitiscus  (Hypomnemata  321)  und  bemerkt,  dafs  schon  Vieta  seine  Enallage 
aus  dieser  Figur  abgeleitet  habe. 

15* 
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fange  einer  Polygonometrie.  Indem  er  mit  den  Vierecken  beginnt, 
die  er  in  einfache,  übersclilagene')  und  solche  mit  einspringenden 
Ecken  einteilt,  löst  er  <S  Aufgaben  mittelst  Zerlegung  in  Dreiecke, 
welche  er  teils  durch  Ziehen  von  Diagonalen  (erste  Methode),  teils 
durch  Fällen  von  Senkrechten  (zweite  Methode)  erhält.  Dann  kommt 
er  auf  Polygone  mit  beliebiger  Seitenzahl  (n)  zu  sprechen,  gibt  den 
Fundamentalsatz,  dafs  zu  ihrer  Bestimmung  n  —  3  Stücke  notwendig 
und  hinreichend  sind,  und  lehrt  ihre  Berechnung,  wie  bei  den  Vier- 
ecken. In  ganz  ähnlicher  Weise  werden  die  sphärischen  Vierecke 
und  Polygone  behandelt.  Stevin  war  ein  Mann,  der  den  Stoff  zu 
seinen  wissenschaftlichen  Untersuchungen  stets  aus  der  Praxis  nahm, 
und  so  wird  er  wohl  auf  seine  theoretische  Behandlung  der  Polygone 
durch  die  Erfordernisse  der  Feldmefskuust  geführt  worden  sein,  die 
sich  schon  seit  Rainer  Gemma  Frisius  (1508  — 1555)  ^J  in  den 
Niederlanden  einer  besonderen  Pflege  erfreute. 

Ein  anderer  niederländischer  Mathematiker,  den  wir  schon  bei 
Besprechung  der  Kreismessuug  antrafen,  ist  Adriaen  Metius 
(1571  — 1635).  Seine  Schriften,  die  sich  auf  Arithmetik,  Geometrie 
und  Astronomie  beziehen,  enthalten  mehrfach  Abhandlungen  über 
Trigonometrie;  so  die  „Doctrinae  spericae  libri  Y."  Franecker  1598, 
seine  „Arithmetica  et  geometria  nova."  1625  in  4"  ebenda  erschienen^), 
besonders  aber  seine  „üniversae  Astronomiae  brevis  dilucidatio  et 
facilis  institutio."  Franecker  1605  — 1G08  in  8"  und  sein  „Primum 
mobile."  Amstelodami  1631  in  4°.  In  den  beiden  ersten  behandelt 
er  kurz  die  ebene  Trigonometrie,  in  den  letzten  namentlich  die 
sphärische.  VV^ir  konnten  uns  bei  der  Durchsicht  dieser  Schriften 
überzeugen,  dafs  Metius  die  vorhandene  Litteratur,  namentlich 
Pitiscus,  fleifsig  benützte  und  die  notwendigen  Sätze  in  übersicht- 
licher Form  zusammenzustellen  suchte  —  interessante  neue  Gedanken 
fanden  wir  jedoch  nicht,  man  müfste  denn  als  einen  solchen  seinen 
Versuch  ansehen,  anschliefsend  an  die  früher  erwähnten  graphischen 
Methoden  des  Clavius  (S.  190 — 191)  zur  Lösung  sphärischer  Drei- 
ecke ein  Instrument  zu  konstruieren,  welches  mit  einiger  Genauig- 
keit  solche   Lösungen   direkt   ablesen   liefs.     Da  jedoch    die   Methode 


1)  Vgl.  hierüber  Cantor  II.  GIO,  der  dieses  Viereck  Girard  (162G)  zu- 
teilt. —  2)  Vgl.  dessen  Schrift:  Libellus  de  locorum  describendorum  ratione, 
de  eorum  distantiis  inveniendis.  i".  Antweqien  1553.  Daselbst  gibt  er  Methoden 
zur  Triangulation  an.  Früher  (1541)  hatte  Rhaeticus  in  seiner  Chorographie, 
die  aber  nie  gedruckt  wurde,  einen  Anfang  hierzu  gemacht  (vgl.  Hipler,  Zeit- 
schrift für  Math,  und  Phys.  21.  1876.  125  des  litterarisch-historischen  Tl.).  — 
3)  Das  Werk  erschien  1626  noch  einmal  und  enthält  die  ebene  Trigonometrie. 
89  —  20a,  mit  einem  Kanon  der  Funktionen  von  10  zu  10  Minuten. 
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keine  weitere  Verbreitung  fand,  wollen  wir  auf  sie  nicht  näher 
eingehen. 

\Vir  hatten  schon  früher  eines  nietlerländischeu  Gelehrten  ge- 
dacht, der  zu  Vieta  in  naher  wissenschaftlicher  Beziehung  gestanden 
hatte  und  allerdings,  wie  die  Zukunft  zeigte,  mit  Unrecht  als  ein 
Rivale  desselben  betrachtet  wui'de:  Adriaen  van  Roomen.  Auch 
er  versuchte  sich  auf  dem  Gebiete  der  Trigonometrie,  indem  er 
1()09  einen  „Canon  Triangulorum"  in  4"  erscheinen  liefs.  Da  das 
eigentümliche  Werk  viel  Aufsehen  machte,  indem  es  von  einem 
Manne,  der  in  der  Gelehrtenwelt  einen  bedeutenden  Ruf  genofs,  aus- 
gegangen war,  so  wollen  wir  in  Kürze  darauf  eingehen.  Schon  in 
der  Vorrede  wird  pomphaft  angekündigt,  dafs  er  die  28  Dreiecks- 
fiille,  die  Rhaeticus  in  seinem  Opus  Palatinum,  Clavius  und  andere 
in  ihren  Schriften  noch  behandelten,  auf  6  reduziert  habe,  d.  h.  er 
vereinigte  die  sämtlichen  Fälle,  die  bei  den  verschiedenen  Gattungen 
rechtwinkliger  und  schiefwinkliger  Dreiecke  vorkommen  können,  in 
()  einzelne  Probleme  und  bediente  sich  zu  ihrer  Behandlung  nur 
dreier  Analogien.  Es  sind  dies  der  Sinussatz,  die  beiden 
Cosinussätze  und  die  beiden  Cotangentenformeln.  Die 
letzteren  beiden  hat  er,  wie  er  selbst  angibt,  Vieta  entnommen, 
glaubte  sie  aber  dadurch  wesentlich  verbessert  zu  haben,  dafs  er  sie 
in  eine  Gestalt  brachte,  welche  die  eine  Division  ersparen  liefs,  die 
Vieta  noch  nötig  hatte.  So  schrieb  er  statt  der  auf  S.  182  mit- 
geteilten Formel  des  letzteren 

1  :  (sin  h  cosec  A)  =  (ctg  c  +  cos  J.  ctg  h) :  ctg  C, 

welche    aus    jener    einfach    durch    die    Substitution     cosec  h  ■  sin  A 

=  -^—r 7  hervorgeht  '■).    Ebenso  behandelte  er  die  polare  Formel 

sin  0  cosec  A  °         ■'  ^ 

Vieta's.  Viel  wichtiger  als  diese  einfache  Umgestaltung  wäre  es 
gewesen,  wenn  er  einen  Beweis  der  Analogie  mitgeteilt  hätte,  diesen 
bleibt  er  aber  ebenso  wie  Vieta  schuldig. 

Nicht  unerwähnt  dürfen  wir  die  Schreibweise  lassen,  die  er  bei 
der  Darstellung  seiner  Regeln  anwendet,  indem  sich  darin  das  Bestreben 
zeigt,  die  langatmigen  Sätze  seiner  Vorgänger  durch  eine  Art  Formel- 
sprache zu  ersetzen.  Ein  Rechteck  bezeichnet  er  durch  Vorsetzen  von 
§,  den  Sinus  durch  S,  die  Tangente,  die  er  nach  Vieta  Frosinus  nennt, 
durch  P  und  die  Sekante  oder  Transsinuosa  durch  T.  Soll  eine  Co- 
fuuktion  dargestellt  werden,  so  fügt  er  zu  diesen  Zeichen  noch  s-e  bei; 
die  Dreieckswinkel  bezeichnet  er  durch  die  Buchstaben  ihrer  Scheitel. 


1)  Diesen  Gedanken  teilte  ihm  übrigens  Magiai  mit.   Favaro,  Cai'teggio440. 
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In  dieser  Schreibweise  lautet  die  oben  mitgeteilte  Gleichung^):  Ut 
quadratum  Radii  ad  §  sub  S  ■  AB  ((' T  et  A, 

I  A  C  <('■  Radio      ad  S  sub  Radio  &  \  Efficieute 
1  AB  d'  S s<.  A  Prosinus  s^  B  [  Coefticiente. 

Vieta  hatte  kurz  und  bündig  angegeben,  wie  die  Vorzeichen  in  seinen 
Formeln  sich  ändern,  je  nachdem  die  Winkel  und  Seiten  der  Drei- 
ecke, auf  die  sie  angewendet  werden,  beschaffen  sind.  Van  Roomen 
dagegen  setzt  den  Anwendungen  seiner  Formeln  eine  Sammlung  von 
nicht  weniger  als  59  Figuren  auf  30  Seiten  voraus,  in  denen  er  die 
verschiedenen  Gattungen  von  Kugeldreiecken  in  Orthogonalprojektion 
auf  die  Meridianebene  darstellt.  Auf  diese  schematischen  Figuren, 
denen  berechnete  Zahlenbeispiele  angeschrieben  sind,  wird  dann  bei 
Angabe  der  verschiedenen  Modifikationen,  die  die  Regeln  erleiden, 
verwiesen. 

Das  bisher  Geschilderte  ist  im  zweiten  Buche  von  Roomen' s 
Werk  enthalten;  im  ersten  findet  sich  die  Berechnung  eines  Kanons 
der  Sinusse,  Prosinusse  und  Transsinuosen  von  0°  bis  90°  durch 
10  Minuten  fortschreitend  für  den  Radius  10^.  Hierbei  sind  die 
„Fundamentalsinusse"  von  6«,  10»,  15»,  18»,  42»,  66»,  70»,  78»  und 
verschiedener  Vielfachen  derselben  auf  35  Dezimalen  bestimmt.  Ihre 
Berechnung  wird  durch  die  regulären  Polygone  erhalten  und  in 
Tabellen  algebraisch  dargestellt;  z.  B.  sin6»=iJtrin.9 — i?5  — i?bin30 

-I-E180,  d.  h.  Vq—Vö—  VsO  +  l/Üü".  Hierzu  hatte  er  ja  in 
seinen  „Ideae  mathematicae"  (siehe  S.  173  — 174)  genügende  Vor- 
bereitungen gemacht.  Da  er  aber  wohl  wufste,  dafs  ein  Kanon,  der 
nur  nach  10  Minuten  fortschreitet,  für  Anwendungen  der  Trigono- 
metrie nicht  genügt,  so  hängte  er  seinem  Buche  die  uns  längst  be- 
kannten Tabellen  des  Clavius  an,  mit  welchem  er  in  sehr  freund- 
schaftlichen Beziehungen  gestanden  zu  sein  scheint. 

Das  Werk  besitzt  noch  einen  Anhang  mit  dem  Titel  „Anacepha- 
leosis  seu  compeudium  generale  sex  praemissorum  problematuiu",  das 
in  seiner  Eigentümlichkeit  unmittelbar  an  Torporley's  Schrift  er- 
innert. Indem  nämlich  Romauus  hier  eine  Reihe  schwer  verständ- 
licher Definitionen  und  Neubezeichnungen  vorausschickt,  bemüht  er 
sich,  mit  Hilfe  derselben  die  Lösungen  sämtlicher  trigonometrischer 
Fälle  in  eine  einzige  Regel  zusammenzudrängen,  die  in  4  Memorial- 
versen   abgefafst    ist.      Die    Anfangsbuchstaben    eines    jeden    Wortes 


1)  A.  a.  0.  230:    Die  Abkürzung  S  für  Sinus  findet  sich  übrigens  auch  in 
den  Handschriften  von  Jöstel  (S.  197,  Anm.  4)  und  Praetorius  (S.  212,  Anni.  1). 
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dieser  völlig  uusinnigen  Verse  bedeuten  seine  Zeichen  für  die  trigono- 
metrischen Funktionen.  Da  es  jedoch  nicht  möglich  ist,  die  Be- 
deutung derselben  in  einigermal'sen  knapper  Form  darzustellen,  und 
trotz  der  selbstgefälligen  Anpreisung  dieses  „neuen  Verfahrens"  in 
der  Folgezeit  niemand  auf  dasselbe  zurückkam,  wollen  wir  nicht 
weiter  darauf  eingehen. 

Fassen  wir  unser  Gesamturteil  über  die  trigonometrischen 
Leistungen  des  in  seiner  Zeit  so  angesehenen  Manjies  zusammen,  so 
müssen  wir  sagen,  dafs  dieselben  in  wissenschaftlicher  Beziehung 
wirklich  Neues  nicht  boten,  dafs  ihm  jedoch  insoferne  nicht  alles 
Verdienst  abzusprechen  ist,  als  er  die  Wichtigkeit  der  drei  Haupt- 
gleichungen betont  und  zeigt,  wie  mit  ihrer  Hilfe  allein  die  sämt- 
lichen Probleme  der  Dreiecksberechnung  in  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie gelöst  werden  können.  Allerdings  war  das  ja  alles  schon 
durch  Vieta's  Thätigkeit  vorbereitet,  so  dafs  der  Titel  eines  Refor- 
mators der  Trigonometrie,  der  ihm  von  anderer  Seite  zugeteilt 
wurde,  keineswegs  berechtigt  erscheint. 

§  11.     Giovanni  Antonio  Maginl. 

In  engem  Verkehre  mit  den  in  den  letzten  Paragraphen  an- 
geführten Mathematikern  und  Astronomen,  namentlich  auch  mit  dem 
eben  besprocheneu  Adrian  van  Roomen  stand  der  Italiener  Gio- 
vanni Antonio  Magiui,  welchem  wir  schon  wiederholt  begegneten. 
Die  S.  191  erwähnte  trigonometrische  Schrift  desselben  war  die  Vor- 
läuferin eines  umfassenden  Werkes,  das  zu  den  gelesensten  und  von 
den  Astronomen  am  meisten  gebrauchten  litterarischen  Erzeugnissen 
jener  Zeit  gehörte.  Wir  meinen  das  „Primum  mobile  duodecim  libris 
contentum",  welches  zu  Bologna  1609  in  fol.  erschien,  nachdem  schon 
fünf  Jahre  früher  zu  Venedig  eine  Sammlung  der  von  Maginus  neu- 
konstruierten trigonometrischen  Tafeln  mit  Gebrauchsanweisung  unter 
dem  Titel  „Tabulae  primi  mobilis,  quas  directorium  vulgo  dicunt" 
(in  fol.  mit  einer  Widmung  an  Kaiser  Rudolph  II.)  herausgekommen 
war.  Da  uns  ein  Vergleich  der  beiden  Schriften  zeigt,  dafs  das 
spätere  Werk  eine  umfassende  Ausarbeitung  der  in  dem  früheren 
teilweise  nur  angedeuteten  Lehren  bildet,  so  wollen  wir  jenes  ge- 
nauer besprechen. 

Obgleich  dasselbe  ein  umfangreicher  Foliant  ist,  so  ist  doch  der 
reiche  Inhalt  so  vorzüglich  gegliedert,  dafs  er  sich  unschwer  über- 
sehen läfst.  Im  ersten  Buche  entwickelt  Magini  die  Hauptsätze, 
deren  er  sich  zur  Lösung  der  Fundamentalaufgaben  bedient,  indem 
er  vier  Gesichtspunkte  vorausstellt  (fol.  12'  fif.),  die  ihm  zur  Beweis- 
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tuhi-ung  und  Ableitung  dienen.  Der  erste  ist  die  Ergänzung  der 
Dreiecksseiten  zu  Quadranten,  der  zweite  die  Ergänzung  zum  Halb- 
kreis, der  dritte  die  Bildung  jenes  Nebendreieckes  zum  Supplementar- 
dreieck,  das  wir  bei  Vieta  und  Pitiscus  kennen  lernten  —  diese 
ilethode  nennt  er  „commutatio  trianguli"  —  imd  der  vierte  die  Re- 
duktion des  schiefwinkeligen  Dreiecks  auf  das  rechtwinkelige  durch 
Fällung  eines  senkrechten  Bogens.  Hieran  schliefsen  sich  die  be- 
kannten  6  Theoreme  des  rechtwinkeligen  Dreiecks ,  die  er  aber  durch 
Umschreiben  in  der  bei  Vieta  näher  geschilderten  Weise  auf  die 
Zahl  32  bringt,  indem  er  stets  darauf  ausgeht,  die  Divisionen  zu 
vermeiden.  Dabei  berührt  der  konsequente  Gebrauch  von  „sinus 
secundus",  „tangens  secunda"  und  „secans  secunda"  für  cosinus,  co- 
tangeus  und  cosecans  angenehm.  Im  33.  Theorem  gibt  er  an  Clavius 
anschliefsend  die  prosthaphäretischen  Formeln  für  das  rechtwinkelige 
Dreieck,  und  hieran  schliefsen  sich  der  Sinussatz  und  die  beiden 
Cosinussätze  für  das  schiefwinkelige. 

Auf  diese  Sätze,  sowie  noch  einige  andere,  die  bei  Zerspaltung 
eines  schiefwinkeligen  Dreiecks  in  2  rechtwinkelige  auftreten  und 
die  teils  bei  Regiomontan,  teils  bei  Vieta  schon  vorkommen, 
basiert  er  seine  Behandlung  der  sphärischen  Dreiecke  in  den  folgenden 
Büchern.  Hierbei  unterscheidet  er  vier  Methoden,  die  in  jedem  Falle 
in  Anwendung  kommen  und  mit  zahlreichen  Beispielen  belegt  werden: 
1)  Behandlung  der  Fälle  mit  alleiniger  Benützung  der  Sinusse  und 
Cosinusse,  2)  mit  Anwendung  aller  Funktionen,  3)  mit  der  Prostha- 
phäresis  der  Sinusse,  4).  mit  den  von  ihm  konstruierten  Tafeln, 
worunter  die  „Generalis  Tabula"  den  ersten  Platz  einnimmt  und 
für  sich  zur  Lösung  aller  Aufgaben  genügt.  Diese  letztere  Methode 
allein  war  also  neu.  Magini  hat  hierzu  im  Ganzen  vier  Tafeln  ge- 
schaffen nach  Analogie  der  Tabula  primi  mobilis  von  Regiomontan, 
und  ihre  Berechnung  beweist  eine  ganz  enorme  Arbeitskraft  und 
Ausdauer  ^).  Sämtliche  vier  Tafeln  haben  dop'pelten  Eingang.  Die 
erste  entspricht  genau  der  Tafel  Regiomontan's  und  leistet  somit 
die  direkte  Berechnung  des  Sinus  oder  Cosinus  eines  Winkels  aus 
dem  Produkte  zweier  dieser  Funktionen.  Sie  ist  übrigens  so  ein- 
gerichtet, dafs  man  die  Cofunktionen  direkt  ablesen  kann,  indem  die 
komplementären  Winkel  einerseits  auf  der  rechten  Seite  von  unten 
nach  oben,  andererseits  in  der  untersten  Zeile  von  rechts  nach  links 


1)  In  der  ersten  VeröfFentlichung  von  1604  sind  diese  i  Talein  nur  für 
ganze  Grade  berechnet,  während  in  der  Ausgabe  von  1609  die  Tabula  generalis 
von  10  zu  10  Mumten  fortschreitet.  Da  Magini  seine  Zahlen  schon  IGOii  hatte, 
■wie  ans  einem  Briefe  an  Tycho  vom  4.  März  d.  .1.  hers'orgeht,  so  scheint  er  zuerst 
auf  Publikationsschwierigkeiten  gestofsen   zu  sein   (A.  Favaro,  Carteggio  234). 
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laufen.  Man  m.icht  sich  einen  Begriff  von  der  zur  Herstellung  dieser 
einzigen  Tafel  nötigen  Kechnung.'arboit,  wenn  man  beachtet,  dal's 
dieselbe  274  Folioseiton  uuifafst,  auf  deren  jeder  10  Tirade  ^it 
10  Minuten  Einteilung  in  (jO  Zeilen  stehen.  Übrigens  wäre  diese 
Tafel  noch  umfangreicher  geworden,  wenn  Magini  nicht  von  der 
Möglichkeit  einer  Kürzung  Gebrauch  gemacht  hätte,  die  darin  liegt, 
dafs  es  gleichgiltig  ist,  ob  man  zur  Berechnung  von  sin  a;  =  sin  a  sin /3 
«und  ß  oben  (frontaliter)  oder  seitwärts  (lateraliter)  abliest').  Magini 
hebt  hervor,  dafs  mit  dieser  Tafel  allein  alle  Fragen  über  sphärische 
Dreiecke  gelöst  werden  können  und  weist  dies  später  eingehend  nach, 
doch  wird  ihr  Gebrauch  durch  die  notwendig  werdenden  Interpola- 
tionen dann  wesentlich  ei'schwert,  wenn  mau  a  oder  ß  aus  der  Areal- 
zahl iK  zu  berechnen  hat,  deshalb  schuf  er  seine  zweite  Tafel,  die 
er  allerdings  nur  mehr  auf  Grade  berechnete. 

Diese  zweite  Tabelle  dient  nämlich  dazu,  den  Sinus  eines 
Winkels  j'  aus  dem  Produkt  eines  Sinus  oder  Cosinus  mit  einer  Se- 
kante oder  Cosekante  zu  berechnen,  ersetzt  also  die  Aufsuchung  der 
Lateral-  oder  Frontalzahlen  aus  den  Arealzahlen  der  ersten  Tafel. 
Die  Winkel  der  Sinusse  laufen  links  von  oben  nach  unten,  die  der 
Cosinusse  rechts  von  unten  nach  oben ,  die  Winkel  der  Sekanten  aber 
müssen  in  der  obersten  Horizontalzeile,  die  der  Cosekanten  in  der 
untersten  abgelesen  werden.  Somit  können  mit  diesen  zwei  Tabellen 
alle  Aufgaben  durch  ein  einmaliges  Aufschlagen  erledigt  werden, 
für  welche  die  Verwendung  der  drei  Fundamentalformeln  sin  a 
=  sin  c  sin  A,  cos  c  =  cos  a  cos  h,  cos  A  =  cos  a  sin  B  und  der  aus 
ihnen  durch  Auflösung  nach  den  einzelnen  rechts  stehenden  Fak- 
toren hervorgehenden  Analogien  genügt,  d.  h.  überhaupt  alle  mög- 
lichen Fälle. 

Die  beiden  noch  übrigen  ebenfalls  für  ganze  Winkelgrade  be- 
rechneten Tafeln  dienten  zur  direkten  Benützung  der  drei  weiteren 
Analogien:  tga  =  sin/;  tgJ,  tg6  =  tgccos^,  cos c  =  ctg  J.  •  ctg i? 
und  jenen,  die  durch  Umstellung  aus  ihnen  hervorgehen.  Zu  diesem 
Zwecke  hatte  man  in  der  dritten  Tafel  in  der  Spalte  links  die 
Winkel  der  Taugenten,  oben  horizontal  die  der  Sinusse,  rechts  und 
unten  dagegen  die  Winkel  der  bezüglichen  Komplementärfunktionen 
abzulesen  und  erhielt  als  Arealzahl  den  Winkel  der  entsprechenden 
Taugente.  In  der  vierten  Tafel  endlich,  die  schon  Reinhold  in 
seinen  Tabulae  directionum  berechnet  hatte,  stehen  sowohl  links  als 


1)  Der  Tabula  generalis  ist  noch  eine  Proportionaltafel  beigegeben,  welche 
wie  die  Haupttafel  eingerichtet,  links  die  Minuten  von  1  bis  60  und  in  der 
obersten  Zeile  die  Sekunden  der  ersten  10  Minuten  von  2  zu  -2  fortschreitend 
enthält. 
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oben  die  Winkel  der  Tangenten  und  als  Aiealzahlen  die  Winkel  der 
Sinusse;  auch  hier  küuneu  die  Komplemente  rechts  und  unten  ab- 
gelesen werden. 

Die  „Tabula  generalis"  fand  bei  den  Astronomen  viel  Anklang, 
namentlich  sprach  sich  van  Roomen  in  einem  Schreiben  an  Magini 
darüber  sehr  anerkennend  aus^)  und  veranlafste  durch  seinen  Brief 
die  Entstehung  der  3.  und  4.  Tafel. 

Die  beschriebenen  vier  Tafeln  gestatteten  aber  die  Lösung  sämt- 
licher Dreiecksaufgaben  nur,  wenn  man  die  schiefwinkligen  Dreiecke 
in  rechtwinklige  zerlegte,  um  aber  auch  die  übrigen  von  Magini 
angegebenen  Methoden  verwenden  zu  können,  war  ein  umfassender 
Kanon  der  trigonometrischen  Funktionen,  ähnlich  dem  des  Rhaeti- 
cus  notwendig,  und  auch  diesen  hat  Maginus  erstellt  und  seinem 
Werke  beigegeben. 

Der  „Magnus  Canon  trigonometricus",  wie  er  ihn  nennt,  läuft 
durch  alle  Minuten  des  Quadranten  und  ist  zur  direkten  Ablesung 
der  Cofunktionen  eingerichtet.  Er  wird  in  4  Ordines  eingeteilt. 
Die  erste  Ordnung  umfafst  zwei  Kolumnen,  in  der  ersten  stehen  die 
Sinusse,  in  der  zweiten  die  Bögen  derjenigen  Sinusse,  die  den  10.  Teil 
der  nebenstehenden  betragen.  Ebenso  besteht  die  zweite  Ordnung 
aus  2  Kolumnen:  die  erste  enthält  die  Sinusversus,  die  zweite  die 
Bögen,  welche  jenen  entsprechen,  wenn  man  sie  als  Sinusse  auffafst, 
z.B.  sinvers  6S»  =  62539,34  =  sin 38» 42' 40".  Die  dritte  Ordnung 
umfafst  drei  Kolumnen:  1)  Tangenten,  2)  Bögen,  welche  zum 
10.  Teile  einer  jeden  Tangente,  diese  als  Sinus  betrachtet,  gehören, 
3)  Bögen,  welche  den  Tangenten  selbst,  diese  als  Sinusse  aufgefafst, 
entsprechen.  Die  vierte  Ordnung  besteht  wieder  aus  zwei  Kolumnen: 
in  der  ersten  sind  die  Sekanten,  in  der  zweiten  die  Bögen  angegeben, 
die  zu  den  zehnten  Teilen  jener,  dieselben  als  Sinusse  aufgefafst,  ge- 
hören. Der  zugrunde  gelegte  Sinus  totus  ist  10',  und  nach  der 
fünften  Stelle  ist  ein  Komma  angebracht,  um  die  Tafel  leichter  als 
fünfstellige  benutzen  zu  können.  Beistehend  folgt  eine  Probe  der 
Anordnung  dieses  Kanons. 
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Diese  eigentümliche  Vervollständigung  der  sonst  gebräuchlichen 
trigoiioinetrischeii  Tafeln  hatte  darin  ihre  Begründung,  dafs  sie  in 
dieser  Form  direkt  zur  Anwendung  der  prosthaphäretischen  Formeln 
auf  die  Funktionen  Tangens  und  Secans  verwendbar  wurden,  und 
aufserdem  die  Sinus  versus  direkt  aufgeschlagen  werden  konnten,  die 
in  jenen  damals  immer  noch  gebräuchlichen  Formen  der  Cosiuussätze 
vorkamen  *). 

Die  übrigen  8  Bücher  des  Primum  mobile  bieten  für  uns  kein 
direktes  Interesse,  da  sie  astronomischen  und  geographischen  Fragen 
gewidmet  sind,  auf  welche  die  mitgeteilten  trigonometrischen  Lehren 
angewendet  werden.  Zu  bemerken  ist  nur  noch,  dafs  Magini  trotz 
der  reichen  trigonometrischen  Hilfsmittel,  die  er  sich  voraus  ent- 
wickelt hat,  noch  eine  ganze  Reihe  von  Fragen  auch  mit  der  Pro- 
jektionsmethode des  Aualemmas  löst,  die  sich  ihrer  Anschaulichkeit 
wegen  noch  immer  des  Beifalls  der  Astronomen  erfreute. 

Überblickt  man  Magini's  Thätigkeit,  so  tritt  uns  aus  ihr 
weniger  das  Bild  eines  mit  liahnbrechenden  neuen  Gedanken  begabten 
Mathematikers  als  das  eines  erstaunlich  fleifsigen  Astronomen  hervor, 
der  mit  bewunderungswürdiger  Zähigkeit  die  nötigen  Hilfsmittel  sich 
selbst  verschafl't  und  dabei  überall  den  praktischen  Zweck  im  Auge 
hat,  die  mannigfaltigen  Rechnungen,  die  sein  Beruf  mit  sich  bringt, 
in  der  denkbar  einfachsten  Weise  zu  gestalten^).  Dabei  wufste  er 
sich  umfassende  Kenntnisse  der  vorhandenen  Litteratur  anzueignen 
und  hat  namentlich  die  Schriften  Vieta's,  dessen  Gröfse  er  gern 
anerkennt,  wohl  verstanden  und  zu  würdigen  gewufst.  So  hat  er 
denn  Italien  in  seinem  Primum  mobile  ein  Werk  geschenkt,  wie  es 
vorher  und  Jahrzehnte  lang  nachher  keines  in  der  Geschichte  der 
Trigonometrie  aufzuweisen  hat. 

Mit  Magini  sind  wir  an  der  Schwelle  der  neuen  Zeit  angelangt, 
die  für  unsere  Wissenschaft  mit  der  Erfindung  der  Logarithmen 
beginnt,  jenes  Recheninstrumentes,  welches  berufen  war,  die  ganze 
trigonometrische  Methode  von  Grund  aus  umzugestalten.  Im  Jahre 
1614  war  es,  als  die  erste  Kunde  von  Neper's  genialer  Entdeckung 
in  die  üifentlichkeit  drang,  und  wir  werden  sehen,  dafs  sie  sich  für 


1)  Hatte  man  z.  B.  x  zu  berechnen  aus    10'  :  sin  24"  =  tgSö"  :  x,  so  suchte 

man  tg  36°  in  der  III.  Ordnung  auf,   dabei  stand  in  der  2.  Kolumne  le'SS'öo", 

sin  24"  ■  sin  46"35'  50" 
d.h.    tg36°  ^  sin  46"35'50",    also   hatte   man  jetzt    x  = — , 

=  5{cos22<'35'50"  —  cos70''35'50"}  :  10',  wodurch  die  Multiplikation  erspart 
blieb.  —  2)  Kepler  schätzte  ihn  so  hoch,  dafs  er  ihn  bat  nach  Deutschland 
zu  kommen  und  ihm  bei  Berechnung  der  Rudolphinischen  Tafeln  behilflich  zu 
sein.     Libri  Histoire  des  sciences  math.  en  Italie  IV.   44. 
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jene  Zeit  verbiiltnismäfsig  rasch  über  das  ganze  gelehrte  Abendland 
ausbreitete.  Dennoch  gab  es  bis  zur  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  noch 
immer  einzelne  Mathematiker  und  Astronomen,  welche  aus  verschie- 
denen Gründen  der  neuen  Methode  abhold,  in  jener  älteren  Richtung 
weiterarbeiteten,  die  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  darzu- 
stellen versuchten.  Es  scheint  uns  daher  am  Platze,  der  zeitlichen 
Aufeinanderfolge  vorgreifend,  ihre  Leistungen  als  der  älteren  Periode 
augehörig  im  Zusammenhange  mit  dem  Vorhergehenden,  in  dem  sie 
ibre  Wurzeln  haben,  darzustellen,  bevor  wir  die  Entwickelung  der 
logarithmischen  Trigonometrie  einer  Besprechung  unterziehen. 


""O 


§12.     Ausbau   der  Trigonometrie   im  17.  Jahrhundert   auf  Grund 
der  älteren  Methoden. 

Schon  früher  erwähnten  wir  die  „Theoria  lunae"  des  Heidelberger 
Professors  Jacob  Christmann  (1554  — 1630),  welche  1611  er- 
schienen war  und  uns  bei  Ermittelung  des  eigentlichen  Erfinders  der 
Prosthaphäresis  so  vorzügliche  Dienste  erwies.  In  diesem  Werke 
gab  sein  Verfasser  aber  nicht  nur  historische  Notizen  über  jene 
Methode,  sondern  auch  eine  vollständige  Entwickelung  derselben, 
sowie  die  wichtigsten  Sätze  aus  der  Dreieckslehre,  deren  er  bedurfte. 
Diese  hatte  er  übrigens  schon  in  einer  früheren  Schrift  vom  Jahre 
1601  zusammengestellt,  die  den  Titel  „Observationum  solarium  libri 
ties"  führte,  und  in  einer  weiteren  kleinen  Schrift  „Nodus  Gordius 
ex  doctrina  sinuum  esplicatus"  von  1612  lehrte  er,  geometrische  Auf- 
gaben, die  man  bisher  algebraisch  behandelt  hatte,  mit  Verwendung 
der  Sinusse  lösen.  Aufserdem  ist  aus  jeuer  Zeit,  die  der  Erfindung 
der  Logarithmen  unmittelbar  vorhergeht,  noch  eine  treffliche')  Zu- 
sammenstellung der  damals  bekannten  Methoden,  die  „Synopsis  trigo- 
nometriae",  Dantisci  1612  von  Peter  Crüger  zu  nennen,  dem  wir 
später  wieder  begegnen  werden.  Weiter  erschienen  auch  damals  noch 
Tafeln  für  die  trigonometrischen  Funktionen  in  nicht  geringer  Zabl. 
So  hatte  in  Deutschland  Mathias  Bernegger  (1582  —  1640),  Pro- 
fessor der  Geschichte  und  der  Beredsamkeit  in  Strafsburg,  eine  Sinus- 
tafel veröffentlicht,  die  1619  wieder  aufgelegt  wurde;  Johann  Prae- 
torius^)  (Richter)  (1537  — 1616;  verfafste  ungefähr  um  dieselbe  Zeit 


1)  Vgl.  Wolf,  H.  A.  I.  179.  —  2)  Vgl.  die  Einleitung  Schwendter's  zu 
(lor  1628  in  Nürnberg  erschienenen  l'cbersetzung  von  Stevin's  Berechnung  der 
Sinustafeln.  „Kurzer,  doch  gründlicher  Bericht  von  Calculation  der  Tabularum 
Sinuum,  Tangentium,  Seeantium."  In  dem  schon  mehrfach  zitierten  handschrift- 
lichen Codex  1.  m.  24101  des  Praetorius  findet  sich  eine  übersichtliche  Zu- 
sammenstellung aller  damals  bekannten  Hilfsmittel    zur  Berechnung  eines   all- 
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zwei  Tafeln  für  die  Radien  10"  und  10"  zu  privatem  Gebrauch,  weil 
des  Rhaeticus'  Kanon  zu  grofs  war,  und  Daniel  Schwendter 
(l.öHö — 1(j36),  1G08  Professor  der  orientalischen  Sprachen  und  dann 
der  Mathematik  in  Altdorf,  l'raetorius'  Freund,  gab  noch  1628 
Stevin's  Siuustafel  mit  deutscher  Einleitung  heraus. 

Auch  in  den  Niederlanden,  wo  der  Einflul's  von  Stevin's  Werken 
fortwirkte,  erschienen  noch  vielfach  Schriften,  welche  der  älteren 
Richtung  angehörten.  Namentlich  waren  es  zwei  Männer,  die  sich, 
trotzdem  sie  einen  hervorragenden  Platz  in  der  Geschichte  unserer 
Wissenschaft  einnehmen,  mit  den  Logarithmen  nicht  mehr  vertraut 
machten.  Es  sind  dies  Albert  Girard  und  Willebrord  Snellius, 
von  denen  der  erstere  eine  französische  Ausgabe  von  Stevin's  Werken 
besorgte,  der  letztere  einige  Schriften  desselben  in's  Lateinische  über- 
setzte.    Auf  ihre  Leistungen  müssen  wir  etwas  näher  eingehen. 

Albert  Girard  war  französischer  Abstammung^),  lebte  aber 
von  1625  bis  1683  in  den  Niederlanden,  in  welchem  Jahre  er  da- 
selbst starb.  Zwei  Schriften  von  ihm  sind  für  uns  von  Interesse; 
die  erste  führt  den  Titel  „Tables  des  sinus,  tangents,  secants  selou 
le  raid  de  100000  parties.  Avec  un  traite  succinct  de  la  Trigono- 
metrie." A  la  Haye  1626.  <S'*  und  erschien  1629  in  einer  2.  Auflage 
in  holländischer  Sprache.  Hier  sind  die  trigonometrischen  Linien 
für  alle  Winkelminuten  auf  5  Dezimalen  berechnet.  In  der  An- 
leitung zur  Trigonometrie  ist  die  Schreibweise  seiner  Sätze  be- 
merkenswert; er  führt  nämlich  ähnlich,  wie  es  schon  Stevin  gethan 
hatte,  abkürzende  Bezeichnungen  für  die  Seiten  eines  Dreiecks  ein, 
indem  er  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  mit  H,  die  senkrechte 
Kathete  mit  P,  die  Basis  mit  B,  den  Winkel  au  der  Spitze  mit  A, 
den  zwischen  Basis  und  Hypotenuse  mit  V  bezeichnet.  Hieran  an- 
schliefseud  stellt  er  dann  die  6  Fälle  des  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecks   tabellarisch   zusammen,   z.  B.   wenn  H  und  A   gegeben  ist: 


gemeinen  Kanons,  wobei   die  Erfinder  angegeben  werden.     Wir  heben  nur  die 

Formel    tg« -f- tg  145°  — —  1  =  sec  a     hervor,    welche    benützt    wird,    um    die 

Hypotenusen  der  zweiten  Serie,  welche  zu  Winkeln  <:^  45"  gehören  und  die  der 
dritten  Serie  für  Winkel  >  45"  zu  berechnen.  Dieses  Theorem,  das  Praetorius 
geometrisch  beweist,  stammt  von  Schuler.  —  Auch  führt  Praetorius  in 
dieser  Abhandlung  die  sämtlichen  prosthaphäretischen  Sätze  an  und  leitet  sie 
auf  die  gewöhnliche  Weise  ab. 

1)  Girard' s  Geburtsjahr  ist  unbekannt,  doch  hat  P.  Tannery  (Bulletin 
des  sciences  mathematiques  et  astrouomiques.  Serie  II.  VII.  1883.  358  —  360) 
nachgewiesen,  dafs  er  in  San-Michiel  in  Lothringen  geboren  ist.  Wahr- 
scheinlich hat  er  sich  infolge  der  Hugenottenverfolgung  nach  den  Niederlanden 
geflüchtet. 
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d.  ll.  Rad.  :  cos  J.  =  tg  if :  tg  P  und  Rad.  :  sec.  fi^  =  ctg  ^  :  tg  F,  die 
Komplemeute  der  Stücke  werden  also  mit  kleineu  Buchstaben  be- 
zeiclmet;  die  Funktion  Sinus  wird  überhaupt  nicht  geschrieben.  Bei 
Behandlung  der  schiefwinkligen  sphärischen  Dreiecke,  deren  Seiten 
er  mit  A,  B,  D,  die  Komplemente  mit  a,  b,  d  bezeichnet,  finden 
sich  sogar  schon  Formeln  geschrieben.  So  gibt  er,  um  aus 
drei  Seiten  einen  Winkel  zu  berechnen,  für  die  Hälfte  des  Sinus 
versus  des   der  Seite  D  gegenüberliegenden  Winkels  die  Formel  an: 

{A^h)-{h-A)' 
d.  h.  wenn  wir  diesen  Winkel  mit  y  bezeichnen: 

sin  {A  +  yo"  —  B)  —  sin  (90»  —  D) 


—  smvers  y 


am{A -\- 90"  —  B)  —  8in(90»  — S  — ^) 

Es  macht  sich  also  hier  zum  ersteumale  das  Bedürfnis  fühlbar,  statt 
der  weitläufigen  Sätze  eine  abkürzende  Formelsprache  einzuführen, 
wie  man  sie  in  der  Algebra  schon  seit  Vieta  gebrauchte;  wohl  war 
es  nur  die  wenig  jDraktische  Wahl  dieser  Bezeichnung,  die  hierin 
Girard  zunächst  keine  Nachfolger  finden  liefs. 

Es  wären  hier  noch  verschiedene  elegante  Lösungen  geometrischer 
Aufgaben  zu  erwähnen,  die  Girard  in  diesem  kleinen  Büchlein  gibt, 
doch  wir  eilen  zu  seinem  zweiten  Werke,  der  „Invention  nouvelle 
en  l'Algebre".  Amsterdam  1629.  4"^),  in  welchem  er,  sowie  in  einem 
eigenen  Schriftchen  „Livret  des  superficies  de  triaugles  et  polygones 
spheriques"  ^)  in  4",  das  in  demselben  Jahre  in  Amsterdam  erschien, 
zum  ersteumale  den  Ausdruck  für  die  Flächenformel  des 
sphärischen  Dreiecks  und  der  sphärischen  Polygone  mit- 
teilte. Sein  Satz  lautet:  „Jedes  sphärische  Polygon,  welches 
aus  Bögen  gröfster  Kreise  besteht,  enthält  soviele  Flächen- 
grade,   als    die    Zahl    angibt,    um   welche   die  Summe    seiner 


1)  Bierens  de  Haan  hat  die  äufserst  seltene  Schrift  1884  in  Leyden 
wieder  neu  herausgegeben.  Ein  Auszug  findet  sich  in  Nouvelles  Annales.  Bul- 
letin de  Bibliogr.  d'hist.  et  de  biogr.  math.  par  Terquem.  Xr\^.  1858.  146  ff.  — 
2)  In  seiner  Ausgabe  der  Werke  Stevin's  sagt  er  p.  51:  „J'ay  aussi  escrit  un 
livret  des  superficies  des  triangles  et  polygones  spheriques  incognues  aupar- 
avent  ...  Je  Tay  fait  imprimer  ä  Amsterdam  eu  lau  1629  en  quarto." 
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Innenwinkel  die  Summe  dei-  Innenwinkel  eines  geradlinigen 
Polygons  von  gleicher  Seitenzahl  übertrifft,  wenn  die  Ober- 
fläche der  Kugel  720"  gesetzt  wird."  Er  versuchte  für  diesen 
Satz  einen  Beweis  zu  erbringen,  aber  es  gelang  ihm,  wie  er  selbst 
sagt,  vorerst  nur,  einen  luduktionsschlufs  zu  begründen'),  einen 
exakten  lieweis  hoffte  er  später  nachliefern  zu  können.  Ob  dies 
geschehen  ist,  ist  uns  unbekannt,  scheint  aber  nicht  wahrscheinlich. 
Einen  solchen  lieferte  1632  der  Italiener  Cavalieri,  den  wir  später 
wieder  treffen  werden. 

Von  gröfserer  Bedeutung  als  Girard  war  der  Niederländer 
Willebrord  Snellius:  die  Geschichte  der  Physik  kennt  ihn  als 
Entdecker  des  Brechungsgesetzes,  die  Geschichte  der  Mathematik  als 
einen  geistreichen  Geometer.  Er  wurde  1581  geboren,  machte  weite 
Reisen  in  Deutschland,  der  Schweiz  und  Frankreich  und  lernte  zu 
Würzburg  Adrian  van  Roomen  und  in  Prag  Tycho  Brahe  und 
Kepler  kennen,  1613  wurde  er  als  Nachfolger  seines  Vaters  Rudolf 
Professor  an  der  Leydener  Universität  und  starb  1626  -).  Er  war 
für  seine  Zeit  sehr  vielseitig  und  ein  sowohl  theoretisch  als  praktisch 
tüchtig  geschulter  Mathematiker.  Von  den  gediegenen  Werken,  die 
er  in  der  kurzen  54eit  seines  Lebens  schrieb,  interessieren  uns  nament- 
lich drei,  sein  „Eratostheues  Batavus.  De  terrae  ambitus  vera 
quantitate."  Lugd.  Batav.  1614  in  4",  sein  „Cyclometricus.  De 
circuli  dimensione",  ebenda  1621  in  4"  und  endlich  seine  „Doctrinae 
triangulorum  canonicae  libri  quatuor",  welche  sein  Schüler  und 
Freund  Martinus  Hortensius  im  Jahre  nach  des  Autors  Tode 
1627  in  S"  herausgab. 

Die  letztere  für  uns  wichtigste  Schrift  ist  ein  Lehrbuch  der 
Trigonometrie,  welches,  was  übersichtliche  Anordnung  des  Stoffes 
anlangt,  kaum  das  Werk  des  Pitiscus  erreicht,  dagegen  mehrere 
wichtige  neue  Gedankeu  enthält,  die  wir  nicht  übergehen  dürfen. 
Snellius  beginnt,  wie  es  damals  in  den  Werken  üblich  war,  die 
sich  der  Logarithmen  noch  nicht  bedienten,  mit  der  Auseinander- 
setzung der  Regeln  zur  Bildung  einer  Sinustafel,  welche  er  selbst 
noch  1626  publiziert  hatte.  Bei  ihrer  Berechnung  ist  er  aber  nicht 
den  gewöhnlichen  Weg  gegangen,  sondern  er  entwickelte  sich  mehrere 
Formeln,  die  ihm  gestatteten,  die  Sinusse  auf  einige  Dezimalen  zu 
berechnen  und  dann  sofort  durch  blofse  Addition  aus  diesen  ihre 
Werte  auf  beliebig  viele  Stellen  abzuleiten.    Wir  wollen  hier  die 


1)  Sein  Beweis  ist  in  dem  zitierten  Auszug  von  Terquem  vollständig 
mitgeteilt.  —  2)  Genaueres  bei  van  Geer  in  Archives  Neerlandaises  des  seiences 
exactes  et  naturelles  X^lII.  455 if.   und  bei  Cantor  II.   C02. 
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•wiclitigsteu  in  unserer  Schreibweise  zusammenstellen.    In  Propositio  If. 
p.  41   gibt  er  den  allgemeinen  Wortlaut  der  Formel: 

1  :  sin  'l  =  2  sin  (90"  —  a)     :    sin  -^  —  sin  -^ 

=  2  sin  (90«  —  2«)  :  [sin  ^"-  —  sin  -^"] 


=  2  sm  (90"  —  na)  :\  sm  ^ sin  ~—   ■ 

Hieraus  folgert  er,  dafs  wenn  mau    sin  (90" — «),  sin  (90" — 2«)  •  •  • 

und    sin—    kennt,  die  Sinusse  von     -^,   — nur  durch  successive 

Addition  und  Multiplikation  des  Schlufsresultates  mit  2  sin  —  gefunden 

werden  können:  dies  ist  in  der  Tbat  richtig,  denn  aus  deu  obigen 
Formeln  ergibt  sich  (Propositio  III.   p.  44j  die  wichtige  Gleichung'): 

sm(^^?^a)  =  2sin^jy +sin(90"— «)  +  sin(90"  — 2a)  ^ 

+  sin(90"  — »«)}• 
Ähnlich  erhält  er   in  Prop.  IV   eine  Regel,   die   durch   die  Gleichung 

sin  na  =  2  sin  |-  { sin  (90"  —  "^  +  sin  (90"  —  ~)  -\ 

+  sin  (90"-!^^«)} 

dargestellt  wird.  Deu  eigentümlichen  Gebrauch,  den  er  von  diesen 
beiden  Formeln  zur  Berechnung  seiner  Sinustafel  machte,  wollen  wir 
an  einem   von   ihm   gegebeneu  Beispiele   erläutern.     Es  sei   bekannt: 

siii  (90"  —  y)  =  sin  82"30'=  0,9914449,    sin  (90"—  '\")  =  sin  67"30' 

=0,9238795,   sin(90"— ~^)  =sin52"30'=0,7933533,   sin(90"— Y) 

=  sin 37" 30'=  0,6087614,     sin  (90"  —  -5^)  =  sin  22»30'=  0,3826834 

siu  (90"—  ^^\  =  sin  7"  30'  =  0,1305262,  dann  folgt  nach  Prop.  IV, 
indem  man  immer  den  nächsten  dieser  Sinusse  zur  Summe  aller 
vorhergehenden  addiert,   und    2  sin  .,  =  ü    schreibt: 

sinl5"  =  0,9914449-E[=siu«   =A'sin  (öO"— y)], 

sin30"=l,9153244-i?r=sin2ß  =  ;?('sin(90"—  ")  +  sin(90"— 4^))  , 

1)  Diese  Formel  ist  wenig  verschieden  von  jener  Bramers.    Vgl.  Seite  211, 
Anmerk.  1. 
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sin  400  _  2,70M()777  ■  R  [=  sin  :'.«  ==  etc.] , 
sinGO»  =  3,3174391  •  11  [=  sin4«  =  etc.], 
sin  75"  =  3,7001225  ■  li  [=  sin  5«  =  etc.] , 
sin  90»  ==  3,S30G487  ■  R  =  Jl'  [=  .sin  (i«  =  etc.]. 
Wendet   man    jetzt  I'rop.  111    an,    so   erhält  mau    zunächst    sin  7"  30' 
=  1,91532444  •  li'  /=  sin  ^  =  v  '  ^  );    "'*''  '^^^  übrigen  werden  ge- 
funden,   indem    man    zu    diesem    Werte    nach    einander    die    vorigen 
Sinusvverte  von  sin  75"  aufwärts  addiert.     D.  g. 

sin  7»  30'=  1,9153244-7«;-,  sin  22«  30'=  5,0154469  • /i-, 
sin  37»  30'  =  8,932.S«G0  •  Tl',  sin  52»  30'  =  11,G415G37  •  R\ 
sin  (^0  30'  =  13,5568881  ■  li',       sin  82»  30'  =  14,5483330  •  EK 

Jetzt    folgt    wieder    mit    Benützung    der    Prop.  IV.    durch    einfache 

Addition: 

sin  1 5»  =  14,5483330  •  7?\  sin  30»  =  28,105221 1  ■  R\ 
sin  45»  =  39,7467848  •  R\  sin  60»  ==  48,6796708  •  R^, 
sin  75»  =  54,2951177  •  7t",       sin  90»  =  56,2104421  •  R'  =  R" 

u.  s.  w.  Durch  diese  dreimalige  Addition  hat  man  die  Sinusse  der 
Winkel,  welche  auf  7  Dezimalen  angegeben  waren,  bereits  auf  zwei 
weitere  Dezimalen  genau  gefunden,  denn  aus  der  letzten  Zahlenreihe 
folgt  z.  B.  56,2104421  •  R^ :  54,2951177  •  7^^  =  1000000000  :  .r  und 
hieraus  .r  =  sin  75»  =  0,9659258257,  während  man  auf  anderem 
Wege  für  diesen  Sinus  0,965925826.;}  findet.  Zwei  weitere  Addi- 
tionen würden  das  Resultat  auf  10  Dezimalen  genau  liefern,  u.  s.  w. 
Die  Anzahl  der  richtigen  Stellen  ergibt  sich  aus  der  Anzahl  der 
Stellen,  welche  in  2  sin  30»  mit  dem  Wert  von  90»  übereinstimmen. 
Um  diese  Methode  praktisch  zu  verwenden  rät  Snellius,  die  Sinus- 
tafel zuerst  direkt  auf  vier  Stellen  zu  berechnen,  worauf  man  sie 
dann  durch  zweimalige  Addition  auf  6  und  durch  viermalige  auf 
10  Steilen  erweitern  kann.  Legt  man  sich  eine  Tabelle  nach  Art 
der  DifFereuzentafeln  an,  so  läfst  sich  die  Rechnung  sehr  rasch  aus- 
führen. 

Aufser  diesen  beiden  so  fruchtbar  verwerteten  Formeln  gibt 
Snellius  noch  folgende  zwei  an,  die  zur  Berechuuug  der  Tangenten 
und  Sekanten  durch  blofse  Addition  der  Sinusse  dienen: 

(Prop.  VII.  p.  58)  tg  (90»  —  y)  =  1  +  2  sin «  +  2  sin  2 «  H ^  2  sin»u^ 

für    (M-f-  n«  =  90»,    und 

V.  B  raun  m  iili  l,  Geschichte  der  Trigonometrie.    I.  16 
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(Prop.  VIII.  p.  59 j   sec  (oO» — J)  =  2  (sin |-  +  sin^ H 1-  sin ^l^zlh'j 

für  IIa  =  90".  Alle  diese  Formeln  werden  für  spezielle  Werte  von 
n  geometrisch  abgeleitet,  dann  aber  allgemein  ausgesprochen. 

Aus  seiner  Dreieckslehre  entnehmen  wir  Folgendes.  Der  Beweis 
für  den  Sinussatz  der  ebenen  Trigonometrie  stimmt  mit  jenem  über- 
ein,  den  wir  schon  bei  Vieta  fanden^)  (Seite  177),  ebenso  spricht 
er  den  Cosinussatz  genau  in  der  von  uns  bei  diesem  Geometer 
zuerst  gefundenen  Form  aus,  bemerkt  aber  noch  die  Gleichung 
'2hc  :  [er —  (6  —  cf]  =  1  :  siuvers^;  ferner  gibt  er  (Seite  7(J)  einen 
präzisen  Wortlaut  für  die  bereits  von  Rhaeticus  gefundene  Formel 
zur  Berechnung  eines  Winkels  aus  drei  Seiten,   der  unserer  Schreib- 

weise    [s  (s  —  «)]  -.[(s  —  b)  (s  —  c)]  =  1  :  tg-  ~ ,    wo    s  = ~^— 

2  A 
ist,  genau  entspricht,  stellt  die  Formel  sin  Ä  =  —, —  (für  A  =  Dreiecks- 
inhalt) auf  (Seite  90)  und  teilt  endlich  noch  ein  Verfahren  mit, 
um  einen  spitzen  Winkel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ohne  Trigono- 
metrie aus  den  Katheten  desselben  angenähert  zu  finden,  d.  h.  also 
eine  Methode,  die  die  trigonometrischen  Tafeln  entbehrlich  macht. 
Es  beruht  diese  Methode,  auf  welche  er  bei  seiner  Kreismessung 
geführt  wurde  und  sie  daher  schon  in  seinem  Cyclometricus  ein- 
gehend   besprochen   hat"J,    auf  jeuer   Gleichung    x  =  ^^  — ;,    der 

wir  schon  bei  (Jusanus  begegneten.  Wohl  ist  es  möglich,  dafs 
Snellius  bei  seiner  grofsen  Litteraturkenntnis,  die  er  namentlich 
in  seiner  Einleitung  zum  „Eratosthenes  Batavus"  zeigt,  des  Cusa- 
ner's  Kreismessung  kannte,  doch  scheint  er  uns  mehr  durch  die 
von  Philipp  von  Lansberg  verwendete  Methode  (Seite  175)  zu 
seiner  Gleichung  geleitet  worden  zu  sein,  da  ihre  Entstehung  mit 
jener  viel  Ähnlichkeit  bietet.  Die  Verwendung,  die  er  von  ihr  macht, 
ist  übi'igens  eine  doppelte;  einmal  die  schon  erwähnte,  wodurch  eine 
Trigonometrie  ohne  Tafeln  geschaflen  wird,  —  und  dieser  Gedanke 
gehört  ihm  ganz  allein  an  —  und  dann  umgekehrt  zur  Berechnung 
der  Zahl  jc.  Die  Ableitung  dieser  Gleichung,  die  mit  jener  des 
Nicolaus  von  Cusa  nichts  gemein  hat,  ist  folgende.  Der  Durch- 
messer BS  eines  Kreises  (Fig.  54)  mit  dem  Mittelpunkt  Ä  wird 
über  S  um  SIi=  ÄS  ^  r  verlängert  und  von  Ä  eine  beliebige 
Sekante  gezogen,  welche  die  Tangente  des  Punktes  B  in  X  und  den 


1)  Wii-  bemerken  dies  hier,  weil  van  Geer  a.  a.  0.  der  Ansicht  zu  sein 
scheint,  derselbe  sei  zuerst  von  Snellius  gegeben  worden.  —  2)  Daselbst 
Propositio  XXXVHF.  p.  76  —  86. 
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Kreis    in    C   schneidet.     Füllt   man    von    ('   die   Senkrechte   CO   auf 
den  Durchmesser,  so  erj^ibt  sich  die  Proportion  RO:CO  =  BIt:J}X, 


und  hieraus    BX  == 


(UJ  ■  Bl{ 


r  sin  X  ■  ;i  /• 


;i  sin  x  r,       , ,  . 

„   , bnelhus 

2  +    C08X 


BO  2r  +  rcosj; 

o-ibt  nun  an,  dafs  arc.  i?r  >  XB  ist,  und  da  der  Unter.sdiied  beider, 
wenigstons  für  kleine  Winkel, 
sehr  gering  ist,  so  kann  man 
arc.  BC  =  BX^r  ■  .r  setzen 
und  hat  dann  die  verlangte 
Gleichung.  Den  Beweis  für 
die  Richtigkeit  der  obigen 
Ungleichung  hat  Snellius 
geometrisch  zu  führen  ge- 
sucht, jedoch  i.st  derselbe 
nicht  einwandsfrei ,  worauf 
schon  Kaestner  aufmerksam 
machte').  Erst  Huygens  ist  es  bei  seiner  Kreismessung  gelungen^), 
einen  exakten  Nachweis  für  sie  zu  liefern^). 

Zum  ersterwähnten  Gebrauche  hat  Snellius  in  seiner  Trigono- 
metrie (Tp.  84  —  85)  eine  Arcus-Tafel  berechnet,  durch  welche  man 
den  sich  aus  der  Gleichung  mittelst  der  bekannten  Katheten  sin  x 
und  C0S.1'  im  Länsüenmafs  ergebenden  Bogen  x  direkt  ins  Gradmafs 
umsetzen  kann;  dieselbe  läuft  für  den  Radius  10**  sowohl  von  Grad 
zu  Grad,  als  auch  von  Minute  zu  Minute. 

Um  zu  sehen,  wie  Snellius  die  fragliche  Formel  zur  Berech- 
nung von  ;r  benützte,  haben  wir  nur  den  aus  der  Gleichung  im 
Längenmafs    sich    ergebenden   Winkel   :r    ins    Bogenmafs    umzusetzen 


Fig.  54. 


und    erhalten 


3  sin  x" 


hieraus     n  = 


180»        3  sin  x" 


180"  2  -}-  cos  x"  x"       2  +  cos  x" 

Legt    Djau    einen    kleinen   Winkel    zugrunde,    so    liefert    die    Formel 

eine    sehr    gute    Annäherung;    so    ergibt  sich    z.  B.,  wenn   2C0   die 

1 80*^ 

Seite   des  96-Ecks    ist,    für    jP  =  -r^  =  l''52'30",     also      nr  ^ 

^'^  "  ■^+'col''X^'^3ir  =  3,1415926272,  also  auf  7  Dezimalen  genau,  wäh- 
rend die  Methode  des  Archimedes  für  das  96-Eck  :i  nur  auf 
2  Dezimalen  liefert. 

Übrigens  hat  Snellius  noch  eine  zweite  Gleichung  zur  Berech- 
nung von  7t  entwickelt"),  die  bi.sher  nicht  beachtet  wurde,  indem  er 

1)  Geometrische  Abhandlungen  I.  Sammlung.  Oöttiugen  1790.  157  ff.  — 
2)  De  circuli  magnitucline  inventa  1GÖ4.  30  —  31.  —  3)  Man  findet  leicht  die 
Richtigkeit  der  Gleichung,  wenn  man  in  sie  die  beiden  ersten  Glieder  der 
Potenzreihen  für  sin  .)•  und  cos  ,r'  einführt,  also  nur  bis  zum  dritten  Grade  geht. 
—  i)  Cyclometricus.    Prop.  XXIX.    p.  43  tf. 

16* 
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eine  obere  Grenze  für  den  Bogen  BC  angab.  Die  durch  sie  er- 
reichte  Annäherung  ist  jedoch  weniger  genau.  Indem  er  nämlich 
(Fig.  54)  durch  Punkt  C  eine  Linie  CJJ  zog,  so  dafs  UT=r=l 
wurde,  erhielt  er  als  Schnittpunkt  derselben  auf  .BX  den  Punkt  Y  und 

behauptete,  dafs  YB  =  ig  ^-{-  2  sin  —  >  arc. -B  C  sei,  so  dafs  die 
Ungleichung  besteht 

<  a-  <  tg  —  +  2  sin 


2  +  cos  .T  ö   .-i      '  3 

Diese  neue  Ungleichung  wird  erhalten,  indem  man  AK  ||  T"Y 
zieht  und  beachtet,  dafs,  da   UT=  UA=l   ist,  -^  KAB=  ^  UAS 

=  -^  T ^  ~    sein    mufs.     Es    folgt   dann    sofort,    dafs    BY  =  BK 
-j-  -S^i^=  tg  -"  -f~  UL  ^  tg  ^  -|-  2  sin  —    wird.     Wie  der   erste,    so 

ist  auch  der  zweite  Teil  der  Ungleichung  richtig,  aber  von   Snellius 
mangelhaft  bewiesen.     Um  mit  seiner  Hilfe  %  zu  bestimmen,   wird 

wieder  ——^  =  ^g  "s — h  2  sin  x*^    gesetzt ,  und  man  erhält  hieraus  mit 

V  ISO" 

Benützung  der  Seite  des   96-Ecks:    |-  =  -^,    n:  =  3,1415928320, 

ein  Wert,  der  auf  6  Dezimalen  genau  ist^). 

Es  mufs  noch  bemerkt  werden,  dafs  diese  beiden  Gleichungen 
sowenig,  wie  die  seiner  Zeit  von  Lansberg  aufgestellte  Formel, 
jemals  als  transscendente  Gleichungen  zur  Bestimmung  des  Bogens  .r 
aufgefafst  wurden.  Einer  solchen  Forderung  zu  genügen,  hätte  auch 
die  damaligen  Kräfte  völlig  über.stiegen ,  wie  sich  bei  jener  bekannten 
Gleichung  zeigte,  auf  die  Kepler  1609  bei  Untersuchung  der  Gestalt 
der  Marsbahn  gestofsen  war  und  die  nachmals  den  Namen:  „das 
Kepler 'sehe  Problem"  erhielt-). 

An  die  theoretischen  Ausführungen  über  die  Berechnung  ebener 
Dreiecke  schliefsen  sich  in  der  Trigonometrie  des  Snellius  die 
Lösungen  geodätischer  Probleme  an,  von  denen  wir,  da  wir  ja  die 
Anwendungen  der  Trigonometrie  grundsätzlich  von  dem  Plane  unseres 
Werkes  ausschliefsen ,  nur  eines  vorübergehend  bemerken  wollen, 
weil  es  bisher  einer  viel  späteren  Zeit   zugeschrieben  wurde.     Es  ist 


1)  Albert  Girard  hat  diese  beiden  Formeln  des  Snellius  in  seiner  oben 
besprochenen  trigonometrischen  Schrift  angemerkt;  später  findet  sich  die  erstere 
noch  wiederholt  in  der  Litteratur,  so  bei  Ozanam:  Nouvelle  Trigouome'trie 
16Ü9,  und  noch  bei  Dienger,  Handbuch  der  Trigonometrie  1855.  Vgl.  auch 
Le  Paige,  Mathesis  X.  1890,  34  — :i6  und  Brocard  ebenda.  IX.  IGl.  —  2)  Es 

ist  dies  die  Gleichung    r.r -j- e  sin«  =  — rre,    die  Kepler  in  seiner  Astronomia. 

Opera.     Ed.  Frisch  III.  411    entwickelt. 
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dies  dns  jetzt  unter  dem  Namen  „die  Aufgabe  von  Hansen"  be- 
kannte Problem:  die  Distanz  zweier  Punkte  ('  und  D  in  der  Ebene 
zu  bestimmen,  wenn  eine  teste  Standlinie  AB  und  die  Gesichtswinkel 
gegeben  sind,  unter  denen  die  Linien  BD  und  AC  einerseits  und 
die  Linien  AI)  und  BC  andererseits  von  A  und  B  aus  erscheinen. 
Er  führt  diese  Aufgabe  für  alle  vier  möglichen  Lagen  der  Standliuie 
zu  den  beiden  Punkten  ü  und  I)  in  sehr  eleganter  Weise  und  zwar 
numerisch  durch.  Ein  anderes  Grundproblem  der  Geodäsie,  das  mit 
demselben  Unrechte  den  Namen  des  französischen  Mathematikers 
Potheuot')  erhielt,  behandelte  Snellius  schon  in  seinem  Era- 
tosthenes  Batavus  (Lib.  II.  Cap.  X.  p.  199).  Es  ist  dies  bekanntlich 
die  Aufgabe:  „Aus  den  gegenseitigen  Abständen  dreier  Punkte  die 
Entfernung  derselben  von  einem  vierten  zu  bestimmen,  wenn  die 
Gesichtswinkel  gemessen  sind,  unter  denen  die  Entfernungen  der 
ersten  drei  Orter  von  dem  vierten  aus  erscheinen."  Er  löste  sie, 
indem  er  die  Radien  der  beiden  Kreise  bestimmte,  auf  denen  der 
vierte  Punkt  liegen  mufs. 

Auch  in  der  sphärischen  Trigonometrie  hat  Snellius  Bemerkens- 
wertes geleistet.  Vor  allem  findet  sich  bei  ihm  das  eigentliche 
Supplemeutardreieck")  präzis  definiert  und  verwendet,  durch  welches 
es  ihm,  wie  er  sagt,  gelingt,  die  für  seine  Vorgänger  noch  not- 
wendigen Betrachtungen  über  die  gegenseitigen  Gröfsen Verhältnisse 
der  Seiten  und  Winkel  des  gegebenen  Dreiecks  fallen  zu  lassen. 
Ofi'enbar  hat  er  Vieta's  Figuren  genauer  als  seine  Vorläufer  an- 
gesehen und  daraus  den  Vorteil  des  Supplement  ardreiecks  vor  seinen 
Nebendreiecken  erkannt^). 

Dafs  ihn  überhaupt  Vieta's  Werke  besonders  beeinfiufsten,  dafür 
spricht  unter  Anderem  auch  der  Umstand,  dafs  er  die  Hauptformeln 
der  Trigonometrie  genau  in  der  von  jenem  gegebenen  und  bisher 
wenig  benützten  Gestalt  anführt.  Bei  dieser  Gelegenheit  gibt  Snellius 
auch  zum  erstenmale  einen  Beweis*)  für  die  Cotangentenformel  Vieta's, 
und  zwar  geometrisch  auf  denselben  Prinzipien,  deren  sich  schon 
Rhaeticus  bei  seinen  Beweisen  bedient  hatte. 

Snellius  war  unzweifelhaft  ein  vorzücrlichur  Kenner  der  Trigono- 


1)  Dies  wurde  wohl  zuerst  vou  Kästner  bemerkt.  Geometrische  Ab- 
handhiugeu,  erste  Sammlung  IT'.iO.  Göttino;en.  Einleitung.  —  Pothenot's 
Abhandlung  erschien  in  den  Memoires  de  FAcademie  royale  X.  1730.  150  — 15:3, 
war  aber  schon  1692  vorgelegt  worden.  Über  die  weitere  Geschichte  dieses 
Problems  siehe  Kästner  a.  a.  0.  409.  —  2)  Trigonometria  lib.  IIL  Prop.  VIII, 
120:  „Si  ex  augulis  datis  tripleuri  tamquam  polis,  maximi  circuli  describantur, 
compreliendent  tripleiirum,  cujus  latera  et  anguli,  laterum  et  augulorum  primo 
datorum  residuis  reciproce  respondeant."  —  ?,\  A.  a.  <J.  180  erwähnt  er  die 
Enallage  nUvqoyoivCv.}]  Vieta's.  —  4)  A.  a.  0.   lib.  II.    Prop.  V.   201. 
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metrie  und  verstand  sie  bei  seinen  praktischen  Arbeiten  gewandt  zu 
handhaben,  jedoch  kannte  weder  er,  noch  sein  Zeitgenosse  Girard  die 
Logarithmen,  was  darin  seinen  Grund  hat,  dafs  dieselben  erst  in  dem 
Todesjahre  des  ersteren  in  den  Niederlanden  in  weiteren  Kreisen  be- 
kannt wurden.  Übrigens  schliefst  mit  Snellius  und  Girard  noch 
keineswegs  die  ältere  Periode  der  Trigonometrie  in  Hollfind  ab,  denn 
in  demselben  Jahre,  in  welchem  des  Snellius  Trigonometrie  er- 
schienen war,  lt')27,  gab  Franz  van  Schooten,  der  Altere  „Tabulae 
sinuum,  tangentium,  secantium  ad  Radium  lOOdOOoO  avec  l'usage 
d'icelles  en  triangles  plans"  zu  Amsterdam  in  8"  heraus,  die  noch 
1683  zu  Brüssel  wieder  aufgelegt  wurden.  1632  erschien  hiervon 
eine  von  Stampioen  besorgte  niederländische  Ausgabe,  in  der  die 
sich  auf  die  ebene  Trigonometrie  erstreckende  Einleitung  des  Originales 
noch  um  eine  kurze  sphärische  Trigonometrie  vermehrt  war*).  Auch 
wurde  die  Schrift  ins  Französische  übersetzt  und  1672  zu  Ronen 
herausgegeben ').  Die  dem  Original  beigegebene  Trigonometrie  ist 
kiirz  und  bündig  und  enthält  alle  Hauptsätze.  Das  Gleiche  gilt  von 
der  sphärischen  Trigonometrie  Stampioen's,  in  welcher  sich  ähnlich 
wie  bei  Girard  Versuche  einer  Formelschrift  finden. 

Frauziscus  van  Schooten  (1581  — 1646)  lebte  in  Leiden, 
wurde  nach  Ludolph  van  Ceulen's  Tode  dessen  Nachfolger  und 
1615  Professor  an  der  Universität,  ein  Amt,  das  er  bis  zu  seinem 
Tode  bekleidete.  Übrigens  blieben  ihm  die  trigonometrischen  Loga- 
rithmen keineswegs  fremd,  denn  in  seinem  Nachlasse  fand  sich  neben 
einer  „Doctrina  Prosthaphaeretica"  auch  eine  „Trigonometria  Loga- 
rlthmica",  die  aus  dem  Jahre  1632  stammt ■*).  Nebenbei  bemerkt 
hat  sich  auch  sein  Sohn  gleichen  Namens,  der  1615  — 1660  lebte, 
1646  der  Nachfolger  seines  Vaters  wurde  und  ihn  an  wissenschaft- 
licher Bedeutung  übertraf,  neben  seinen  Arbeiten  über  die  analytische 
Geometrie  Descartes',  ähnlich  wie  Ludolph  van  Ceulen,  mit  An- 
wendungen  der  Trigonometrie   auf  theoretische  Fragen  beschäftigt*). 

Femer  war  in  Amsterdam  1622  die  „Astronomia  Danica"  Longo- 
moutan's  erschienen,  den  wir  schon  früher  als  einen  eifrigen  Ver- 
teidiger der  prosthaphäretischen  Methode  kennen  lernten,  und  da 
sein  Werk  noch  1640  wieder  aufgelegt  wurde,  scheint  die  ältere 
Methode  damals  noch  immer  Anhänger  gefunden  zu  haben. 


1)  Kort  By- voeghsel  der  Sphaerischer  Triangulen  door  J.  J.  Stampioenium, 
Juniorem,  Mathematicum.  Tot  Rotterdam  1632.  8".  —  2)  Bierens  de  Haan 
Bouwstoffen  voor  de  Geschidenis  der  Wis-  en  Natuurkundige  Wetenschappen 
in  de  Nederlanden.  Xni.  Verslagen  en  Mededeelingen  der  k.  Akademie  van 
Wetenschappen  XIIB.  37  und  53  —  54.  —  3)  Bierens  de  Haan  a.  a.  0,  45.  — 
4)  Exercitationes  mathematicae  1657. 
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Ebenso  wenig,  wie  diese  Männer,  schlofs  sich  Adrianus  Met  ins 
in  seinem  späteren  Alter  der  neuen  Richtung  an,  denn  weder  seine 
1()26  erschienenen  „Arithmeticae  libri  duo  et  geometriae  libri  sex" 
Liigd.  Bat.  in  4",  welche  eine  kurze  ebene  Trigonometrie  mit  einem 
Kanon  der  Sinusse  von  10'  zu  1(J'  enthalten,  noch  sein  schon  früher 
erwähntes  „Primum  mobile"  von  löHl  zeigen  irgend  eine  Spur  von 
Logarithmen.  Das  Gleiche  gilt  von  einer  Schrift  des  Brüsseler 
Jesuiten  Jacques-Honon-  Durand  (1598  —  ltj44),  der  einen  Lehr- 
stuhl dur  Mathematik  in  Grasse  in  der  Provence  inne  hatte.  Diese 
führt  deji  Titel ') :  „Euclidis  six  primi  elementorum  geometricorum 
libri  etc."  \6?>ti  in  12"  und  enthält  eine  kurze  Trigonometrie,  die 
aus  Clavius'  Werken  geschöpft  ist  und  eine  Tafel  der  Sinus, 
Tangenten  und  Sekanten  für  den  Radius  10-^  aufweist.  Überhaupt 
folgten  die  Mitglieder  des  Jesuitenordens,  von  denen  damals  viele 
Lehrstühle  der  Mathematik  und  Astronomie  inne  hatten,  lange  Zeit 
der  von  ihrem  Altmeister  Clavius  vorgezeiehneten  Richtung  und 
kümmerten  sich  weniger  um  die  neue  Methode.  So  übergeht  sie 
auch  Johann  Ciermans")  (f  1648),  Professor  der  Mathematik  zu 
Löwen  und  Äntwei-pen,  der  in  seinen  „Disciplinae  mathematicae"  von 
1(540  auch  die  Trigonometrie  berührt.  Li  einem  ähnlichen  aber  weit 
umfassenderen  Werke,  dem  „Canon  mathematicus  sive  absoluta  mathe- 
maticarum  disciplinarum  Encyclopaedia"  Herbipoli  Kiöl  in  4"  gibt 
der  Jesuit  Caspar  Schott  lib.  IV  und  V  noch  eine  elementare 
Trigonometrie,  die  keinerlei  Fortschritt  zeigt  und  sich  nur  einer 
daselbst  mitgeteilten  Tafel  für  Sinus,  Tangens  und  Secaus  bedient. 
Derselbe  kennt  zwar  die  logarithmische  Trigonometrie,  mufs  aber 
„wegen  Platzmangels"  von  ihrer  Mitteilung  abstehen  und  verschiebt 
ihre  Besprechung  auf  öine  andere  Gelegenheit.  In  der  That  erschien 
auch  1674  eine  neue  Ausgabe  seines  Werkes,  in  welcher  die  Loga- 
rithmen und  ihre  Anwendungen  enthalten  sind.  Er  gibt  dort  Tafeln 
der  Sinusse,  Tangenten  und  Sekanten  und  ihrer  Logarithmen  auf 
10  Dezimalen. 

Ferner  ist  noch  zu  nennen  der  als  Astronom  wohlbekannte 
Jesuit  Christoph  Grimberger  (1580 — 1636),  welcher  ein  Schüler 
des  Clavius  war  und  zuerst  in  Osterreich,  dann  in  Rom  lebte  und 
lehrte.  Er  gab  1630  ein  viel  gebrauchtes  Lehrbuch  der  Trigono- 
metrie^) heraus,  das  sich  ebenfalls  nur  der  älteren  Methode  bediente. 


1)  Quetelet,  Histoire  des  Sciences  Mathematiques  et  Physiques  chez  les 
Beiges  •202.  —  2)  Vgl  über  ihn  Cantor  IL  657.  —  3)  Elementa  trigonometrica, 
id  est  sinus,  tangentes,  secantes  in  partibus  Sinus  totius  100000  in  8".  Backer, 
Bibliotheque  des  ecrivaius  de  la  Compagnie  de  Jesus,  zitiert  eine  Ausgabe  der 
Schritt  von   1G19. 
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Die  iu  demselben  eutbalteiieo  Tafeln  der  Funktionen  sind  übrigens 
mit  besonderer  Sorgfalt  berechnet,  indem  z.  B.  zur  Bestimmung  der 
Sekanten  auf  5  Dezimalen  die  Sinusse  auf  10  Dezimalen  zugrunde 
gelegt  werden.  Die  Zahl  ji  wird  in  dieser  Schrift  auf  'i>^  Dezimalen 
richtig  angegeben. 

Eine  andere  Schrift,  welche  die  Logarithmen  ignoriert,  ist  die 
1640  in  Ingolstadt  erschienene  „Arithmetica  vulgaris  et  Trigonometria 
rectilinearum  prout  universae  geometriae  practica"  von  dem  polnischen 
Mathematiker  Tonski,  der  die  Tafeln  des  Regiomontan  und  Clavius 
verbesserte  und  auf  den  Radius  lO"  erweiterte.  Eine  zweite  Schrift, 
welche  1645  erschien,  ist  eine  verbesserte  Auflage  der  ersten  und 
enthält  zu  der  ebenen  Trigonometrie  auch  noch  die  sphärische. 

Es  kann  nicht  unsere  Aufgabe  sein,  alle  die  verschiedeneu 
Schriften  und  Lehrbücher  aufzuzählen,  welche  in  jener  Zeit  er- 
schienen, wir  wollten  nur  in  den  angeführten  Beispielen  darthun, 
wie  noch  bis  über  die  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  hinaus,  trotz  der 
weiten  Verbreitung  der  Logarithmen,  von  vielen  Seiten  mit  grofser 
Zähigkeit  an  der  alten  Methode,  die  sich  dii'ekt  der  trigonometrischen 
Linien  bediente,  festgehalten  wurde. 
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baculus    geometricus    (astronomicus")  = 
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Dorsum  des  Astrolabiums  80. 

Dreieck,  ebenes  15,  26,  27,  58,  66, 
67,    82,    105,    125,    126,   129,  134,   160. 

176,  177,    180,    187  —  189,    191.    196, 
201,  202,   212,   215,  217,  244. 

Dreieck,  eingeschriebenes  173. 

„       ,  gleichschenkliges  117,  125. 

„  ,  rechtwinkliges  2,  4,  7,  17  —  20, 
24—27,  41,  53,  58—60,  62,  66,  68—70. 
72,  82,  84,  91,  105-107,  117,  122, 
123,  125  —  129,  134,  141,  142,  146, 
148,  151,  152,  159,  160,  164,  176, 
178,  179,  180,  182,  184,  185,  187, 
188,  196,  201,  212,  215  —  219,  225, 
227,  229,  232,  234,  237,  242. 
Dreieck,  reguläres  19,  111,  112. 

„       ,  schiefwinkliges  24,  26,  27,  53, 
66  —  69,    82.    91,    105,     106,    125,    128, 

177,  180,     183,    189.     197,    200,    202, 
212,  218,  225,  229,  232,  234,  238. 

Dreieck,  sphärisches  7,  10,  12,  15,  18, 
25,  26,  27,  38,  41,  42,  53,  54,  58,  60, 
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62,  67,  71,  72,  82.  84,  122,  123,  127, 
128,  130,  132,  134,  137,  145,  151, 
152,  156,  160,  179.  180,  184,  185, 
189,  190,  191,  196.  198,  212,  215, 
216,  218,  224.  225.  227,  228,  230, 
232.  233,   237,  238,  246. 

Dreieck,  umgeschriebenes  173. 

Dreieckslehre  142,  143,  180,  188,  215, 
227,  236,  242. 

Dreieckszahlen  166. 

Dreikant  60,  68.  142,  148,  180. 

Dreiteilung  des  Winkels  21,  28,  121, 
167,   170,   171,  206,   207,  214. 

Dreiteilungsgleichung  72,  73,  75,  170, 
171.  207,  208,  214,  222. 

Dschäbir  ihn  Aflah  50,  62,  76,  77,  81—84, 
92,  96,  100,  105  —  107,  127.  128,  138, 
139,   141,   142,   150,   152,   179. 

dsehaib  49,  50. 

dschiba,  dschiwa,  siehe  djyä. 

dschib  temäm  84. 

dschib  fadhal  84. 

Dschingiskhan  65. 

Duchesne,  Simon  173. 

Dürer,  Albrecht  189. 

Dupuis  3. 

Durand,  Jacques- Hon ore  247. 

E. 

Eisenlohr,  A.  1,  2. 

Ekliptikschiefe  24  —  26,  42,  136,  143. 

elgeib  49. 

Enallage    TtXivQoycovi-nj]    182,    193,    224, 

227,  245. 
Encyklopädie  96,  112,  247. 
End,  W.  210. 
Ende  96. 

Eneström,  G.  89,  158. 
Epiz3-kelsystem  31. 
Eratosthenes   14. 
Erdsinus  (kshitijyä)  38,  39. 
Ergänzungstheorem,  siehe  Ersatztheorem. 
Ersatztheorem  59,  61,  67  —  69. 
Eudemus  6. 
Eudoxus  7,  10. 
Euklides    3,   6,    14,    15,    17,    19,   46.   87, 

105. 
Euklidübersetzung   von  Campanus    101, 

121. 
tv»H'a  (Sehne)  18,  21. 
Exzentrizität  26. 


Fatimiden  62. 

Favaro,  A.  108,  187,  191,  201,  229,  234. 

Feldmefskunst    9,    30,    91,    93,    96,    114, 

193,  204,  225,  226,  228,  244,  245. 
Feldmessung  1,  80,  88,  93,  117. 
Ferdinand,  Kaiser  211. 
Figar  44,  45. 

figura  katta  46,  47,  51,  66,  81.  96,  11)2. 
figura  sectoris,  siehe  figura  katta. 


Figurierte  Zahlen  167. 

Finaeus,    Orontius    139,    154,   155,   173. 

Finger  (Lilngenmafs)  38,  39,  51,  84,  100. 

Fink,  Thomas  151,  178,  186  —  189, 
191  —  193. 

Flächenformel  des  sphärischen  Dreiecks 
238. 

foecundus  ^  Tangente  161. 

foecundus  residuae  ^  Cotangente  161. 

Fo-kuu  4. 

Forcatel  157. 

Formaleoni.  Vincenzo  115. 

Formelsprache  63,   71,  229,  238,  246. 

Fra  Luca  di  Borgo  Sancti  Sepulchri, 
siehe  Luca. 

Franz  I.   183. 

Friedrich  I.,  Barbarossa  92. 

Friedrich  IL,  von  Hohenstaufen  95, 96, 99. 

Friedrich  IV..  Kurfürst  213,  221. 

Friis  194. 

Frisch  196,  210,  211,  244. 

Frobenius  203. 

Fünfeck  19,  189,  209. 

Fünfeckseite  121. 

Fünfteilung  167,  168,  170,  207. 

Fünfteilungsgleiohung  171,  207,  222. 

Fünfundvierzigteilung  174. 

Fünfzehneck  174. 

Fuudamentalformeln  für  das  rechtwink- 
lige sphärische  Dreieck  16,  25,  5s, 
67,  68,  82,  84,  122,  123,  128,  142, 
148,  179,  184,  185,  188,  217,  227, 
231  —  233. 

Funktionentabelle  114,  147,  248. 

G. 

Gassendi  141. 

Geber,  siehe  Dschäbir. 

Gellibrand  177. 

Gemma  Frisius,  Rainer  79,  117,  228. 

Geodäsie,  siehe  Feldmefskunst. 

Geographie     11,    26,     65,     84,    93,    115, 

133  —  135,   148,  203,  225. 
Geometrie  3,   8,   9,   16,   17,   30,   70,   87, 

88,   93,    103,    112,    145,   150,  164,  175, 

186  —  189,  205,   228. 
Geometrie,  praktische  9,  87,  88,  93,  95,  96, 

98,   107,   108,   HO,   113,   114,   127,   189. 
Geometrie,  zeichnende  7. 
Geometrisches  Mittel  152. 
Gerbert  (Sylvester  IL)   88. 
Gerhard  von  Cremona    45,   46,   50,    79, 

81,  92,   150. 
Gerhardt,  C.  J.  224. 
Gernerth,  A.  221  —  223. 
Giese,  Tidemann  140. 
Girard,  Albert  228,  237  —  239,  244,  246. 
Gleichung  dritten  Grades  21. 
Gnomon   4,  6,  7,  26,  38,  39,  51,   52,  84, 

100,  101,   151,  153. 
Gnomonik   33,   41,    52,   7.5,   80,  85,  148, 

151,  225. 


Naiiioii-  und  Siiclu-f'i'ister. 


203 


(loldberg,  Berl  103. 

Goldener  Schnitt  170. 

Goniometrie  151,  l&ü,  157,  IGO,  1Ü3,  171. 

Goniometrische  Formrln  IT)!,  101  —  103, 
1H7,  224. 

Goten  87. 

Graesse  MO,  223. 

Graphische  Auflösung  sphärischer  Drei- 
ecke 7,  3H,   11)0,   191. 

Graphische  Methode  3,  10,  U,  13,  14, 
32,  83-    ,S5,  228. 

Gregoras  Nikephorus  i)l. 

Griechen  1,  5  —  11,  13—10,  is,  ly, 
22  —  34,  30,  38,  42,  44,  47,  48,  51, 
55,  50,  05,  07,  71,  85,  80,  8'J,  '.»0, 
102,    105,   125,   120,  130,  141,  142,  150. 

Grimberger,  Christoph  247. 

Grundfunktionen  140. 

Günther,  S.  14,  20,  71,  103,  100,  107, 
114,  115,  127,  132  —  134,  137,  IS'.I, 
193. 

GuUielmus  Auglicus  U'J. 

Gunter,  VVolfgang  145. 


H. 

Hagaecius  194. 

Hakimitische  Tafeln  Ol,  02,  04,  05,  72, 

100. 
Halbsehne  33,  38,  50,  141. 
Haller,  Stanislaus  19o. 
Halley  14. 

Halma  10,  IG  -  28,  40,  51. 
Handtafeln,  chronologische  27. 
Hankel  52,  53,  59,  02,  72,  74,  82. 
Hansen  245. 
Hartmann,  Georg  133. 
Härün  Arraschid  43,  40. 
Heiberg  11,  14,  10,  18,  19,  21—27,  51, 

101. 
Heinrich  UI.  157. 
Heinrich  von  Hessen  109. 
Heinrich  lY.  von  Navarra  157. 
Hektemoron  12. 
Henry  42. 

Hermann  der  Lahme  95,  99. 
Herodot  0. 

Herou  von  Alexandrien  s,  9,  30,  89,  9S. 
Heron  von  Bvzanz  89. 
Hettner,  A.   103. 
Hicksoskönige  1. 
Hieronymus  5. 
Hindu  31. 
Hipler  144,  228. 

Hipparch  9  —  12,  14,  17,  20,  79,  190. 
Höhe,  astronomische  40. 
Höhenmessung  4,  14,  80,  88,  98,  225. 
Höhenwinkel  6,  98. 
Horizont  11  —  13,  38,  39,  80. 
Hortensius,  Martin  239. 
Hugenottenpartei  157. 
Hiilägü  65, 
Hultsch  8,  9. 


Ilunaiii   ibn   Ishäk   40. 

Ilundson,  Kalph  223. 

Hussam  Uddin  00. 

llutton   159. 

Hiiygens,  Christian  243. 

hypotenusa  -    Sekante     141,     140.    147, 

'  158,    100,    101,    184,    237. 
Ilypatia  2K,  29. 
Ilyp.sikles  15. 

I. 

.lalija  ibn  Cliälid  40. 

.lakob  Anatoli  90. 

Jakob  bi'ii  Machir  Prophiat  (Prophatius) 

101. 
Jakobstab  104,  117,  133,   149. 
Ibn  Al-Adami  44. 
Ibn  Al-Kifti  44. 
Ibn  Esra,  siehe  Abraham. 
Ibn  Jünos  01  —  05,  OS,  72,  85,   130,   180. 
Ibn  Matar  46. 
Ibn  Sinnä  83. 
Ideler  14,  19,  22. 
lean  de  Tournes  150. 
Jean  Errard  de  Barleduc  174. 
Jehuda  ben  Mose  Cohen  99. 
.Jehuda  ben  Salomo  Cohen  90. 
ilkhanische  Tafeln  05,  lOo. 
Immanuel  ben  Jakob  103. 
Inder   14,   30  —  38,  40  —  42,   44,   48,  49, 

51  —  5.3,  59,  02,   75,   78,  79,   130. 
Inklination  der  Magnetnadel  133. 
Instrument  zur  Dreiecksauflösung  228. 
Instrumente,   astronomische   79,  80,  83, 

85,   99,   103,  104,   110  —  118,   138,   139. 
Instrumentum  primi  mobilis  81,  138,  139. 
Interpolation   121,   123,   159,  233. 
Interpolationsformel  35. 
Interpolationsverfahren    21,    56,    75,   97, 

114,   117,   121,  211. 
Inversio  x«r'  ävaTtlriQtoaiv  182. 
Jöstel,  Melchior  197,  199,  202,  203,  220, 

230. 
.lobanna  d' Albert  157. 
Johann  de  Lineriis  107,  111. 
Johann  de  Muris   107. 
Johann  de  Saxonia  107. 
Johann  von  Brixen  101. 
Johann  von  Gemunden,   siehe  Schindel. 
Johannes  Chryppfs,  siehe  Cusanus. 
Johannes    Hispalensis,    siehe    Johannes 

von  Luna. 
Johannes  von  Gran  116. 
Johannes  von  Luna  92. 
Johannes  von  Palermo  90. 
Johannes  von  Sevilla,  siehe  Johannes  von 

Luna. 
Joseph  ibn  Wakkar  103. 
Jourdain  65. 
Irreduzibler  Fall  der  kubischen  Gleichung 

171. 
Isak  Argyros  90. 
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Isak  ben  Joseph  Israeli  10;i 
laak  ibn  Sid  =  Rabbi  Isak  '.i'.i 
Juden  4G,  89,  92  —  94,   lüO,   Uli,   10:i 
Jussuf,  Emir  76, 
Justiuiau  29. 


Kabasilas,  Nikolaus  91. 

Kästner,   A.  G.    22,    50,    141,    174,   185, 

186,  203,  212,  243,  245. 
Kalenderrechuung  86. 
Kanon,  astronomischer  28,  155. 
Kanon   der  Sinusse  etc.    145,    148,   152, 

156,    158  —  160,    163,     164,    178,    184, 

187,  191,  200,  205,  221,  222,  224  —  226, 
228,   230,  234,  237,  247. 

Kanon    der    Tangenten    und    Sekanten 

187,   221,  224,  230,   234. 
Kanon    des    Rhaeticus    140,    145  — 148, 

151,    152,     156,     15S,    160,    178,    184, 

200,    212-215,    217,    219,    221—223, 

237. 
Kardadja  44,  45,  78,  102,  110,  120. 
Kardaga  =  Gardaga,  siehe  Kardadja, 
Karl  der  Grofse  S8. 
Karl  V.,  Kaiser  137,  138. 
Katharina  von  Parthenay  157. 
Äß'O'fros  ^  Tangente  144 
Kepler.  Johann  138,  196,  205,  209  —  211, 

235,  239,  244. 
Kesten  (xfora)  86. 
Khalifeii  42  —  44,  59,  76. 
Killingworth ,  Johann  109. 
KisslLng  3. 

Kolur  der  Solstitien  80. 
Komplementärfunktionen   145,  147,  151, 

159,     161,    179,     187,    189,    221,    224, 

225,  229,   232  —  234. 
Kongruenzsätze  15. 
Konvergenz  173. 
Koppe  18. 
Ko- Schau -kiug  5. 
Kosmographie  137,  139,  155,  19.'i. 
kramadjyä  34,  45. 
Kreisfläche  2,  172. 
Kreiskonchoide  121. 
Kreismessung    66,    173  —  176,    228,   242, 

243. 
Kreispolygone,  siehe  Vielecke. 
Kreisumfang  2,   4,    19,   37,   54,  97,  112, 

174. 
Kreisviereck  19,  20,  167. 
Kremer,  A.  v.  43. 
Krumbacher,  K.  29,  90,  91. 
kshitijyä  (Erdsinus)  38. 
Kugeldreiecke,    siehe    sphärische    Drei- 
ecke. 
Kugelgeometrie  70. 
Kugellehre,  siehe  Sphärik. 
Kvir.=!  der  Schifte  114, 
Kutta,  M.  9S. 
kuu  4. 


Ladislaus,  König  von  Ungarn  115. 
Länge,   astronomische   24,   26,  42,   136, 

143,  195. 
Länge,  geogi-aphische  134. 
Längendiiferenz  zweier  Ürte  135. 
Längenmessung  98. 
Lagrange  21. 
Lansberg,    Philipp  von    175,    176,    181, 

189,  192,  242,  244. 
Lateiner  86,  90,  92. 
latus  rectum  116. 
latus  versum  116. 
Lefevre,  -Jacques  154. 
Lemma  in  18  modis  46. 
Lenonnant  11. 
Leon  der  Mathematiker  29. 
Leonardo  Pisano,  Fibonacci  73,  90  —  98, 

114. 
Leonelli,  Giuseppe  Zacchini  172. 
Le  Paige  244. 
Levi    ben    Gereon    82,    103  —  107,    125, 

126 
Liber  Abaci  des  Leonardo  96. 
Libri  89,  93,  107,  114,  235. 
Lilaväti  33,  37. 
Liouville  21,  56. 
Liu-hwuy  5. 
Logarithmen  18,  63,  136,  137,  144,  156, 

197,    202,    203,    212,    235  —  237,    239, 

246  —  248. 
Logarithmentafel  124,  147,  158,  223. 
Logarithmische  Trigonometrie  236,  246, 

247. 
Longomontanus,  Chr.   S.  136,  195,   197, 

202,  203,  246. 
Luca  Paciuolo   113,  114, 
Lucas  Gauricus  101,  153. 
Ludolphische  Zahl,  siehe  Tt. 
Lndolph  van  Ceulen  173  —  175,  226,  246. 

M. 

Magiui,  Job.  A.  151,  187,  189,  191, 
192,  202,  229,  231—235. 

Magnus  canon  trigonometricus  des  Ma- 
gini  234. 

Mahmud,  Sultan  61. 

Manitius,  K.  10,  15. 

Marre,  A.  36,  54,  84. 

Marteloio  oder  Martologio  114. 

Martin,  Ph.  H.  8, 

Maseres  159, 

Mathäus  von  Gurk  130,  134,  135. 

Mathematik  1,  3,  5,  7,  22,  28,  29,  42, 
44,  45,  46,  48,  50,  59,  61,  75  —  77, 
87  —  89,  92  —  94,  96,  101,  103,  107, 
108,  110,  111,  114.  133,  137,  139—141, 
145,  146,  148,  150,  153,  154,  156,  173, 
174,  187.  196,  197,  202,  203,  212, 
224,  237,  239,  247, 

Mathias  Corvinus  119,  122, 
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Maiulith,  .(ohiinncs  108. 

Maurolyciis  von  Messina,  14,  Iti,  47,  132, 
140,  "löo  — IT);),   100,   187,   192. 

Mechanik  87,   Its,  i;».'',,  220. 

Mi'hiuchthüii,  Ph.   14K,   14'J. 

Mi'liti-niota,  Thcoiloros  '.II. 

iVloiiclaus  von  Alexaudrien  14  — 17,  20, 
31,  40,  40,  47,  08  —  00,  00,  07,  7;'., 
81,  'J2,  101,  102,  127,  128,  130,  132, 
142,  löO,   löl,   1«4,   180,   188. 

Menz/.er  140. 

Meridian  11—13,  38,  3'J,  41,  03,  8«),  134, 
230. 

Meridioiiaklistanz  40. 

Mr'riem-al-Tch("lebi  hü,  72. 

Mersinstrumenle  80,  8K,  li«,   1(I4,   117. 

Methode  der  Monddistan/.fii  7. 

Metiiis,  Adriaeu  175,  228,  247. 

Metochites,  Theodoros  91. 

Mettayer,  .lohanu  183. 

Michael  Palaeologus  90. 

Michael  Scotus  95. 

Mittagshöhe  tiS. 

Mittagslinie  38. 

Moerbecke,  Wilhelm  von  11,  101. 

Mohammed  der  Prophet  42,  43. 

Moivre,  Abraham  lüh. 

Mollerus   180,   187,   189. 

Mongolen  65. 

Montucla  48,  90,  91,  104,  100,  171. 

De  Morgan  186. 

Morgenweite  25. 

Moritz,  Prinz  von  Nassau  227. 

Moses  ihn  Tibbon  100. 

^lüller,  Johannes,  siehe  Kegiomontanus. 

Mui'zz  Kddaula  59. 

Munk  49. 

Murr,  Chr.  Th.   121. 

Mflsä  70. 

N. 

nädi  ^Zeitmafs)   38. 

Nadir  38. 

Nähei-ungskonstruktion   189. 

Näherungsmethoden  zur  Gleichungsauf- 
lösung 72,  73,   75,   171,  207. 

Napoli  150. 

Nasir  Eddin  Tüsi  17,  47,  58—01,  05—08, 
70—72,  75,  82,  85,  86,  91, 119, 125—129, 
178,   184,   185,  218. 

nata  (Stundenwinkel)  40. 

Nautik,  siehe  Schitfahrtskunde. 

Neper  178,  ISO,  235. 

Neper'sche  Regel  178,  186. 

Nesselmanu  22. 

Neuneck  209. 

Neunteilung  209. 

Neuplatoniker  28,  29. 

Neuplatonismus  29. 

Neupvthagoräer  29. 

Newton,  J.  32,  211. 

Niehtkongruenz  15. 


Niederländer  175. 
NikephoruM,  Uregoras  91. 
Nikomachus  >s7. 
Nizze  7,   15. 
Nngo-kuu  4. 
Nokk   14. 

Nonius  il'edro  Nunez)  118,   154,   173. 
M-Teiluug  der  trigonometrischen  Punk- 
tionen 160. 
Null,  griechische  22. 


OUeris  88. 

Oloug  lieg,  siehe  Ulng  lieg. 

(Jmajadeu  43,  70,  77. 

Ümar  Al-Cliaiyami  04,  72. 

Omnisanctus  111. 

Optik  05,  148. 

Opus  Palatinum  84,  145—148,  159,  205, 

212  —  215,   220  —  223,   229. 
Orthogonalprojektion  11,  32,  63,  04,  75, 

129,   190,  230. 
Ortsbestimmung,  Methode  der  11. 
Oslander  140. 

Ostaraber  42,  81,  83,  118,  132. 
Ostpunkt  12,  80. 
Oströmisches  Reich  29. 
O.st -West -Linie  38. 
Otho,  Valentin  130,  145,  205,  212  —  214, 

218  —  221. 
Ozanam  244. 


Paläologen  29,  90. 

Pafichasiddhänticä  32,  35,  30,  38,  40. 

Pappus  27,  29. 

Papyrus  1,  2. 

Peckham,  Johann  108. 

pei  (Gnomon)  4. 

perpendiculum  =  sinu.s    140,    147,    158 

160,  217,  226. 
Perser    5,    42,    44,    Ol,    71,    72,    78,    91, 

183,  200. 
pertica  (Mefsrute)  97. 
Petavius  10. 
Petz  100. 

Peucer,  Caspar  149. 
Peurbach,    Georg    45,   78,   79,    88,   110, 

115  —  120,   122,   137,  208. 
Pfeil  (sahem)  =  sinus  versus  84,  -94,  97, 

100. 
Pfleiderer  115,  118,  144,  145,  188. 
Phaenomena  des  Euklid  14, 
Philosophie  18. 
n.    2,    5,    30,    54,    93,    94,    97,    109,    110, 

112,    113,    110,    173  —  176,    242  —  244, 

248. 
Physik  239. 
piremus  1,  2. 

Pirkheimer,  Willibald  132,  133,   135. 
Pitiscus,    Bartholomäus     73,    158,     177, 
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189,  196,  199,  202,  203,  207,  220— 22S, 

232,  239. 
Planetenbewegung  44. 
Planetensystem  31. 
Planetentheorie  92,  118,  119,  155. 
Planispbaerium  11,  79,  85,  95,  119. 
Plato  7. 

Plato  von  Tivoli  48,  50,  93,  130. 
Playfour  30. 
PlotLnus  30. 
podismus  umbiae  102. 
Pol   11,   12,   17,  24,  80,  128,   185,   190. 
Polarprojektion,   siehe  stereogiaphische 

Projektion. 
Poldistanz  190. 

PolliOhe    12,    13,    25,  38,  40,  52,  53,  64. 
Polybius  14. 
Polygon,  siehe  Vieleck. 
Polygonometi-ie  114,  228. 
Porismen  des  Euklid  17. 
Porphjrius  3. 
Porto'  Emanuel  203. 
postica  astrolabii,  siehe  doi-sum. 
Potenzreihen  243. 
Pothenot  245. 
Praetorius,  Johannes  130,  212,  230,  230, 

237. 
präna  (Athemzug)  38. 
Pratihägajyakä  35,  37. 
Primlinie  112,  113. 
Primzahlen  167. 
Pringsheim,  A.  112. 
Projektionsmethode    13,   31,   33,   38,  41, 

42,    52  —  54,    63,  72,  84,  85,   130,   143, 

220,  235. 
Proklus  0. 
Prony  222. 

Prophatius,  siehe  Jakob  ben  Maehir. 
Proportionaltafel  233. 
Proportionalteile  110,  121,  141. 
Proportionslehre  0,  33,   125. 
Prosdocimo  di  Beldomandi  108,  111. 
Prosinus  =  Tangente  101.  229,  230. 
Prosthaphäresis     135  —  137,     143,     190, 

193  —  198,    201  —  204,    209,   225,    232, 

236,  246. 
Prosthaphäretische  Regeln  (Foi-meln)  162, 

195,  197,  199,  232,  235,  237. 
Prowe,  Leopold  139,  141—144. 
Ptolemäus,  Claudius  10  —  14,  16,  18  —  29, 

31,    40  —  42,    44,   45,    47,  48,    50  —  52, 

54,  56,  59,  60,  67,  73,  75,  78,  79,  81, 

82,  84,  85,  87,  88,  90  —  97,  100-102, 

110,   112,   116,   121,  128,  133,  135,  142, 

143,  157,   163,   177,   188,   190,   206. 
Pfcolemäischer    Satz     19,    20,    73,    127, 

167. 
Ptolemäisches  System  118. 
Ptolemäische  Trigonometrie  142. 
Pundit  Bäpü  Dewa  Sästri  32. 
Pyramidalzahlen  166. 
Pyramide  1,  2,  6,  145. 

TfVQttUl'e    1. 


Pythagoräischer  Satz  26,  105,  127,  177, 

"l84. 
Pythagoras  6. 


Quadrant  (Instrument)  85,  98,  99. 

IJuadrantendreieck  227. 

Quadrat,  geometrisches  80,  88,  99,  110, 

117. 
Quadratrix  176. 
Quadi-atur    des    Kreises    64,    109,    111, 

173  —  175. 
Quadruvium  87,  88. 
quai  en  haru  1,  2. 
Quetelet  173,  226,  247. 

R. 

Ra-ä-us  1. 

Radix  206. 

Radolt,  Erhard  121,  144. 

Raganätha  35. 

Raimund  von  Toledo  92. 

Ramessiden  11. 

Ramus,  Petrus  (Pierre  de  la  Rame) 
155  —  157,  187,  212. 

Raska  49,  50. 

Read,  Wilhelm  109. 

Rechnungsmethoden ,  astronomische  9, 
32,   33,  38,   211. 

Rechnungsmethoden,  geometrische  28. 

Rechnungsmethoden,  trigonometrische  3, 
100,  194. 

Regel  der  drei  Gröfsen  33,  203. 

Regel  der  sechs  Gröfsen  10,  17,  24,  40, 
55,  59. 

Regel  der  vier  Gröfsen  17,  47,  58  —  60, 
81,  82,   127  —  129,   141,   184,  225. 

Regiomontanus,  Joliann  17,  47,  48,  50, 
52,  00,  70.  71,  79,  101,  103,  100, 
114,  116  —  127,  129  —  135,  137  —  139, 
141  144,  148  —  151,  153  —  155,  161, 
170,  180,  181,  188,  189,  198,  208, 
220,  248. 

Regula  falsi  171,  209,  225. 

Regula  quatuor  quantitatum,  siehe  Regel 
der  vier  Gröfsen. 

Regula  sex  quantitatum,  siehe  Regel  der 
sechs  Gröfsen. 

Reihenentwickelungen  166. 

Reimers  (Raymarus  Ursus)  173,  175, 
194,  195,  "l97,  200—202,  204,  205, 
210. 

Reinaud   11,  31,  44,  45,  49,  65,  84. 

Reinhard  von  Wurm  111. 

Reiuhold,  Erasmus  148,  149,  151,  159, 
161,   180,   187,  204,  233. 

Rektaszension   25,  26,  57,  62,  122,  149. 

Relation  von  Geber  128,  178. 

Relationen  für  das  rechtwinklige  sphä- 
rische Dreieck,  siehe  Fundamental- 
formeln. 
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1U4. 


löö, 

-218, 
232, 


lüh. 


l^evelatol•  aijcretoniiu  =;  .hikolwtab 

Reziproke  Uezichuni;  IHl. 

|{ezi|ii-okes  Dreieck,  siebe  Sumilciiicntar- 
ilrcii'ck. 

lUiiieticHs,  Ueorif  .loiiebiiii  H-1,  i;i:i, 
IMt-142,  lU  — U'.l,  151,  152, 
15r>,  158  — 1(50,  Kid,  177,  178, 
IKÜ,  187,  iyi,20(l,  204,  205,  212- 
220  —  222,  224,  225,  22S,  229, 
2;S4,  242,  245. 

Uhiiid   1. 

Rico  y  Siuobas,  Manuel  51,  '.i'.i. 

Riel.O.  11. 

Ritter,  Frederic  150,   158,  15;»,  lü;!, 
lü'.l,  171,  174. 

Robertu.s  Aiiglicu.s  '.»8,  il'J. 

RodiT,  Christian  122, 

lioderich,  Gotenköni"  70. 

Rodet  :«,  34. 

Römer  30,  43,  80 

Rosen,  Fr.  54. 

Hotlunann,     ('hristo|ili     193  — 1115, 
211. 

Rnber   212. 

Rudio  173. 

Rnd.ilf  I  .   200,  211,  231. ,_ 

Kndoll'  IV.,  Herzog  von  Osten'eicli 

Kndolf  von   Driigge  95,  190. 

Rudolliuische  Tat'elu  235. 

Riil'ti,  Tbeodoricus  115. 


109. 


s. 

Sachau  45,  00. 

8acrobosco,  .loliaun  de  154. 

Safilia  iSapbäa)  79,  80,  yy,  loi. 

SagiÜa  97,  104,   110,  112. 

Halniän  40. 

Santbeeb,  Daniel   149. 

Sascerides,  tiellins  201. 

Savasorda,  Aljrahani,  siebe  Alirabaui  bar 

Cbijja. 
Scalif4:er,  .Joseph   174,  210. 
Scbäebrnch  72. 

Scbakl  al  katta,  sielie    liyura  katla. 
Schangkao  4. 
Soharaf  Eddaiüa  59. 
Schatten   und   Schattenlänge   6,   20,  38, 

51,    52,    57,    58;    75,    80,    84,    98,     102, 

109. 
Scbattendreieck  51,  57,  102. 
Scbattenmessung  0. 
Scbattenregel,  siehe  Tangenteuregel. 
Schatteutafel   51,    79,  84,   100,   122,   153. 
Seheibel  122,  194. 
Scliitfahrtskunde  114,  115. 
Schitfahrtsi'egel  114. 
Schindel  (.Johann  v.  Gmuudeu)  110,  115, 

120. 
Schlüssel,  Christoph  (Clavius)   189. 
Schöuberg,  Nikolaus  140. 
Schöner,  Jobann   79,  117,   120,   12.;.   124, 

132,   137,   140,   145,   149. 
V    Brau  nrii  il  h  l,  CiöacUichtü  der  'J'riv.'"ii()iiiutr 


Sehooten,  Franz  van,  der  ältere  240. 
„        ,       „         „      der  jüngere    158, 

240. 
Schott,  Caspar  247. 
Scbreckcnfnchs,  Oswald  149. 
Schuler   137,  237. 
Schwcndter,  Daniel  236,  237. 
Scultetus    (Schulz  i,    Hartboloniäus    191, 

190,  223, 
secans  secunda  (Cosekante)  192,  232. 
Sechseck,  reguläres  19,  30,  113,  170. 
Sedillot  49,   50,   02,   72,  83,  85. 
Seekarte  115. 
Seemannstafel   115. 
Sehne    8,  lo,    13  —  10,    18  —  24,   20,   28, 

32,  33,  37,  38,  4y,  50,  55,  07,  73,  82, 

93,  97;  102,  104  —  100,  110,  112,  113, 
110,  129,  134,  135,  148,  107,  108, 
170,   206,  207,  209. 

Schncnmethode  13,  38,  100,  107,  125. 
Sehnenpolj-gone,  siehe  Vielecke. 
Sehneuvechnung  10,  15,  18 — 20,  38,  75, 

101,   102,   111  —  113, 
Sehnentafel    9,    14,   19,    21  —  23,    25,   93, 

94,  97,   98,   100,   102,   114,   134, 
Sehnentrigonometrie  105, 
Sehnenviereck,  siehe  Kreisviereck. 
Sekante   57,   114,    143  —  147,    151  —  153, 

101,  103,  180,  184,  187,  189,  195,  197, 
214,  221,  224  —  220,  229,  233  —  237, 
241,   248. 

Sekantentafel    144,    140,    184,    189,    191, 
192,   240,   247. 

Sekundlinie  112,  113. 

Seleuciden  31, 

Seleucus  Nikanor  31. 

Selim,  Sultan  43. 

Senti  2. 

Seqt  1,  2,  0. 

Sexagesimalbrüche  9,  74,  153,  155,  159, 
213. 

Sexagesimaleinheit  73. 

Sexagesimalrechnung  28,  184. 

Sesagesimalsysteni  19,  34,  111,  120. 

Sexagesimalteil  21. 

Sexagesimalteilung  34,  50,  93,   121. 

Sextus  .lulius  Africanus  SO. 

Shamsaldin  90,  91. 

Siddbänta  32,  41,  42,  44,  45. 

Siddhänta,  Brabmasphuta  45. 

Siddhänta  yiromani  32,  33,  37,  45. 

Siebeneck,  regelmäl'siges  209. 

Siebenteilung  107,  169. 

Sindhind  44,  45,  48  —  50,  54,  78,  79. 

Sinus  13,  16,  18,  32  —  40,  45,  47  —  50, 
54  —  58,  60,  07,  09,  75.  78,  79,  82, 
84,  90,  102,  104—108,  110  —  112, 
114—116,  120—122,  125,  126,  128,  132, 
135  —  139,  141,  145  —  147.  149  —  151, 
155,  159.  101,  104,  10.5,  167.  171,  176, 
177,  179,  187  —  189,  195,  197,  199,  203, 
204,  210,  211,  213,  214,  219,  221  —  226, 
229,  230,  232  —  234,  236-241,  248. 
I.  17 
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Sinusinstrumont   139. 

Sinusrechnung  41.  4i,   110,  210. 

Sinus  rectus,  siehe  Sinus. 

Sinus  rectus  primus  151. 

Sinus  rectus  secundus  139,  lölJ,  ls7, 
23-2. 

Sinussatz,  ebener  27,  66,  67,  8-.',  lO.i, 
106,   114,   126.   177,  188,  21.5.  224,  242. 

Sinussatz,  sphärischer  41.  58  —  61.  64, 
69,  82,  127.  12S,  141  —  143,  180.  182, 
219,  225,  229,  232. 

Sinustafel  22.  31,  33  —  35,  37,  40,  46, 
48  —  51.  54,  56.  57,  62,  69,  72,  73.  7,5, 
79,  84,  94,  100,  102,  104,  105,  107, 
109,  111,  116,  117,  120,  121,  125, 
137,  138,  141,  148,  151.  153.  155, 
156,  166,  189.  191,  192,  196,  197, 
204.  209,  210.  213,  236,  237,  239—241. 
246,  247. 

Sinus  totus  110,  114,  122,  125,  131. 
144-147,  1.59,  160,  163,  177,  196, 
197,  210,  213,  234. 

Sinustrigonometrie  125,  129. 

Sinus  versus  34—36,  40,  45,  49,  50,  55, 
75.  79,  84,  94,  96,  100,  102.  104, 
108,  110—112,  130,  138,  139,  181, 
187,  212,  224,  234,  235,  238. 

Sinus  versus  major  151. 

Sinusversus- Tafel  100. 

Sirius]  ahr  11. 

Sixtus  IV.,   Papst   119. 

Snellius,  Rudolf  239. 

Snellius,Willebrord7<>,  112,113,175— 177, 
189,  227,  237,  239.  241  —  246. 

Snijder  =  Sekante  226. 

Sohncke  17.  127. 

Sokrates  172. 

Solstitien  80. 

Sonnenfinsternis  27. 

Sonnenhöhe  6,  12,  40,  51  —  53,  78,  84, 
85,   102,   117. 

Sonnenjahr  11. 

Sonnenort  11,  12,  32. 

Sonnenuhr  6,  7,  11,  85,  196. 

Sphäre  7,  14,  154,  155. 

Sphärik  14  —  17,  .58,  81,  92,  93,  101, 
127,  128,   1.50  —  1,53. 

Stabius   134. 

Stadion,  Christoph  139. 

Stampioen,  .J.  .J.  246. 

Steinschneider,    Moritz    45.    46.   48,    77, 

79,  81.  89,  92  —  94,  96.  99  —  101,  103. 
Stereographische  Projektion   11,  61,  79, 

80,  94,  95,   190. 

Stern-Auf-  und  Untergänge  11,  15, 

Sternhöhe  64. 

Sterakatalog  72,  193. 

Stevin,  Simon  226  —  228,  236  — 23h. 

Stifel,  Michael  122,  165. 

Stöifler,  Johann  145,  149. 

Strabo  14. 

Studnicka  200. 

Stundenkreis  12. 


Stundenwinkel   12,  40,  52,  64,  85. 
Suidas  6,  28. 

Summa  des  Faciuolo,  siehe  Luca. 
Sunimenreihen  2o7. 
Supplementardreiock  70,  128,  181  — 183, 

224,  225,  227,  232,   245. 
Supplementarsehne  20,  172. 
Sürva-Siddhänta  31  -36,  38,  40-42.  51. 
Sut«r  46,  60,  65  —  67,  107  —  109. 
Sylvester  U.,  siehe  (ierbert. 

T. 

Täbit  ihn  Kurrah  46,  47,  58,  59,  81, 
82,  92. 

tabula  benefica  des  Maurolycus  151. 

tabula  chordarum  et  arcuura  107,  109. 

tabula  foccuuda  101,  122,  133,  139, 
144,  148,   151,    153. 

tabula  generalis   des  Magini   231 — 234. 

tabula  primi  mobilis  122  —  124,  137, 
231 . 

Tagbogen  39,  40. 

Tagmafs  (antyä  i  40. 

Tagkreis  38. 

tangens  seeunda  ^  Cotangente  192,  232. 

Tangente,  trigonometrische  2,  6,  23 — 25, 
.52,  55,  57,  62,  68,  80,  82,  84,  88,  98, 
104,  108,  114,  117,  122,  125,  13.3, 
144  —  149,  151,  153,  161,  163,  180, 
184,  187,  189,  195,  196,  214,  221, 
224  —  226,  229,  233  —  237,  241. 

Tangentenregel  (sphärische)  17,  18,  58, 
67  -  69,   188,   225. 

Tangentensatz,  ebener  163,  178,  188, 
224. 

Tangententafel  25,  57,  69,  75,  101,  117, 
121,  122,  125,  146,  148,  184,  189,  191, 
192,  246,  247. 

Tannery,  Paul  7  —  9,  11,  98,  99,  237. 

Tannstetter,  G.  (.Collimitius)  122. 

Tärik  76. 

Taryk  Al-Hokamä  (Chronik  der  Ge- 
lehrten) 44. 

Tcheou  (Kreis)  4. 

Tcheou- Dynastie  4. 

Tcheou -pei-swan-king  4. 

Teilungsgleichung  73,  169,  205,  207, 
209,  214. 

Teilungsproblem  der  trigonometrischen 
Funktionen  167,  169,  171,  174. 

Terquem  238,  2.39. 

Thaies  6. 

Theodorieh  der  Grofse  87. 

Theodorus,  Magister  96. 

Theodosius  der  (irofse  27,  29. 

Theodosius  von  Tripoli.«   15,  93,   189. 

Theon  Smyrnaeus  3,  27. 

Theon  von  Alexandrien  in,  12,  14,  16, 
20,  27  —  29,  56,  57. 

Theophilus,  Kaiser  29. 

Thesaurus  mathematicus  des  Pitiscus 
158,  221  —  223. 
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Thiljiuit,  (■'.  .•J-.',  80. 

'riiolomacus  (IMolcraacus)  96. 

'I'ipfonmessiiiif;  4,  !ts. 

Timür  ('r;iiiicrlan~i  7'-'. 

'rinilioselii   I.'O,  IUI. 

'l'oaUIo  114. 

■roledanisoho    Tafeln  ih,  77,  81,  92. 

Tonski  -UH. 

Torporlcv,  Xatlianiel  is:i,  l«5,  ise,  IKS, 
•i:w. 

'rorquetum   117,   114. 

Tortolini  S7. 

'l'ransscciulente  (ilcMcliuii;,'  -244. 

'rranssinuosa  =  t^fkaiilc   Kil.  ■J2'.i,  2;ii» 

Transversaleusatz  des  Mt'iu'laus  l.'i  17, 
28  —  2;),  4(>,  47,  5;»,  (iG,  ()7,  7.5,  Sl, 
142,   lys. 

'Pnangulation  14,  22.H. 

Trigonometrie,  ebene  nX,  t!G,  S2,  103, 
105,  lOG,  111,  114,  Itö,  118,  12r>, 
141,  144,  1.5(>,  163,  17H,  178,  l'.tl, 
227  —  221),   242,   240  — 24S. 

Trigonometrie,  sphärische  "i,  16,  26.  41, 
ri2  — ,54,  58,  60,  64,  66,  67,  103,  107, 
128,  130,  133,  141,  14W,  152,  1.50,  176, 
178,  181,  1>H,  ISO,  188,  IUI,  l'J2,  201, 
220,  223,  227  — 22'.l,  231,  245,  246, 
2  IS. 

Trigonometrische  Messungen  5. 

Trigonometrische  Methoden  10,  12,  14, 
28,  33,  3S,  47,  72,  84,  96,  100,  149, 
153,  160,  19.3,  213,  235,  236,  246, 
247,   248. 

Trigonometrische  llechnungen  (rech- 
nende Trigonometrie)  12  — 15,  81,  84, 
86,  189. 

Trigonometrisches  System  5,  71,  75, 
120,   124,   129,   130,"  1.39. 

Trigonometrische  Tafeln  (Tabellenwerke) 
119,  157,  170,  191,  203,  220,  221, 
226,  230,  231,  233  —  235. 

Trigonometrische  Verhältnisse  (Linien, 
Funktionen)  1,  2,  4,  7  —  9,  20,  24, 
55,  57,  58,  75,  88,  104,  114.  11,5, 
146  —  149,  151,  155,  158  —  162,  165, 
167,  168,  170,  171,  176,  178,  179, 
182,  184,  187,  191,  197,  203,  214, 
217— 221, 224— 226, 231,  232,  2.34—237, 
248. 

Triplizitäten  185,   186. 

Trisection,  siehe  Dreiteilung. 

Tritheraius  107. 

Trivium  87. 

Tschau -Tschwang  5. 

Tschinsoe  4. 

Tycho  de  Brahe  130,  178,  181,  187, 
192  —  196,  200  —  202,  204,  209  —  211, 
226,  232,  239. 

Tzetze.s,  Johann  89. 


II  i»!  tel)t  1,  2. 
Uhren  99. 


u. 


ring   lieg  56,  72,   73,   75,   121. 

unibra  recta  (extcnsa)    .52,    57,    80,    88, 

9S,   108,   151.   155. 
lunbra  versa    52,    57,    80,   88,    98,    1U8, 

151,   155. 
Unendliche  Faktorenfolge  172. 
Unendlich  -Vieleck  1 1 2. 
Usener  90,  91. 
utkramadJTä  34. 


V. 


Van  der  Eycke,  siehe   Diichesne. 

Van  (icer  239.  242. 

Van  lioomen  (Adrianus  Romanus)  167, 
109,  170,  173,  174,  1S9,  212,  229, 
230,   231,   234,  239. 

Varäha-Mihira  32,  35,  36,  42. 

Vega  223. 

Verhältnis  des  Kreisumfangs  zum  Durch- 
messer 2,  4.   19,  54,   110,   171  —  173. 

Vertikalkreis  11—13,  38. 

Vielecke,  ebene  112,  227,  228,  239. 
„        .  regelmäfsige    9,    19,    36,    112, 
113,   171,   172,   174,  230. 

Vielecke,  sphärische  227,  228,  238. 

Vielecksberechnung  173. 

Viereck,  ebenes  19,  20,  33,  73,  228. 
„       ,  sphärisches  71,  228. 
„       ,  vollständiges    55,    59.    60,    64, 
66  —  69,   71,   142. 

Vierteilung  206,  207. 

Vieta  6S,  70, 154, 156,  lös— 174, 176—188, 
191  —  193,  199,  201,  205,  207,  209,  213, 
215,  217,  219,  220,  224,  227,  229—232, 
235,  238,  242,  245. 

vinadi  38. 

Vincent  86,  89. 

Volmar,  Johann  145. 

Vyägr'amuka  (Figar)  45. 

w, 

Wallingford,  Richard  von  108. 

Walther.  Bernhard  119,  132. 

Wasseruhr  des  Arzachel  79. 

Weber  31. 

Weil,  G.  43. 

Welid  I.  76. 

Weltaxe  38. 

WeltsTstem   des   Coppernicus    139,   140, 

142! 
Werner,    Johann     130,    133  —  137,    141, 

143,    149,    1.55,    161,    194,     195,     198, 

200,    202. 
WertheLm  203. 
Westaraber   (spanische  Araber)   .50,   5), 

62,  67,   73,   76,   79,  81,  83,  85,  88,  94, 

100  —  102. 
Westpunkt  12,  80. 
Whish  34. 
Whitney  31,  32. 
Wiedcmann,  E.  55. 
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Namen-  uml  Sachregister. 


Wilhelm  IV.,  Landgraf  von  Hessen  1'.I3, 
r.t4,  -'110,  -211,  •-'•20. 

Wilkinson  ;!-2,  .'iT. 

Windrose   114. 

.Wiukelschnitte  lül.  lü."),  107,  170.  171, 
■205. 

Winkelsumme  des  sphärischen  Drei- 
ecks 15. 

Winkelteilung,  zentesimale  115. 

W^inkelverdoppelung  1G4. 

Wittich,  Paul  130,  194  — lilG,  iiiii, 
•201. 

Wittstein  77,  79,  SO. 

Wöpcke,  Franz  -21,  30,  37,  45,  50,  64, 
7-2,   74,   75. 

Wolf,  Rudolf  S,  1-2,  19,  -27,  7U,  .HO,  S5, 
1-22,  1-20,  141,  145,  177,  17«,  1X7,  194, 
196,  19U,  205,  -207  — -211,  •213,  -215, 
236. 

Wüstenfeld  4S  — 50,  92. 

Wurm  65. 


Yen-kuu  4. 
Yuen- Dynastie  5. 
Yuug-fang  4. 


Z. 


Zach   19,   65,  90,   193,   194. 

Zamberti  14. 

Zehneek,  reguläres  19,  170. 

Zehneckseite  121. 

Zenit  12,  38. 

Zensi-Cubus  200. 

Zensi- Zensus  206. 

Zensus  200. 

Zentesimalteilung  de.s  Winkels  11:' 

Zwanzigteilung  207. 

Zweiteilung  37,  159. 

Zweiteilungsformeln  100. 

ZweiteilungBgleicliuug  207. 

Zwölfeck  174. 

Zyklometrie  171,  175. 


Berichtigungen  und  Ergänzungen. 


S.  19  ist  zur  Teilung  des  Durchmessers  in  120  Teile  einzusehen:  llultsch, 
Festschrift  zu  M.  Cantor's  Jubiläum  1899,  p.  198  tf. 

S.  30  zu  Anmerk.  2.  Hultsch  hat  nachgewiesen  (Zeitschrift  f.  Math,  und 
Phvs.  1894,  p.  107  —  109  des  bist.  litt.  Tl.j,  dafs  der  Wert  3,1416  schon  von 
einem  uugenannteu  griechischen  Mathematiker  aufgestellt  wurde,  daraus  schliefst 
llultsch  (Festschrift  p.  209),  dafs  die  indische  Sinusmethode  sich  schon  bei 
den  Griechen  fand. 

S.  110.  In  letzter  Stunde  teilte  mir  Herr  M.  Curtze  mündlich  mit,  dai's 
die  unter  dem  Namen  Peurbacb's  bekannte  Sinusrechnung  sich  wörtlich  schon 
bei  .Johann  de  Lineriis  (vgl.  S.  107)  findet,  von  dem  sie  .Johann  vou  Ge- 
munden  abgeschrieben  zu  liabeu  seheint;  von  diesem  ging  sie  dann  an  l'eur- 
bach  über.  Wahrscheinlich  reicht  sie,  wie  schon  S.  110  betont,  auf  Al-Zarkäl  i 
zurück. 

S.  130,  Anmerk.  1,  dritte  Zeile  von  unten  mufs  es  heifseu  Mathäus  von 
Ourk,  ebenso  S.  134  in  Anmerk.   1  und  S.  135,  Zeile  18  von  oben. 

S.  145,  Anmerk.  1  ist  zu  verweisen  auf  die  ebeu  erschienene  Beschreibung 
des  Kanons  von  Rhaeticus  (Hunrath,  Festschrift  zu  M.  Cantor"s  .Jubiläum, 
203  —  215;. 

S.  140,  Anmerk.  1  am  Schlüsse  ist  zu  ergänzen:  „ebenso  Chasles,  (iesch. 
der  Geom.  363." 

S.  158  ist  bei  Anführung  von  Vieta's  Kanou  zu  bemerken,  dafs  in  der 
oben  erwähnten  Festschrift  217  —  24ü  eine  eingehende  Bescbreibuug  desselben 
von  Hunrath  erschien. 
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O     PROFESSOK    DER    MATHEMATIK    AN    DElt    TECHNISCHEN    HOCnSCHULE    ZU    MÜNfHEN. 


ZWEITER  TEIL. 

VON  DER  ERFINDUNG  DER  LOGARITHMEN 
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ÄUT  39  FIGUBEN  IM  TEXT. 


LEIPZIG, 
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1903. 


ALLE  RECHTE,  EINSCHLIESZLICH  DES  ÜKERSETZUNGSEECHTS,  VOEBEHALTEN. 


Vowvoi't. 


In  der  Vorrede  zum  ersten  Teil  dieser  Vorlesungen  habe  ich 
bereits  die  Gesichtspunkte  aufgestellt,  die  mir  für  die  Abfassung  des 
ganzen  Werkes  maßgebend  waren,  so  daß  ich  hierüber  nichts  weiter 
mehr  beizufügen  brauche;  nur  mag  noch  ei'wähnt  werden,  daß  ich 
im  vorliegenden  zweiten  Teile  von  einer  Rücksichtnahme  auf  die 
politische  Geschichte  abstehen  zu  dürfen  glaubte,  da  die  Wissenschaft 
vom  17.  Jahrhundert  ab  durch  den  wachsenden  Verkehr  immer  mehr 
internationalen  Charakter  annahm. 

Was  aber  die  Begi-enzung  des  Stoffes  anlangt,  so  habe  ich  noch 
einige  Bemerkungen  zu  machen.  Ich  versprach,  die  geschichtliche 
Entwicklung  der  Trigonometrie  l)is  zur  Gegenwart  fortzuführen;  dies 
ist  auch  geschehen,  aber  nur  unter  beständigem  Kampf  mit  der  Fülle 
des  ins  Enorme  wachsenden  Stoffes,  aus  dem  ich  nur  diejenigen 
Arbeiten  herauszufinden  suchte,  welche  unserer  Wissenschaft  einen 
wirklichen  Fortschritt  gebracht  haben.  Da  aber  die  Trigonometrie 
im  Laufe  der  Zeit  mit  einer  ganzen  Reihe  anderer  mathematischer 
Wissensgebiete  in  engste  Fühlung  trat  —  ich  nenne  außer  Astronomie 
und  Geodäsie  nur  die  im  18.  Jahrhundert  entstandene  elementare  imd 
höhere  Analysis  und  im  Anschlüsse  hieran  die  Funktionentheorie  — 
so  galt  es,  entweder  von  vornherein  auf  Übergriffe  in  diese  Gebiete 
ganz  zu  verzichten  und  sich  nur  auf  die  elementare  Trigonometrie 
zu  beschränken,  oder  doch  diejenigen  Dinge  herüberzunehmen,  welche 
selbst  wieder  befruchtend  und  erweiternd  auf  das  Gebiet  unserer 
Wissenschaft  -einwirkten.  Ich  entschloß  mich  zu  letzterem,  da  ich 
glaiibe,  daß  hierdurch  die  Darstellung  wesentlich  an  allgemeinem 
Interesse  gewinnen  wird;  allerdings  muß  ich  das  Urteil  darüber,  in- 
wieweit es  mir  gelungen  ist,  jederzeit  die  richtige  Grenze  eingehalten 
zu  haben,  meinen  Lesern  überlassen,  die  jedoch  zugeben  werden,  daß 
einem  gewissen  subjektiven  Empfinden  hierbei  die  Berechtigung  nicht 
abgesprochen  werden  darf. 

Die  äußerst  günstige  Aufnahme,  die  der  erste  Teil  dieser  Vor- 
lesungen   bei    allen    Sachverständigen    gefunden    hat,    läßt    mich    die 
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Hoffauiig  hegen,  daß  der  große  Aufwand  an  Zeit  und  Mühe,  den 
die  Abfassung  dieses  Bandes  in  noch  weit  höherem  Maße  als  die 
des  ersten  forderte,  nicht  ganz  umsonst  gewesen  sei;  und  wenn 
es  mir  vielleicht  gelingen  sollte,  in  einem  oder  dem  andern  meiner 
Leser  die  Lust  zu  ernster  und  gewissenhafter  Forschung  auf  einem 
Spezialgebiete  der  Geschichte  der  Mathematik  zu  erwecken,  so  wäre 
ich  dadurch  reichlich  belohnt. 

Zum  Schlüsse  obliegt  mir  noch  die  angenehme  Pflicht,  meinem 
Assistenten  Herrn  F.  Thiersch  für  die  Beihilfe,  die  er  mir  bei  der 
Korrektur  zuteil  werden  ließ,  sowie  dem  Herrn  Verleger  für  sein 
Entgegenkommen  bezüglich  der  raschen  Förderung  des  Druckes  und 
für  die  gediegene  Ausstattung  des  ganzen  Werkes  meinen  Dank  aus- 
zusprechen. 

Ich  füge  noch  einige  Ergänzungen  und  Berichtigungen  zum  ersten 
Teile  bei,  die  teils  durch  die  fortschreitende  Forschung  notwendig 
wurden,  teils  mir  inzwischen  durch  gütige  Mitteilung  von  verschiedenen 
Seiten  zukamen. 

S.  8,  Zeile  14  von  unten  lies  y2  >  |,  statt  <  -}. 

S.  9.  Die  hier  ausgesprochene  Vermutung  über  die  Entstehung 
der  Formeln  für  die  Poljgonsinhalte  hat  inzwischen  eine  direkte  Be- 
stätigung diu-ch  W.  Schmidt  erfahren,  der  ihre  Richtigkeit  aus 
Herons  Metrika  nachwies.     Bibl.  math.  1,  1900,  319—320. 

S.  10 — 14.  Die  hier  mitgeteilte  graphische  Methode  der  Griechen 
hat  H.  Zeuthen  noch  eingehender  untersucht  (Bibl.  math.  I,  1900, 
20 — 27)  und  gefunden,  daß  die  von  mir  S.  38 — 41  den  Indern  zu- 
gewiesene rechnerische  Behandlung  derselben  sich  in  der  Hauptsache 
auch  schon  im  Analemma  des  Ptolemäus  findet.  ■  Die  angezogene 
Arbeit  des  HeiTU  Zeuthen  muß  daher  bei  der  Lektüre  der  §§  1,  Kap.  2 
und  2,  Kap.  3  berücksichtigt  werden.  —  S.  14,  Zeile  3  von  unten 
lies  Hultsch  statt  Heiberg. 

S.  14 — 19.  Das  hier  über  die  Sphärik  des  Menelaus  Mitgeteilte 
erfährt  durch  die  soeben  erschienenen  vortrefflichen  „Studien  über 
Menelaus'  Sphärik,  welche  Herr  A.  A.  Björnbo  nach  neuem  hand- 
schriftlichen Material  anstellte,  noch  verschiedene  Ergänzungen.  So 
gehört  von  der  S.  15,  Zeile  17 — 19  angefühi-ten  prop.  XX  nur  die 
erste  Hälfte  dem  Menelaus,  die  zweite  dem  Maurolicus  an;  die 
Zeile  21 — 23  erwähnte  Bemerkung  ist  ebenfalls  dem  letzteren  zu- 
zuschreiben; dagegen  gehören  der  S.  28  bei  Theon  gefundene  Satz, 
die  S.  62  unten  dem  Ibn  Junos  zugeschriebene  zweite  Formel  imd 
die  S.  152  von  Maurolicus  für  sich  in  Anspinich  genommene  Theorie 
bereits  dem  Menelaus  an.  —  S.  19,  Zeile  6  lies  tfiij^ura  statt  TQrj- 
ftar«;  Zeile  15    3^"  statt  3}j. 
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S.  20,  Zeile   1   „Rr.ffen"  statt  „Längen". 

S.  21,  Zeile  14  von  unten  „niichstvorhergeheade"  statt  „nächste". 

S.  22,  Zeile  17  von  unten  „Minuten"  statt  „Sekunden". 

S.  29.  Unter  den  griecliisclieii  Schriftstellern  nach  l'to lern  aus, 
bei  denen  sich  vereinzelt  trigonometrische  Sätze  finden,  sind  noch 
Pappus  und  Serenus  aus  Autiuoeia  zu  nennen.  Vgl.  Näheres  bei 
G.  Loria,  Le  scienze  esatte  nell'  Antica  Grecia,  lib.  111. 

S.  36  letzte  Zeile  p.  (22)  statt  p.  (24). 

S.  40,  Zeile  6  von  unten  (=  CIJ  -  cos  Q  statt  (=  CE  +  cos  Q. 

S.  4fi,  Zeile  l*i  muß  stehen  Ishäk  ben  Hunain;  ebenda  Anm.  .S 
ist  uiicli  zu  erwähnen,  daß  ein  Manuskript  der  Schrift  „De  figura 
sectoris"  sich  im  Cod.  Paris.  Arsenalis  1035  befindet.  BJörubo  teilte 
mir  mit,  daß  eine  Elinsicht  dieses  Codex  meine  auf  S.  47  ausgesprochene 
Vermutung,  Täbit  habe  schon  die  Regel  der  4  Größen  gefunden, 
nicht  bestätigt. 

S.  48,  Zeile  4  lies  773  statt  772.  Ebenda  Anm.  ö  ist  folgende 
neue  Ausgalte  des  Werkes  von  Al-Battäni  zu  erwähnen:  Al-Battäni, 
sive  Albatenii  opus  astronomicum.  Ad  fidem  codicis  escurialensis 
arabice  editum,  latine  versum,  adnotationibiis  instructum.  Pars  UI 
Textum  arabicum  continens,  ä  Carlo  Alphonso  Nallino.  Milano  1899. 

S.  49,  Zeile  15,  S.  50,  Anm.  1  und  Register  lies  Ruska  statt 
Raska. 

S.  53,  Zeile  1:  ADD'A'  statt  /IDD'Ä. 

S.  57,  Zeile  8:  sin  (^|)«  statt  sin  (J|)".  Bezüglich  der  Einführung 
der  Schatten  teilt  H.  Suter  in:  Die  Mathematiker  imd  Astronomen 
der  Araber,  1900,  209  mit,  daß  schon  Habas  unter  dem  Khalifen 
Al-Mamün  dieselben  verwendet  habe. 

S.  60,  Zeile  28  lies  1048  statt  1038  oder  1039  (nach  Suter  a.  a.  0.). 

S.  62,  Zeile  9  lies  1009  statt  1008  (nach  Suter  a.  a.  0.). 

S.  64,  Anm.  6  ist  zu  erwähnen,  daß  Alhazens  Schrift  über  die 
Kreisquadratur  von  Suter  in  Zeitschi-,  für  Math.  u.  Phys.  XLIV,  bist. 
lit.  Teil  33 — 47  bereits  veröifentlicht  ist. 

S.  67,  Zeile  4  von  unten  und  S.  249  lies  Al-Chäzin  statt 
Al-Chäzim. 

S.  70,  Zeile  15:  Willebrord  statt  Willebrod. 

S.  72,  Zeile  27  lies  1524/25  statt  1412  (nach  Suter  a.  a.  0.). 

S.  73.  Die  in  den  letzten  Zeilen  der  Anm.  2  zu  S.  72  aus- 
gesprochene Vermutimg,  daß  auch  Al-Zarkäli  das  dort  mitgeteilte 
Divisionsverfahren  kannte,  hat  sich  nicht  bestätigt,  nachdem  M.  Curtze 
einen  Auszug  aus  einer  Handschrift  der  Canones  in  Bibl.  math.  I, 
1900,  337—347  veröffentlichte. 


VI  Vorwort. 

S.  74.  Xach  brieflicher  Mitteilung  von  H.  Suter  heißt  Arzachel: 
Abu  Ishäk  Ibrahim  ibn  Jalijä  al-Zarkäli.  —  Dschäbirs  Todes- 
jahr soll  zwischen  1140  und   llnO  fallen  (Suter  a.  a.  0.  119). 

S.  74,  Zeile  14  lies  (Ä  +  y^f  statt  Ä  +  y^. 

S.  78.  M.  Curtze  hat  am  a.  o.  a.  0.  meine  Vermutung  bestätigt, 
daß  die  hier  mitgeteilte  Methode  "der  Tafelberechnung  eine  direkte 
Abschrift  aus  Al-Zarkälis  Canones  ist. 

S.  78,  Zeile  18  fehlt  vor  den  beiden  Wurzeln  der  Faktor  \. 

S.  79,  Anm.  3.  Die  Delambre  entnommene  Notiz,  daß  Al-Zar- 
käli sich  neben  einem  Radius  von  150'  auch  etues  solchen  von  60' 
bediente,  ist  nach  M.  Curtze  a.  a.  0.  346  Anm.  nicht  richtig;  er  ge- 
brauchte nur  den  ersteren. 

S.  79,  Zeüe  2:  37i  statt  73|. 

S.  89,  Zeile  8:  „ihrem"  statt  „seinem". 

S.  90,  Zeüe  3:  1204  statt  1284. 

S.  93,  Anm.  4.  Die  hier  erwähnte  älteste  Sehnentafel  in  einem 
lateinischen  Werk  (1116)  ist  inzwischen  von  M.  Curtze  veröffentlicht 
worden  (Bibl.  math.  I,  1900,  330  und  Urkunden  zur  Geschichte  der 
Mathem.,  Abhandl.  zur  Gesch.  der  Math.  XII,  I,  Leipzig   1902,  108). 

S.  94,  Zeile  25  ist  zu  streichen:  „vielleicht  der  erste"  da  Curtze 
a.  e.  a.  0.  nachgewiesen  hat,  daß  die  Übersetzung  des  Liber  Emba- 
domni  durch  Plato  von  Tivoli  den  Übersetzungen  Atelharts 
vorausgeht. 

S.  102,  Anm.  1.  Dieses  Manuskript  hat  Curtze  inzwischen  ver- 
öffentlicht.    Bibl.  math.  I,  1900,  353—372. 

S.  103,  Anm.  3.  Durch  F.  Hultsch  (AbhanLÜ.  zur  Gesch.  der 
Mathem.  IX,  1899,  193—209)  ist  es  wahrscheinlich  gemacht,  daß 
dieses  Instrument  aus  den  Dioptra  Hipparchs  entstanden  ist. 

S.  104,  Anm.  1.  Diese  Handschrift  ist  inzwischen  von  Curtze 
veröffentlicht.     Bibl.  math.  I,  1900,  372—380. 

S.  106,  Anm.  2.    Von  Curtze  veröffentlicht,  ebenda  380—390. 

S.  107.  Dem  Zeile  21 — 22  ausgesprochenen  Wunsche,  Näheres 
über  die  Canones  des  Joh.  de  Lineriis  zu  erfahren,  ist  Curtze 
nachgekommen,  indem  er  in  Bibl.  math.  I,  390 — 413  das  Wichtigste 
aus  Cod.  Basil.  F.  11,  7  veröffentlichte  und  außerdem  auch  die  Sinus- 
rechnung des  Joh.  de  Muris  beifügte,  ebenda  413 — 416.  Aus  diesen 
Handschriften  ergibt  sich,  daß  der  erstere  sinus,  sinus  versus,  umbra 
reeta  imd  umbra  versa  definiert  und  mit  ihnen  rechnet,  daß  er  aus 
Al-Zarkäli  die  Berechnung  der  Stnustafel  für  den  Radius  150' 
herübernahm,  außerdem  aber  noch  eine  zweite  Sinustafel  für  halbe 
Grade  und  den  Durchmesser  120'  herstellte,  daß  er  femer  eine  Schatten- 
tafel   für   den  Durchmesser    12    und    einzelne   Grade   des   Quadranten 
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berechnete  und  ciidlicl»  eine  l'roportioiistafel  zur  Erleichterung  der 
luterpoUition  augab.  Joli.  ile  Muris  aber  gab  eine  wenn  auch  an 
Al-Zarkäli  anschließende,  doch  ziemlich  selbständige  Bereclinuiig 
der  Sinusiunktion,  die  die  schwerfällige  Figur  Zarkälis  (vgl.  S.  78 
dieses   Werkes)   durch  eine  einfachere  ersetzt. 

S.  113,  Zeile  5  sollte  bemerkt  sein,  dali  (Jusauus  die  für  /(  =  no 
abgeleitete  Gleichung  (in  dieser  Zeile)  auch  für  »«  =  4,  w  =  (i  u.  s.  w., 
natürlich  ohne  jede  Berechtigung,  als  richtig  annimmt. 

S.  llö,  Zeile  24  ist  der  Satz  „Nachahmung  .  .  ."  zu  streichen  und 
dafür  auf  Stevin  hinzuweisen,  der  1581}  in  La  disme  Art.  V  die 
zentesimale  Teilung  des  Winkels  vorsclüug. 

S.  126,   Zeile   IG   von    unten    niuli  es    heißen:    nie  =  Yi'ff  —  mg'. 

S.  127,  Annl.  3  kann  bemerkt  werden,  daß  Regiomontan  in 
einem  Briefe  an  Bianchini  ausdrücklich  Dschäbir  erwähnt,  und 
eine  zweite  Stelle  dieses  Briefes  bestätigt  meine  Vermutung  (S.  129—130), 
daß  das  lU.  Buch  von  Regiomontans  Dreiecksbüchern  erst  später 
beigefügt  wurde.  (Curtze,  Urkunden  zur  Gesch.  der  Mathem.,  Ab- 
handl.  zur  Gesch.  der  Math.  XII,  I,  Leipzig  1902,  243,  304.) 

S.  128,  Zeile  16  von  unten:  IV.  Buches  statt  V.  Buches. 

S.  134,  Zeile  3.  Inzwischen  hat  A.  A.  Björnbo  in  der  Vati- 
kanischen Bibliothek  ein  Manuskript  von  Werners  „De  triaugulis 
libri  V"  aufgefunden,  dessen  Inhalt  meine  S.  135  aufgestellte  Be- 
hauptung über  die  Erfindung  der  Prosthaphäresis  voUauf  bestätigt. 
(Vgl.  hierüber  Eneström  Bibl.  math.  1902,  242.)  Der  genannte 
Gelehrte  plant  eine  Herausgabe  der  Handschrift,  deren  Wichtigkeit 
für  die  Geschichte  der  Trigonometrie  ich  genügend  betont  habe. 

S.  140,  Anm.  1.  Der  hier  als  „Selbstanzeige"  bezeichnete  Com- 
mentariolus  des  Copj)ernicus  ist  nach  den  neuesten  Untersuchungen 
von  L.  A.  Birkenmajer  (Nicolas  Copernic.  Premiere  partie:  Etudes 
sur  les  travaux  du  celebre  astronome  et  materiaux  pour  servir  ä  sa 
biügraphie.  Extrait  du  Bulletin  de  l'Academie  des  sciences  de  Cra- 
covie.  Classe  des  sei.  mathem.  Mars  1902,  p.  205  und  209)  nicht 
sowohl  eine  Voranzeige  der  Revolutionen,  als  vielmehr  eine  selb- 
ständige Schrift  über  ein  heliozentrisches  System  mit  zwei  Epizykebi, 
das  Coppernieus  schon  vor  1512  ausgearbeitet  hat. 

S.  142,  Zeile  2.  Nach  eingehenden  Untersuchungen  von  L.  A.  Bir- 
kenmajer lernte  Coppernieus  den  Geber  schon  1493  oder  1495 
von  seinem  Lehrer  Brudzewo  kennen.  Vgl.  Mikolaj  Kopernik.  W.  Kra- 
kowie,  1900,  235  ff. 

S.  150  ist  zu  zitieren:  Macri:  Francesco  Maurolico  nella  vita  e 
uelli  scritti.     See.  ediz.  Messina  1901. 


ym  Vorwort. 

S.  152.  Der  hier  dem  Maurolicus  7Aiweschriebene  Satz  gehört 
dem  Menelaus,  sollte  also  etwa  S.  18  angeführt  sein.  Dieser  Irrtum 
kommt  daher,  daß  Maurolicus  diesen  und  noch  einige  andere  Sätze 
in  seine  Sphärik  aufnahm,  während  sie  in  Halleys  Menelaus-Aus- 
gabe  (die  ich  nicht  kannte)  diesem  zugewiesen  .sind  und  nach  Björn- 
bos  Untersuchung  der  Handschritten  von  Menelaus'  Sphärik  ihm 
auch  tatsächlich  zugehören. 

S.  158,  Anm.  5.  H.  Bosmans  wies  nach,  daß  dies  keine  Neu- 
auflage ist,  sondern  daß  alte  Exemplare  mit  neuem  Titel  versehen 
wurden.     (Le  traite  des  Sinus  de  M.  Coignet  1901,  22  S.) 

S.  161.     Den    Gleichungen    (1)   bis    (3)    sind    noch    beizufügen: 

ctg «  =  Y(ctg  Y  ~  *S  y)  '  '^^^'^^  "■  =  -2^^^  Y  +  *S  2)  ;  ^"  Formel  4 
fällt  der  Faktor  2  weg. 

S.  175,  Anm.  2  ist  noch  zu  zitieren:  Glaisher,  Messenger  of 
Mathem.  U,  1872,  124 — 128  und  Bierens  de  Haan,  ebenda  IH, 
1874,  24—26. 

S.  176,   Zeile  13  muß  es  heißen:   ^  (2w  sin  a;  —  1). 

S.  179  lies  in  der  Tabelle  Decadis  statt  Decadio. 

S.  187,  Zeile  10  muß  es  heißen:  Holstein-Gottorp. 

S.  193,  Zeile  26  lies  Friedrich  II.  statt  Christian  IL 

S.  194.  Bei  Christoph  Rothmann  ist  noch  zu  bemerken,  daß 
er  eine  ausgedehnte  Sekantentafel  berechnete,  die  aber  nicht  publi- 
ziert  ist. 

S.  196,  Zeile  6:  HK  statt  HB;  letzte  Textzeile  12834  statt 
212834. 

S.  197,  Anm.  4,  Zeile  4  von  unten  muß  es  heißen:  erschienen  in 
Abhandl.  zur  Gesch.  der  Math.  IX,  15 — 29. 

S.  108  muß  in  der  Figur  Punkt  C  auf  DH  liegen;  Zeile  8  von 
unten  lies  secundum  statt  sesundum. 

S.  200,  Anm.  2.  Das  Manuskript  ist  nicht  von  Tycho  selbst, 
sondern  von  einem  seiner  Schüler  geschrieben.  (Briefliche  Mitteilung 
von  H.  F.  R.  Friis.) 

S.  201,  Zeile  16  von  imten:  Inv.  IH  statt  Inv.  II. 

S.  210,  Anm.  4  ist  ganz  zu  streichen,  da  Cataldis  Divinum  in- 
ventum  sich  auf  die  Ki-eisquadi"atur  bezieht,  wie  mir  die  Einsicht 
eines  durch  die  Güte  von  Herrn  G.  Loria  zur  Verfügimg  gestellten 
Exemplares  der  Schi-ift  von  Cataldi  zeigte. 

S.  223,  Anm.  2.  Vgl.  über  die  verschiedenen  Ausgaben  von 
Pitiscus'  Trigonometrie  Grayelaar  in  Nieuwe  Archief  3.  Ser.  HI, 
1898,  253.  —  Letzte  Zeile  lies  Handson  statt  Hundson. 


S.  --7,  /i'ili'  iL'  iiml  ['■'<  villi  iiiiti'ii  siiivfiH  r  iiiid  siiivers  (vi  —  Ji) 
statt  sin  r  iiiiil  sin  (vi  —  7>j. 

S.  230,  Zeile  2,  3,  4  ist  statt  Jl,    ('  mul    umo-elielut  zu  setzen. 

S.  237,  Aiini.  2  zu  S.  23(1  soll  Zeile  S  von  unten  statt  „stanimt 
von  Schüler"  lieilJen:  „steht  schon  bei  Vieta  (II  ii  ii  rath,  Abhaiidl. 
zur  (nsehiclite  der  Matheni.  IX,  22(i  (d)eii)  und  fnlgt  leicht  ans 
Gleieluing  3J  S.  lÜl. 

S.  '24C>,  Zeile  12.  Stam  piuens  Tafidn  sind  ein  «Genauer  Alidruek 
der  Tafeln  von  Lansberg  mit  allen  Fehlern.  (Briefliche  Mitteilung 
von  H.  Grinimeißen.)  Jean  Jansz  Stampioen  ist  1610  in 
Rotterdam  geboren  und  lebte  noch  1089.  Biernis  de  Haan  in  Zeit- 
scdirift  <iir  Math,  und   l'liys.   1887,  XXXII,  Lit.-hist.  Abtlg.   170. 

S.  24cS,  Zeile  ö.  Hier  ist  zu  verweisen  auf:  Glaisher  in  Messenger 
of  Matheni.  HI,  1874,  35 — 38.  Grimberger  hat  nach  Ludolf  von 
Genien  die  Berechnung  von  sr  auf  lau"'e  Zeit  hinaus  am  weitesten 
getrieben  und  zwar  mit  Hilfe  der  Methode  von  Snellius. 

München   im  Januar   1903. 

A.  V.  lirnuiiniühl. 
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1.  Kapitel. 

nie   Krti  11(1  Ulli;-  der  Lo:;aritliiii('ii   iiiul  ihr  Eiiilluß  auf  die 
Trii^oiKductnc. 

§   1.     Jobst  Bürgi  und  John  Neper. 

Im  ersten  Teile  unseres  Werkes  sahen  wir,  welche  enorme  An- 
strengungen gemacht  worden  waren,  um  Tabellenwerke  herzustellen, 
die  eine  Abkürzung  der  mühsamen  trigonometrischen  Rechnungen 
ermöglichten.  Es  war  dies  ein  dringendes  Bedürfuis  gewordeu,  da  die 
praktischen  Anwendungen  der  Trigonometrie  immer  mehr  an  Ausdeh- 
nung gewannen.  Die  Erfindung  der  prosthaphäretischen  Methode 
bot  allerdings  die  Möglichkeit,  die  so  lästigen  Multiplikationen  und 
Divisionen  durch  die  bequemere  Addition  und  Subtraktion  zu  ersetzen, 
hatte  aber  auch  manche  Nachteile,  welche  sich  hauptsächlich  darin 
konzentrierten,  daß  zu  einer  sicheren  Anwendung  derselben  trigono- 
metrische Tabellen  mit  großer  Stellenzahl  notwenchg  waren.  Diese 
waren  aber  einerseits  infolge  ihres  Umfanges  unbequem  zu  gebrauchen, 
andererseits  überstiegen  die  bedeutenden  Kosten  ihrer  Anschaffung 
die  Mittel  so  manchen  Mathematikers  oder  Astronomen.  Es  darf 
daher  nicht  Wunder  nehmen,  wenn  man  darauf  ausging,  andere  Me- 
thoden zu  ersinnen,  die  sich  besser  zu  praktischer  Verwendung 
eigneten. 

Da  wir  übrigens  keine  Geschichte  der  Rechnungsmethoden 
schreiben,  so  erwähnen  wir  auch  jenes  voluminöse  Werk  nur  neben- 
bei, welches  der  liairische  Kanzler  und  Gelehrte  Hans  Georg  Her- 
war th  (oder  Hoerwarth)  von  Hohenburg  (1553 — 1622)^)  im  Jahre 
1610  erscheinen  ließ,  und  das  den  Titel  führt  „Tabulae  Arithmeticae 
TIPOE&A^AIPEUEilZ  universales",  aber  keineswegs  die  bekannte 
prosthaphäretische  Methode  behandelt,  sondern  vielmehr  eine  in 
riesigen  Dimensionen  ausgeführte  Multiplikationstabelle  darstellt.  Da- 
gegen haben  wir  die  Erfindungsgeschichte  der  Logarithmen  näher  ins 
Auge    zu    fassen,    weil  sie   ganz   aus   den   Bedürfnissen   der   Trigouo- 


1)  Vgl.  hierüber  Caiitor  II,  2,  721—722. 
V.  Brauumühl,  Geschichte  der  Trigonometrie.    II. 


2  1-  Kapitel. 

metrie  herausgewachsen  sind  und  eine  völlige  Umgestaltung  derselben 
hervorriefen. 

Zwei  Mänuer  sind  es,  welche  fast  gleichzeitig,  wenn  auch  in  sehr 
verschiedener  Weise  denselben  genialen  Gedanken  zur  Ausführung 
brachten.  Der  eine  ist  der  uns  durch  seine  mathematische  und 
mechanische  Begabung  längst  bekannte  Jobst  Bürgi,  der  andere  der 
Schotte  John  Neper,  welchem  das  Prioi-itätsrecht  der  Veröffent- 
lichung zukommt.  Bürgis  bekannte  Scheu,  seine  Geistesprodukte  in 
Druck  zu  geben,  sein  Zaudern  und  seine  Geheimniskrämerei,  vielleicht 
auch  Geldmangel,  haben  die  Veröffentlichung  seiner  Schrift  verzögert 
und  ihn,  wie  um  so  manches  andere,  auch  um  den  Ruhm  der  ersten 
Erfindung  der  Logarithmen  gebracht.  Seine  „Arithmetische  und  Geo- 
metrische Progreßtabulen,  sambt  gründlichem  Unterricht,  wie  solche 
nützlich  in  allerley  Rechnungen  zu  gebrauchen,  und  verstanden  wer- 
den sol"  sind  nach  den  Untersuchungen  von  Gieswald,  Cantor  und 
anderen^)  zwischen  den  Jahren  1603  und  1611  entstanden,  aber  erst 
1020  im  Druck  erschienen.-)  Nepers  Wei'k  dagegen  kam  bereits 
1614  unter  dem  Titel  „Mirifici  Logarithmorum  canonis  descriptio"  zu 
Edinburg  in  4**.  heraus,  dürfte  also  ungefähi'  um  dieselbe  Zeit  ent- 
standen  sein. 

Bürgi    geht   bei  Herstellung  seiner  Logarithmen   von   dem  Ge- 


1)  Cantor  II,  2,  720  und  72'J,  wo  auch  ein  Zeugnis  Keplers  angeführt 
wird.  —  2)  „Gedruckt,  In  der  Alten  Stadt  Prag,  bey  Paul  Sessen,  der  Lölilichen 
Universität  Buchdruckern,  im  Jahr  1620.  in  4"."  Von  dieser  Schrift  fand  R. 
Wolf,  nachdem  er  sie  lange  vergebens  gesucht  hatte,  endlich  1847  ein  Exemplar 
auf  der  Münchner  Hof-  und  Staatsbibliothek.  Dasselbe  ist  mit  Math.  P.  55 
ausgezeichnet  und  liegt  uns  vor.  Es  besteht  aus  30  Quartblättern,  trägt  nur  die 
Anfangsbuchstaben  J.  B.  des  Namens  von  Jobst  Bürgi  und  enthält  den  im 
Titel  angeführten  griindlichen  Unterricht  nicht.  Dieser  scheint  überhaupt  nicht 
getlruekt  worden  zu  sein,  indem  Benjamin  Bramer,  Bürgis  Schwager,  in 
der  Vorrede  zu  seiner  Schrift:  „Beschreiljung  Eines  sehr  leichten  Perspektiv 
und  grundreissenden  Instrumentes  autf  einem  Stande",  Cassel  1630  sagt: 
„Auss  diesem  Fundament  hat  mein  lieber  Schwager  vnd  Praeceptor  Jobst 
Burgi  vor  zwantzig  vnd  mehr  Jahren  eine  schöne  jjrogress  tabul  mit  ihren 
Ditferentzen  von  10  zu  10  in  9  Ziifern  calculirt  vnd  zu  Prag  ohne  Bericht, 
Anno  1620  drucken  lassen.  Vnd  ist  also  die  Invention  der  Logarith.  nicht  des 
Neperi,  sondern  von  gedachtem  Burgi  (wie  solches  viele  wissend  vnd  ihm 
auch  Herr  Kepleras  zeugniss  gibtj  lange  zuvor  erfunden."  Den  hier  erwähnten 
Bericht  hat  Gieswald  auf  der  Danziger  Stadtbibliothek  handschriftlich  einem 
Exemplar  der  Progreßtafeln  angeheftet  vorgefunden  und  im  Drucke  veröffent- 
licht. Gieswald  „Justus  Byrg  als  Mathematiker  und  dessen  Einleitung  in 
seine  Logarithmen".  Danzig  1856.  Schulprogramm.  Ein  Auszug  hiervon  im 
Archiv  für  Math,  und  Phys.  XSVI,  316—334.  Vgl.  über  die  Erfindung  der 
Logarithmen  auch  Wilhelm  Matzkas  interessante  Ausführungen,  ebenda  XX.XIV, 
1860,   341-  354. 
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(laiikeu  aus,  die  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe,  die  er  die  roten 
Zahlen  nennt,  in  der  Weise  mit  den  Gliedern  einer  geometrischen 
Reihe  —  den  schwarzen  Zahlen  —  zusammenzustellen,  daß  die 
ersteren  die  Exponenten  der  nach  den  Potenzen  von  2  fortschreitenden 
Glieder  der  letzteren  Reihe  sind.  Die  roten  Zahlen  waren  somit  die 
Logarithmen  der  schwarzen  Zahlen.  Dieser  Gedanke  war  keineswegs 
neu,  er  fand  sich  vielmehr  in  den  Schriften  der  damaligen  Cossisten, 
wie  z.  B.  in  Michael  Stifels  ,,Arithmetica  integra"  1544')  ausein- 
andergesetzt, und  Bürg!  zitiert  seihst  einen  gewissen  Simon  Jakob 
Maoritins  Zons^),  bei  dem  er  diese  Zuordnung  fand.  Die  Bezeich- 
nung Logarithmen,  die  er  von  Neper  bereits  bei  Veröö'entlichung 
seiner  Schrift  kennen  mußte,  hat  er  nicht  angenommen,  sondern  hält 
beständig  seine  Uuter.scheiduug  von  roter  und  schwarzer  Zahl  fest, 
und  der  Drucker  hat  sie  durch  die  Farbe  zum  Ausdruck  gebracht. 
Seine  Tafel  ist  nach  den  roten  Zahlen  zu  einer  Tafel  doppelten 
Eingangs  angeordnet.  Im  vertikalen  Eingang  stehen  auf  jeder  Seite 
die  Nummern  0,  lü,  20,  •  •  •  •  ÖOO,  im  horizontalen  dagegen  laufen  sie 
um  ÖOO  wachsend  von  0  bis  230000  fort.  Auf  der  letzten  Seite 
ist  noch  eine  nicht  in  dieses  Schema  passende  Fortsetzung  bis 
230  270  022  beigegeben,  der  die  schwarze  Zahl  1000000  000  ent- 
spricht. Erstere  heißt  „die  gantze  Rote  Zahl",  letztere  „die  gantze 
Schwartze  Zahl".  Bürgis  Progreßtafel  war  somit  eigentlich  eine  Tafel 
der  Antilogarithmen. 

Vergleicht  man  nun  die  fortschreitenden  roten  Zahlen  und  die 
ihnen  zugehörigen  schwarzen  in  der  Tafel,  so  sieht  man,  daß  die  zu- 
grunde liegende  arithmetische  Reihe  mit  Null  beginnt  und  die 
Differenz  10  besitzt,  so  daß  man  ihre  Zahlen  durch  .i\  =  10«  dar- 
stellen kann,  während  die  geometrische  Reihe  mit  100  000  000  anfängt 
und  den  Quotienten  1,0001  hat;  die  schwarzen  Zahlen  können  also  in 

der  Form  y„  =  10**-  1,0001"  =  10**  n  -)-  — j    geschrieben  werden^)  und 

wurden  eüifach  erhalten,  indem  man  zu  jeder  vorhergehenden  ihren 
lOOOO'''™  TeU  addierte.  Diese  willkürliche  Zuordnung  der  beiden  Reihen 
zeigt,  daß  Bürgi  weit  davon  entfernt  war,  seiner  Tafel  eine  Basis  in 
unserem  Sinne  zugrunde  zu  legen,  es  mußten  nur  immer  solche  Glieder 
der  beiden  Reihen  einander  zugewiesen  werden,  welche  gleichen  Stellen- 
zeiger besaßen.  Will  man  dennoch  von  einer  Basis  der  Tafel  sjjrecheu, 
so  muß  man  die  Zahlen  Bürgis  als  Dezimalbrüche  betrachten,  indem 
man  z.  B.  allen  den  Nenner  10**  gibt,  damit  dem  Logarithmus  0  der 


1)  Lib.  I,  35.  Nacli  Cantor  II,  2,  350  läßt  sich  diese  Zuordnung  zuerst 
bei  Nicolas  Chuquet  nachweisen,  ist  aber  wahrscheinlich  italienischen  Ur- 
sprungs. —  2)  Gieswald  a.  a.  0.  27.  —  3)  Vgl.  hierüber  Wolf,  H.  A.  I,  68  u.  69. 

1* 
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Logarithmand  1  und  dem  Logarithnuis  1  die  Basis  h  entspricht.  Dann 
ergibt  sich  sofort:  />"  =  1,  b'"  =  1,0001,  i-»  =  1,00020001,  woraus  für 
6=1,000009990550012  folgt. 'J  Die  ganze  rote  Zahl  2,30270022, 
welche  der  schwarzen  Zahl  10''  entsprechen  soU,  genügt  dann  der 
Gleichung  ^-^o-'O-o-^  =  100000  •  0000.  Man  kann  aber  genau  mit 
demselben  Rechte  die  Logarithmen  Bürgis  mit  10^  und  die  schwarzen 
Zahlen  mit  10*  dividieren-),  dann  entspricht  nach  seiner  Tafel  der 
roten  Zahl  1,00000  die  schwarze  Zahl  2,71814593,  und  es  ist  diese 
die  Basis  des  Systems,  welche  nahe  mit  f  =  2,71828182 . .  zusammen- 
stimmt und  noch  besser  damit  stimmen  würde,  wenn  man  Bürgis 
Faktor  1,0001  mit  1,000100005  vertauschen  würde,  was  aber  für 
die  Berechnung  der  Tafel  nichts  weniger  als  vorteilhaft  wäre.^) 

Um  aber  aus  dieser  Tafel  Vorteil  ziehen  zu  können,  mußte 
man  ein  Interpolationsverfahren  anwenden,  das  auch  Bürgi  in  seinem 
„Unterricht"  an  Beispielen  erläutert.*)  Nun  war  aber  die  Unter- 
weisung der  gedruckten  Tafel  nicht  beigegeben,  und  so  mußte  die- 
selbe für  die  meisten  seiner  Zeitgenossen  unbrauchbar  sein;  in  der 
That  kam  sie  auch  sehr  wenig  in  Verwendimg,  während  Nepers 
Werk  bald  den  ihm  gebührenden  Eingang  fand. 

John  Neper'')  oder  Naj)ier,  Baron  von  Merchiston  ist  1550 
unweit  Edinburg  geboren  und  1(J17  gestorben.  Er  hielt  sich  mit 
Ausnahme  einer  1571  unternommenen  Reise  durch  Deutschland,  Frank- 
reich und  Italien  Zeit  seines  Lebens  in  Schottland  auf  und  schemt 
sich  seine  mathematischen  Kenntnisse  hauptsächlich  durch  Bücher- 
studium angeeignet  zu  haben.  Cantor  bemerkt^),  daß  er  Regiomontan, 
Coppernicus,  Lansberg  und  Pitiscus  kannte,  denen  wir  noch 
Adrianus  Metius  beifügen,  da  die  Schriften  dieser  Gelehrten  in 
Nepers  Descriptio  erwähnt  werden,  und  hat  zweifelsohne')  auch 
Torporley,  Thomas  Fink  und  Michael  Stifel  gekannt,  da  er 
Bezeichnungen,  die  nur  bei  diesen  Schriftstellern  vorkommen,  in  seiner 
Schrift  gebraucht.     Mit  Ausnahme  Finks  scheint  uns  dieses  Beweis- 


1)  Vgl.  hierüber:  Beiträge  ziir  höheren  Lehre  von  den  Logarithmen  von  W. 
Matzka,  Archiv  der  Math,  und  Phya.  XV,  1850,  176,  wo  diese  Zahl  berechnet 
ist.  —  2)  E.  Wolf,  H.  A.  I,  69.  —  3)  Allerdings  zeigt  Bürgis  „Unterricht", 
daß  er  sehr  wohl  wußte,  daß  die  Logarithmen  zweier  im  Verhältnis  von  10  :  1 
stehender  Zahlen  eine  konstante  Differenz  gleich  seiner  ganzen  roten  Zahl  hatten, 
deren  Vielfache  also  nötigenfalls  addiert  oder  subtrahiert  werden  konnten,  ohne 
die  Werte  der  schwarzen  Zahlen  zu  ändern.  Es  geht  dies  aus  verschiedenen 
Beispielen  heiTor,  die  er  daselbst  gibt.  Darin  ist  aber  der  Begriff  einer  Basis 
implizite  enthalten,  wenn  er  auch  nicht  wirklieh  erkannt  wird.  —  4)  Gieswald 
a.a.O.  28  ff.  oder  Cantor  11,  2,  728  ff.  —  5)  Biot  in  MemoLres  of  John 
Napier  etc.  Journal  des  Savants.  Annee  1835.  151  ff.  —  6)  Cantor  II,  2,  703.— 
7)  VgL  S.  186  des  1.  Tl.  dieses  Werkes. 
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nionieufc  genügend;  die  direkte  Kenntnis  der  Geometria  rotundi  aus 
dem  Gebrauch  des  Wortes  ,,tangens"  zu  folfrern,  ist  jedoch  nicht  zu- 
lässig, weil,  wie  wir  früher  sahen,  dieser  Terminus  damals  bereits 
vollständig  eingebürgert  war. 

Aus  diesen  Schriften  und  den  Anwendungen  ihrer  Methoden  auf 
die  Astronomie  mag  nun  Neper  erkannt  haben,  „daß",  wie  er  selbst 
sagt'),  „in  der  praktischen  Mathematik  nichts  so  störend  wirkt  und 
die  Rechner  mehr  hindert  und  belästigt,  als  die  Multiplikationen,  Di 
Visionen,  Quadrat-  und  Kubikwurzelziehungen  aus  großen  Zahlen, 
welche  außer  dem  lästigen  Zeitverlust  oftmals  fehlerhafte  Resultate 
verursachen".  Nach  langen  IJberlegimgeu,  wie  man  diesem  Übel- 
stande abhelf(>n  kcinue,  wurde  er  schließlich  auf  die  Ei-findung  seiner 
Logarithmen  geführt,  denen  er  zuerst  den  Namen  „nunieri  arteüciales", 
dann  die  noch  heute  gebräuchliche  Bezeichnung  beilegte.*) 

In  seiner  „Descriptio"  hatte  Neper  versprochen,  den  Weg,  den 
er  bei  Berechnung  seiner  Logarithmen  einschlug,  später  bekannt  zu 
machen''),  aber  erst  nach  seinem  Tode  erschien  1610  die  Schrift 
„Mirifici  Logarithmorum  canonis  Constructio"  zu  Edinburg  in  4°  von 
seinem  Sohne  Robert  herausgegeben.  Neper  gab  nicht,  wie  Bürgi, 
Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen,  sondern  durch  die  Überlegung 
geleitet,  daß  gerade  in  der  Trigonometrie  ein  abkürzendes  Rechnungs- 
verfahren notthue,  berechnete  er  sie  für  die  Sinus  der  Bögen  des  Qua- 
dranten, die  von  Minute  zu  Minute  fortschritten,  und  legte  den  Radius 
10'  zugrunde. 

Der  Gedanke  der  gliedweisen  Zuordnung  einer  arithmetischen 
und  einer  geometrischen  Reihe  liegt  auch  seiner  Betrachtungsweise 
zugrunde,     aber     derselbe  ^    , 

wird  anders  als  bei  Bürgi     A- -j j ^ j B 

begründet  und  ausgeführt. 

Da    die     Sinus     stets     in         "  '  ^  ■'  ' 

Teilen  des  Sinus  totus  AB 

(Fig.  1 )  ausgedrückt  werden,  so  denkt  er  sich  densellien  in  der  Weise 

von  einem  von  A  ausgehenden  Punkt  durchlaufen,  daß  dieser  in  gleichen 


1)  Vorrede  zu  Ed.  Wrights  englischer  Übersetzung  der  Descriptio,  die 
von  seinem  Sohne  Samuel  1616  publiziert  wurde;  angeführt  in  „Scriptores 
logarithmici"  von  Maseres  Vol.  I.  XXXII  in  der  daselbst  abgedruckten  Intro- 
duction  of  trigonometrical  tables  von  Hutton  und  in  der  in  Lyon  1620  er- 
schienenen hxteinischen  Ausgabe.  —  2i  Descriptio.  5.  Cap.  11.  prop.  I,  von  Xöyov 
äQi&fiüs  abgeleitet.  In  der  früher  geschriebenen,  aber  später  verotfentliehten 
Constructio  heißen  die  Logarithmen  noch  „numeri  ai-teficiales".  —  3  i  Eine  englische 
Übersetzung  erschien  neuerdings  unter  dem  Titel  „The  construction  of  the 
wonderful  canon  of  logatrithmens  by  John  Napier  Baron  of  Merchiston  Irans- 
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Zeiten  Abschnitte  A^,  Ä.^,  A.^  ■  ■  ■,  die  iu  geometrischer  Progression  ab- 
nehmen, markiert,  so  daß  die  restierenden  Strecken  -Bo=  10',  B^,  B.,,  B.^-- 
die  Sinus  repräsentieren.  Ist  also  der  in  der  ersten  Zeiteinheit  durch- 
laufene   (durchflossene)  Weg    A^  =  —   des    ganzen  Weges   lOODüOOO, 

,M 1  .... 

der  Sinus  B,   somit     10',  so   ist  die  in  der  zweiten  Zeiteinheit 

'■  n  ' 

durchlaufene  Strecke    —  (" )   •  10',  und  der  Sinus 

n  \     n     I  ' 

1\2 


B,  =  r^-i  -  i  (^-i)i .  10'  =  (^-^x 


10', 


ebenso  A^  =  i-^^^J^.  lO'  und  B,  =  C^-)'  •  10'.  Dieser  fallen- 
den geometrischen  Reihe  der  Sinus  wird  nun  eine  arithmetrische, 
die  er  sich  durch  einen  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegten 
Punkt  auf  einer  zweiten  unendlich  langen  Linie  erzeugt  denkt,  in  der 
Weise   zugeordnet,   daß    den  Gliedern    obiger    Reihe   der  B  bezüglich 

die  Wege  a^  =  0,  «j  =  —  ■  10',    cu  =  2a^,   a^  =  3a^  ■  ■  ■  entsprechen, 

die  die  Logarithmen  darstellen.  Während  also  die  eine  Reihe 
beständig  abnimmt,  wächst  die  andere  fortwährend.  Diese 
Verschiedenheit  der  Wachstunisrichtung  steht  bei  Neper  vereinzelt 
da,  und  er  selbst  hat  sie  nur  aus  ZweckmäßigkeitsgründenM  gewählt 
und  hätte  sie  wahrscheinlich  wieder  aufgegeben,  wenn  es  ihm  ver- 
gönnt gewesen  wäre,  an  seiner  Schöpfung  noch  weiter  fortzuarbeiten. 
Was  den  Aufbau  der  geometrischen  Reihe  betrifft,  den  Neper 
in  der  Constructio  beschreibt,  so  ist  derselbe  ziemlich  kompliziert, 
indem  sie  aus  4  einzelnen  Reihen  zusammengesetzt  wii-d.  Zur  Bildung 
der  Reihe  I  wird  n  =  10'  genommen,  so  daß  der  Quotient  derselben 

"■~'^^  =!_-!,  =  0,9999999    ist.     Die  Wahl    dieser   Zahl   gestattet 
«  10'  '  ° 

aber,  anstatt  jedes  Glied  der  Reihe  durch  Multiplikation  mit  0,9999999 

aus  dem  vorhergehenden  herzuleiten,  dies  dadurch  zu   erreichen,   daß 

man  immer  den  zehnmillionsten  Teil  des  vorhergehenden  Gliedes  von 

ihm    abzieht.     Hierdurch    ergeben    sich    die    Glieder    der    L    Reihe: 

r,  =  10000000,  r,  =  >;  -  ^^^^,  u.  s.  w.  r„  =  r„_,  -  ^^^ .  Diese 
wird  bis  w=101  fortgesetzt,  wodurch  ^loi  =  9999900,0004950 -)  kommt. 


lated  by  W.  R.  Macdonald"  1889.  4",   ferner  eine  phototypische  Reproduktion 
des  Mirifici  Canonis  1895  bei  Hermann  in  Paris. 

li  Cantor,  II,  2,  731.  —  Bezüglich  der  von  Neper  gebrauchten  mecha- 
nischen Anschauung  siehe  Matzka  im  Archiv  der  Mathematik  XXXIV,  341  ff. 
—  2j  Neper  hat  statt  des  Dezimalkommas  einen  Punkt,  der  sich  auch  bei 
Pitiscus  findet,  dem  er  ihn  jedoch  nicht  entnommen  hat.    Cantor  II,  2,  733. 
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Jetzt  betrachtet  er  als  erstes  Glied  seiner  II.  Keihe  wieder  10', 
als  zweites  aber  das  letzte  Glied  >-,(,i  der  ersten  Reihe,  das  er  auf 
7   Stellen   abkürzt.     Somit   ist   der   Quotient   dieser   II.  geometrischen 

Reihe  j^qq^q^o  =  0,99999  =  1  —  j^,, ,   mit    welchem   dieselbe   bis   zum 

51.  Gliede  fortgesetzt  wird,  indem  man  stets  di'ii  hunderttausendsten 
Teil      des      vorangehenden     Gliedes     von     diesem     abzieht.       Es     ist 

allgemein  '•„.  =>,„_ioo  -  T^öölsl '  ""'^  '^'^^  ^'^^'^^'^  ^^^^''  ^^'^''  ''■•ooi 
=  9995001,224804.  Statt  dieses  Wertes  fand  Neper  infolge  eines 
Rechenfehlers,  auf  den  Biot  in  seiner  vorzüglichen  Besprechung 
von  Nepers  Methode  aufmerivsam  machte i),  die  Zahl  9995001,222927, 
welche  von  dem  wahren  Werte  in  der  10.  Stelle  differiert,  und  da 
gerade  diese  Zahl  für  seine  Logarithmen  fundamental  ist,  so  liegt 
hierin  der  Grund  dafür,  (hiß  die  Logarithmen  Nepers  in  den  letzten 
Stellen  ungenau  sind. 

Wie  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Gliede  der  Reihe  II  die 
99  Glieder  der  Reihe  I  liegen,  so  könnte  man  zwischen  je  zwei  auf- 
einanderfolgende Glieder  in  II  ebensolche  99  Glieder  nach  demselben 
Gesetze  interpolieren,  so  daß  die  so  vervollständigte  Reihe  5001  Glieder 
umfassen  würde.  Dies  thut  jedoch  Neper  nicht,  sondern  er  bedient 
sich  nur  des  letzten  Wertes,  für  den  er  näherungsweise  9995000  setzt, 
um  eine  dritte  Reihe  zu  beginnen.  Ihr  erstes  Glied  ist  wieder 
»•j  =  10',    das    zweite    9995000,   und   also   der  Reihenquotient  0,9995 

1999  1 

~^Hmö^  ^  ~«ooo'     I^^i^i^'  erhält   er   die   dritte  Reihe,   deren  Gesetz 

T 

durch  r^  =  *'^_iooo ^^öo~  ausgesprochen  ist,  während  das  21.  Glied 

lautet  r,QQ(,oj  =  9900473,57808.  Nimmt  man  endlich  statt  dieser  Zahl 
wieder    uäherungsweise  9900000    als    zweites   Glied    einer   IV.  Reihe, 

deren  erstes  )\  =  10'  ist,  so  hat  man  den  Quotienten  0,99  =  1  —  -— 

und  bekommt  als  letztes  70.  Glied  r^i,^>^ooi  =  4998009,4034. 

Dieses  Schlußglied  der  Rechnung  wird  näherungsweise  =  5000000, 
d.  h.  gleich  dem  halben  Anfangsgliede  aller  vier  Reihen  gesetzt.  Und 
somit  hätte  man,  wenn  alle  interpolierten  Werte  berechnet  wären, 
eine  geometrische  Reihe  von  6900001  Gliedern,  deren  Anfaugsglied 
10'    und    deren   Quotient    0,9999999    ist;    dieselbe    kann    also    durch 

10'  (1  —  ,.,;)     dargestellt  werden. 

Welche  Logarithmen  weist  er  nun  aber  diesen  Zahlen,  die  als 
Sinus   aufgefaßt    werden,    zu'?    Dieselben    müssen  natürlich  mit    den 

1)  Journal  des  Savauts  1835,  363. 
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Stellenzeigern  der  einzelnen  Glieder  in  direkter  Beziehung  stellen, 
wenn  sie  ihnen  auch  nicht  gleich  zu  sein  brauchen.  Zu  ihrer  Be- 
stimmung stellt  er  durch  kinematische  Betrachtungen  zwei  wichtige 
Sätze  auf.    Bezeichnet  r  irgend   eine   der  Zahlen  der  Reihe,  also  einen 

Sinus,  li  den  Sinus   totus,    so    ist    1)  i?  —  r<  log  r  <  (li  —  r)  •  y  '), 

und  also  kann  näherungsweise  log  r  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 
zwischen  diesen  beiden  Grenzen  gesetzt  werden.  Bezeichnet  ferner  r' 
einen  anderen  Sinns,  nahe  an  r,  so  ist  2)  — ^ —  •  R  >  log  r  —  log  r' 
>  '^l^'"  •  E-).     Also  folgt 

->\               1                1          ,        1  (r'  —  r)  (r'  4-  r)  ,  r'  —  r     -r, 

2)  log  /•  —  log  r  =  ~  ^ ^-V— ^^-^ ,     oder     =  --sz-^  ■  R , 

je  nachdem  man  das  arithmetische  oder  das  geometrische  Mittel 
nimmt.")     Den  letzteren  Wert  kann  man  auch  näherungsweise  durch 

'-,^^'^  •  2R  ersetzen,  indem  man  l/rr'  =  H''  +  >*')  nimmt.    Setzt  mau 

jetzt  den  Logarithmus  von  i?  =  10'  gleich  Null,  so  folgt  aus  dem 
ersten  Theorem  für  den  Logarithmus  des  zweiten  Termes  1,00000005*). 
Um  diese  Zahl  wachsen   also  die  Logarithmen  der  sämtlichen   in  der 

I.  Reihe  enthaltenen  100  Sinus  und  können  somit  unmittelbar  hin- 
oreschiieben  werden.  Der  Logarithmus  des  letzten  Gliedes  ist  dann: 
log  r,„,  =  100,000005.    Um  den  Logarithmus  des  zweiten  Gliedes  der 

D       IUI  ''  CD 

II.  Reihe  zu  finden,  benutzt  Neper  das  2.  Theorem.  Setzt  man  in 
demselben  r  =  9999900,  r'  =  9999900,0004950,  R  =  10',  so  erhält 
man  bis  auf  12  Stellen  genau  log  r  -  log  r'  =  0,000495004950,  also 
log  >■  =  100,00050000.  Hieraus  durch  fortgesetzte  Addition  die  Loga- 
rithmen der  50  Zahlen  der  IL  Reihe.  Nun  wird  wieder  in  derselben 
Weise  wie  oben  der  Logarithmus  des  zweiten  Gliedes  der  111.  Reihe 
abgeleitet  und  dafür  5001,2485387  gefunden.  Da  jedoch  rr,^^^,  wie 
schon  bemerkt,  fehlerhaft  berechnet  war,  so  ist  auch  sein  Logarithmus 
um-ichtig,  der  richtige  Wert  wäre  5001,25041645.^)  Mit  Hilfe  dieses 
Logarithmus  ergeben  sich  dann  wieder  durch  Addition  die  Logarithmen 
aller  Zahlen  der  IE.  Reihe,  und  in  derselben  Weise  weiterschließend 
erhält  man  die  konstante  Differenz  für  die  IV.  Reihe  und  hiermit  die 
Logarithmen  der  noch  fehlenden  Glieder. 


1)  Constructio  p.  14.  —  2)  Constructio  p.  19.  Natürlich  sind  di(!  Ijeiden 
Sätze  bei  Neper  in  Worten  gegeben.  —  3)  Vgl.  hierüber  Hutton  a.  a.  0. 
p.  XLYin  Anmerkung.  Delambre  hat  in  seiner  Hist.  de  Tastronomie  moderne 
I,  Paris  1821,  p.  499  durch  Einführung  der  logarithmiscben  Keihe  die  Genauig- 
keit dieser  Grenzen  näher  untersucht.—  i)  Biot  hat  a.  a.  0.  p.  361  gezeigt,  daß 
dieses  angenäherte  Resultat  bis  auf  i  der  Einheit  der  14.  Dezimale  mit  dem 
wirklichen  stimmt.  —  5)  Biot  ebenda  p.  363. 


Dio  Milindimf,'  der  ljo;;aritlimi'ii  und  ilir  KiiilluU  auf  clii'  Trifjonoun'ti'ic        0 

Die  so  vollendete  Tafel  nennt  Neper  „Itadicalis  tabnla"  da  sie 
noch  keineswegs  die  Tafel  der  gesuchten  Logarithmen  aller  Sinus  ist, 
sondern  nur  als  die  Wiir/.el  derselben  angesehen   werden   kann. 

Um  die  letzteren  aus  ilir  zu  erhalten,  bedient  er  sich  zunächst 
wieder    seines    2.    Theorems    und    zwar    in    der    Form    log  r  —  log  r' 

=  ,  ,  •  2Ii.  Bedeutet  hier  ;■  einen  Sinus,  dessen  Logarithmus  ge- 
funden werden  soll,  so  nimmt  man  den  in  der  Radikaltafel  iluii  zu- 
nächstliegenden Wert  >•',  dessen  Logarithmus  also  bereits  bekannt  ist, 
und  Kndet  aus  obiger  Formel  unmittelbar  den  gesuchten  log  r.  Auf 
diese  Weise  kann  man  die  Logarithmen  aller  Sinus  von  Minute  zu 
Minute  bis  sin  SO»  =  {Ii  =  5000000  abwärts  finden,  der  den  Schluß 
der  Kadikaitafel  bildet.  Die  Logarithmen  der  Sinus  der  noch  übrigen 
Winkel  werden  dann  hauptsächlich  aus  der  längst  bekannten  Pro- 
portion   sin  2ß  :  sin  u  =  cos  <c  :  —    bestimmt.     Diese   liefert   ihm  näm- 

(7?  \ 

log  —  +  log  sin  2ßJ  —  log  cos  u 

ausdrückbare  Regel'),  mit  welcher  die  Logarithmen  der  Sinus  von 
Winkeln  <  oO"  aus  den  l)ereits  berechneten  successive  abgeleitet  wer- 
den können. 

Die  auf  diese  Weise  hergestellte  erste  logarithmisch-trigo- 
nometrische Tafel  ist  folgendermaßen  eingerichtet.  Sie  bestellt  aus 
7  Sjialten.  Jedem  Grade  gehören  zwei  nebeneinander  aufliegende 
Seiten  zu,  die  oben  die  Gradnummer,  unten  das  Komplement  zu  89" 
tragen.  Jeder  ersten  Sjialte  links  sind  die  Winkelminuten  auf  der 
einen  Seite  von  0'  bis  30',  auf  der  zweiten  von  30'  bis  60'  abwärts 
laufend,  in  der  7.  Spalte  rechts  die  Minuten  von  30'  bis  60',  bezüg- 
lich von  0'  bis  30'  aufwärts  laufend  angegeben,  wodurch  es  ermög- 
licht wird,  die  Logarithmen  der  Sinus  der  Komplemente  direkt  abzu- 
lesen. Die  2.  und  6.  Spalte  enthalten  die  Sinus  selbst,  die  3.  und  5. 
Kolumne,  über  denen  „Logarithnü"  steht,  deren  Lograrithmen.  Die 
mittelste  Sjialte  endlich,  mit  der  Überschrift  „Difierentiae",  enthält  die 
Differenz  zweier  nebeneinander  stehender  Logarithmen,  d.  h.  also  die 
Logarithmen  der  Tangenten.-)  Wir  teilen  eine  kleine  Probe  der 
Tafel  mit. 


Ij  Coiistructio  p.  31.  —  2)  Diese  nennt  er  in  seinen  Sätzen  kurz  „Ditferen- 
tiale".  Ulier  ihrer  Spalte  sind  die  Zeichen  -\-  \  —  angegeben,  da  dieselben  teils 
positiv  (abundantes),  teils  negativ  (defectivi)  sein  können. 
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Gr.  79. 

So  wenig  wie  Bürgi,  legte  Neper  den  Begriff  einer  Basis  seinem 
Logarithmensystem  zugrunde,  obwohl  er  auf  p.  28  seiner  Constructio 
sagt,  „daß  die  Logarithmen  aller  in  zehnfachem  Verhältnis  stehenden 
Sinus  eine  konstante  Differenz  haben"')  und  für  diese  Differenz  die 
Zahl  23025842,34  angibt. 

Dividiert  man  Numeri  und  Logarithmen  mit  lü',  so  gibt  Nepers 
Tafel  für  log'^  |  =  log-^  sin  30»  =  0,6931469;  da  aber  andererseits 
log*  2  ^  0,6931472  ist,  so  folgt  für  die  Basis  N  näherungsweise  der 

Wert  -•') 
e 

In  dem  Appendix,  welcher  der  Constructio  beigegeben  ist,  be- 
spricht Neper  verschiedene  Verbesserungen  in  den  Methoden  zur 
Berechnung  seiner  Tafel  und  sagt,  es  w^re  am  besten,  den  Logarith- 
mus der  Zahl  1  gleich  Null,  zu  setzen  und  die  Zahl,  deren  Logarith- 
mus 1  mit  beliebigen  Nullen  ist,  entweder  gleich  10  oder  -^  zu  nehmen. 
Hier  ist  also  zum  erstenmal  ausdrücklich  die  Rede  von 
einer  Basis  des  Systems.  Jedoch  konnte  er  diesen  Gedanken 
nicht  weiter  mehr  verfolgen,  da  er  bereits  am  4.  April  1617  starb. 
Sein  Freund  Henry  Briggs  (1556 — 1630),  der  sich  schon  gleich 
nach  dem  Erscheinen  der  „Descriptio"  für  das  „wundervolle"  Buch 
begeistert  hatte  und  mit  Neper  in  direkten  Verkehr  getreten  war, 
übernahm    die    Ausführung   dieser  Idee  und    erstellte  die    ersten  nach 


1)  Constructio  p.  28  heißt  es:  „Omnes  simis  in  proportione  decupla  habent 
23025842.34  pro  differentia  suorum  arteficialium.  Vgl.  hierüber  P.  Tannery, 
Bulletin  de  Darbono  1896.  Serie  2,  XX,  83.  —  2)  Kewitsch,  Zeitschr.  für 
math.  und  naturw.  Unterricht  XXVII,  1896,  321—333  und  in  anderer  Weise  bei 
Biot  a.  a.  ü.  p.  366,  bei  Wat-kerbarth,  Les  mondes  XXVI,  26,  und  Monthly 
Notices  of  the  R.  S.  XXXI,  1871,  263,  bei  J.  W.  L.  Glaisher  in  Report  of  the 
Committee  of  mathematical  Tables.  71—72  aus  Report  of  British  Association 
1873.  Vgl.  auch  S.  Günther,  Vermischte  Untersuchungen  zur  Geschichte  der 
mathematischen  'Wissenschaften.     Leipzig  1876. 
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ihm  benannten  Logarithmen  mit  der  Basis  10.*)  Da  ims  jedoch  hier 
die  Gescliiclite  der  Ijoifiiritluneu  nur  insoweit  interessiert,  als  sie  den 
Bedüri'uisseii  der  Trigonometrie  eutsprungeu  oder  zur  Ausführunj^ 
trigonometrischer  Rechnungen  dienten,  werden  wir  von  hier  ab  ihre 
Entwickelungsgesclüfhte  nur  nach  dieser  einen  Richtung  verfolgen, 
müssen  aber  zuerst  noch  sehen,  wie  Neper  seine  neue  Erfindung  für 
die  Trigonometrie  fruchtbringend  verwertete. 


§  2.     Nepers  Verdienste  um  die  Trigonometrie. 

Ne]ipr  halte  seine  Logarithmen  erfunden,  um  die  schwerfälligen 
trigonometrischen  Rechnungen  zu  vereinfachen;  wie  eine  solche  Ver- 
einfachung mit  Hilfe  der  neuen  Zahlen  möglich  sei,  das  zu  zeigen 
war  die  zweite  Aufgabe,  die  er  sich  in  seiner  „Descriptio"  gestellt 
hatte  und  mit  dem  ihm  eigenen  erfinderischen  Geschicke  löste. 

Zunächst  behandelte  er  die  ebene  Trigonometrie,  indem  er 
die  bekannten  Sätze  für  das  rechtwinklige  Dreieck  in  Gestalt  loga- 
rithmischer Gleichungen  angab.  War  z.  B.  eine  Kathete  (Schenkel) 
desselben  aus  dem  Gegenwinkel  und  der  anderen  Kathete  zu  berechnen, 
so  gab  er  den  Satz  an:  „Der  Logarithmus  irgend  eines  Schenkels  ist 
gleich  dem  Aggregat  aus  dem  Diiferentiale  des  Gegenwinkels  und 
dem  Logarithmus  des  anderen  Schenkels",  d.  h.  also  für  ein  bei  C 
rechtwinkliges  Dreieck  ABC  :  log«  =  log  tg  «  +  log  h.  Während  also 
bisher  die  betreffenden  Analogieen  stets  in  Form  einer  Proportion 
aufgestellt  worden  waren,  zwingt  ihn  seine  Methode  zur  Einführung 
der  eigentlichen  Gleichungsform,  die  hier  zum  erstenmal  in 
der  Trigonometrie  zur  Anwendung  kommt. 

Die  Behandlung  der  schiefwintligen  Dreiecke  vollzieht  er  teils 
durch  Zerlegung  in  rechtwinklige,  teils  durch  Umsetzung  der  be- 
kannten Sätze  in  logarithmische  Form.  So  schreibt  er  statt  der  Tan- 
gentenproportion    Finks:     den     durch     log  {a  —  h)  -\-  log  tg  "  ^ 


—  log  {a  -\-  b)  =  log  tg  — .,~   ausgedrückten    Satz.  ^ )      Bemerkenswert 

ist  auch  seine  Behandhmg  des  Cosinussatzes.    Indem  er  nämlich  die 
Differenz  oder  Summe  der  Abschnitte,  welche  die  Höhe  des  Dreiecks 


1)  Logarithmorum  chilias  prima  1617  und  Arithmetica  Logarithmica  1624, 
welche  14  stellige  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  20  000  und  von  90  000  bis 
100  000  enthielt.  —  In  der  Trigonometria  Britannica  p.  52  gibt  Briggs  selbst 
an,  daß  er  von  Neper  zur  Berechnung  der  Zahlenlogarithmen  aufgefordert 
wxu-de.  —  2)  A.  a.  0.  Prop.  5,  25—26. 
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Pig.  2. 


auf  der  Basis  macht,  je  uaclulem  sie  innerhalb  oder  außerhalb  des- 
selben fällt,  als  „basis  alterna"  (öj)  (Fig.  2)  bezeichnet,  gibt  er  die 
Gleichung  an  log  [b  +  r)  +  log  (h  —  c)  =  log  a  +  log  a^ .  Hieraus  fol- 
gert er  die  „basis  alterna"  selbst 
und  mit  ihrer  Hilfe  und  der 
bekannten  Basis  die  Abschnitte, 
worauf  eine  logarithniische  Be- 
handlung der  rechtwinkligen 
Dreiecke  ABB  und  ACD  etwa 
die  Winkel  liefert.  Wie  die 
prosthaphäretische  Methode  die 
Darstellung  trigonometrischer 
Analogieen  in  Form  von  Summen 
und  Differenzen  forderte,  so 
zwang  die  Einführung  der  Logarithmen  sofort  zur  Begünstigung  der 
Produktform,  die  von  da  ab  in  dem  Aufbau  trigonometi-ischer  Sätze 
stets  angestrebt  wurde.  Dieser  Umstand  veranlaßte  schon  Neper  und 
mich  ihm  andere  zur  Auffindung  neuer  Relationen,  wie  wir  weiter 
unten  sehen  werden. 

Die  sphärische  Trigonometrie  hat  Neper  vollständig  reor- 
ganisiert. Zunächst  entwickelte  er  seine  Theorie  der  zirkulären 
Stücke^),  auf  welche  er,  wie  schon  De  Morgan  und  Cautor  ver- 
muteten, durch  die  Lektüre  von  Torporleys  Werk  verfallen  war.^) 
Indem  er  nämlich  Dreiecke,  die  einen  Winkel  oder  eine  Seite  von  90" 
besitzen,  nicht  weiter  unterschied,  da  er  die  Möglichkeit  das  eine  in 
das  andere  umzusetzen  aus  Pitiscus'  Trigonometrie')  kannte,  ersetzte 
er  jene  drei  Stücke,  welche  dem  rechtwinkeligen  Element  nicht  an- 
liegen, durch  ihre  Komplemente,  ordnete  alle  5,  ihre  Aufeinanderfolge 
beibehaltend  „zyklisch"  oder  in  „pentagonaler"  Weise  an  und  nannte 
sie  „zirkulär"  (partes  circularesi.  Mit  ihrer  Hilfe  gewinnt  man,  wie 
Neper  sagt,  ein  Mittel,  um  Dreiecke,  deren  wirkliche  Stücke  ganz 
verschieden  sind,  einheitlich  zu  behandeln,  da  die  zirkulären  Stücke 
dieselben  sein  können,  ohne  daß  es  die  wirklichen  sind.  „Dies  folgt 
auf  das  deutlichste"  aus  der  Betrachtung  des  sphärischen  Fünfecks 
PSOQZ  (Fig.  3)*),  in  dem  die  Winkel,  welche  die  bis  zum  Schnitt 
verlängerten  Seiten  bilden,  rechte  sind,  während  die  Bögen  SC,  BZ, 


1)  Cap.  IV.  Hb.  II,  30—34  incl.  —  2)  Vgl  S.  186  in  unserem  ersten  TL  — 
3)  Er  bemerkt  p.  23 — 24  ausdrücklich,  daß  Adr.  Metius  und  Pitiscus  diesen 
Satz  schon  kennen.  —  4)  Dieselbe  Figur  hat  später  Gauß  einer  eingehenden 
Betrachtung  unterzogen.  Er  nennt  sie  Pentagramma  mirificum  (Werke  IQ 
und  Vm). 
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CQ  n.  s.  w.  Quadranten  darstellen.  Die  zirkulären  Stücke  der  f)  Drei- 
ecke nSF,  PCX,  ZDQ,  QF.O.  OFS  sind  siimtlich  dieselben.  So 
hat  z.B.  ABSP  die  5  zirkulären 
Stücke  BF,  90»  -  -^  P,  90»-  PÄ, 
90»  -  -^  S,  BS-  Dreieck  CPZ 
aber  C'P  =  90»  -  PÄ,  CZ=BS, 
90»- -^P,  90»-^Z=900-<^S, 
90»  -  PZ  =  PB.  Die  Polarfigur 
zur  vorigen,  die  durch  die  punktier- 
tun Kreise  angedeutet  ist,  iu  welchen 
die  Bögen  PQ=QS  =  SZ=ZO 
=  0P=  90»  sind,  beleuchtet  das 
Entsprechende  für  die  ö  Quadranteu- 
dreiecke  ZPQ,  QZO,  (JOS,  SOP, 
PSZ.  —  Von  den  5  zirkuläreu 
Stücken  kommen  in  jedem  Falle 
drei  in  Betracht,  von  denen  zwei 
gegeben  sind  und  eins  gesucht  wird,  und  zwar  ist  ein  Stück  stets 
ein  inneres  (pars  intermedia)  und  zwei  sind  äußere  (partes  estremael, 
welche  entweder  das  innere  umgeben  ( vicinae  aut  circurascriptae )  oder 
ihm  gegenüberliegen  (remotae  aut  oppositaei.  Für  sie  gilt  die  Kegel: 
„Der  Logarithmus  des  inneren  Stückes  ist  gleich  den  Differentialen 
der  anliegenden  äußeren  oder  den  Antilogarithmen  der  gegenüber- 
liegenden  äußeren  Stücke."')  Man  beachte,  daß  bei  Neper  Logarithmus 
immer  gleich  bedeutend  mit  log  sin,  Diflerentialis  äquivalent  mit  log  tg 
und  Antilogarithmus  gleich  log  cos  ist. 

Zum  Zwecke  des  Beweises,  den  er  für  seinen  Satz  gibt,  vereinigt 
er  die  sämtlichen  Triplizitäten  —  hier  das  von  Torporley  herüber 
genommene  Wort  —  in  zwei  Proportionen"-),  die  er  in  folgender 
Weise  ausspricht:  „Die  Tangente  irgend  eines  äußeren  Stückes  ver- 
hält sich  zum  Sinus  des  iimeren,  wie  der  Sinus  totus  zur  Tangente 
des  anderen  äußeren  Stückes",  und:  „der  Sinus  des  Komplementes  eines 
äußeren  Stückes  verhält  sich  zum  Sinus  des  inneren,  wie  der  Sinus 
totus  zum  Sinus  des  Komplementes  des  anderen  äußeren  Stückes". 
Dieses    ist    der  genaue    Wortlaut   jener    Regel,    die    noch    heute    den 


1)  „Logarithmus  intermediae  aequatur  diiferentialibus  circumscriptarum 
extremarum,  seu  autüogarithruis  oppositarum  extremarum"  a.  a.  0.  p.  33.  — 
2)  A.  a.  0.  p.  34.  Die  beiden  llegelu  siud  nichts  anderes  als  die  Tangenten- 
formel von  Abü'l  Wafä  und  die  Regel  der  vier  Größen  angewendet  auf  die 
olligen  5  Dreiecke,  wodurch  die  10  Sätze  für  das  rechtwinklige  Dreieck  sich 
sofort  ergeben. 
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Namen  Nepers  führt.  Wohl  hat  sich  die  Ausdrucksweise  im  Laufe 
der  Zeit  etwas  verändert,  indem  man  einmal  von  der  Proportions- 
form abging  und  dann  nur  die  Komplemente  der  Katheten  einführte, 
aber  hierin  liegt  kein  besonderer  Fortschritt. 

Wenn  Neper  auch,  worüber  wir  nicht  zweifeln,  Torporleys 
Schrift  kannte,  so  gebührt  ihm  doch  das  Verdienst,  die  Doppelregel 
zum  erstenmal  klar  formuliert  und  durch  die  einzige  so  einfache 
Gleichung  zwischen  den  Logarithmen  der  trigonometrischen  Funk- 
tionen dargestellt  zu  haben.  Durch  diese  Formulierung  waren  mit 
einem  Schlage  die  sämtlichen  Sätze  über  das  rechtwinklige  sphärische 
Dreieck,  die  in  ihrer  Gesamtheit  seit  Vieta  im  Abendlaude  im  Ge- 
brauch waren  imd  in  den  verschiedensten  Gestalten  zur  Anwendung 
kamen,  in  einen  einzigen  Satz  vereinigt,  den  das  Gedächtnis  leicht 
festzuhalten  vermochte.  Neper  war  sich  auch  der  Tragweite  seiner 
Regel  sehr  wohl  bewußt,  indem  er  sagte:  „.  .  .  es  genügt  hier,  daran 
zu  erinnern,  daß  durch  diese  wenigen  zirkulären  Stücke  und  ihre 
einzige  Regel  jede  Konfusion  der  wirkliehen  Stücke  und  ihrer  Regeln 
vermieden  und  behoben  werde". 

Bei  den  schiefwinkligen  sphärischen  Dreiecken  unter- 
scheidet er  zwei  Gruppen  von  Aufgaben,  diejenigen  „bei  welchen  die 
Winkel  und  Seiten  gemischt  vorkommen,  und  jene,  bei  welchen  nur 
gleichartige  Stücke,  Seiten  oder  Winkel  auftreten.  Die  erste  Gruppe 
wird  teils  mit  Zerlegung  in  rechtwinklige  Dreiecke,  teils  mit  dem 
Sinussatze  behandelt,  der  natürlich  wieder  in  der  Form  einer  Gleichung 
zwischen  den  Logarithmen  gegeben  wird,  die  zweite  Gruppe  aber  hat 
Neper  zu  wesentlich  neuen  Formeln  geführt,  da  die  bekannten  für 
logarithmische  Rechnung  nicht  geeignet  waren.  Der  erste  Satz,  der 
dazu  dient,  einen  Winkel  aus  den  drei  Seiten  zu  berechnen,  wird  in 
einem  Wortlaut  gegeben,  den  wir  durch  die  Gleichung  M 

log  sin  — — \-  log  sm { log  sm  c  +  log  sin  a }  =  J  log  sin  -- , 

darstellen  können.  Diese  ist  aber  aus  der  Logarithmierung  der  uns 
sehr  wohl  bekannten  Gleichung 


V^ 


h  4-  a  —  c    .    b  —  a  -\-  c 
„        . ,   sin    — L__ sm- 
sin   . 

sm  c  sm  a 


gewonnen,   die   hier  zum   erstenmal   auftritt,   und   zwar  offenbar   des- 
halb zum  erstenmal,  weil  sie  erst  infolge  der  Logaritlimeu  notwendig 


1)  Descriptio  p.  47 
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wurde.  Man  wird  tVa<f<'ii,  wie  Neper  /u  iiir  <feliingtc;  dazu  wareu 
aber  alle  Mittel  bereits  vorbereitet.  Er  geht  aus  von  Regiomontans 
Form  des  Ccsinussatzes:^) 

(sin  a  sin  c\  :  R^  =  sinvers  h  —  sinvers  (a  —  c)  :  sinvers  ß. 

Nun   wußte    man   längst,    daß   sinvers  ß  =  2  sin*  ^     und    eljeuso,   daß 

sinvers  h  —  sinvers  {a  —  c)  =  cos  {a  —  c)  —  cos  h   ist,   und   die  Gleich- 


heit der  letzten  Differenz  mit  2  sin 


h  +  c- 


a    .    b  —  (a  ■ 
—  sm 


c) 


begegnete 


2  2 

uns  in  der  prosthaphäretischen  Methode,  also  folgte  unmittelbar  die 
obige  Gleichung  in  Form  einer  Proportion;  in  der  That  skizziert  auch 
Neper  seineu  Beweisgang  in  dieser  Weise.-)  In  gleicher  Art  gibt  er 
in  einem  zweiten  Satze  die  Foi'mel  für  2  log  cos  ^   an. 

Als  dritten  Satz^J  leitet  er  folgenden  ebenfalls  völlig  neuen  ab: 
„Zieht  man  von  der  Summe  der  Differentiale  des  halben  Aggregates 
und  der  halben  Differenz  der  beiden  Schenkel  das  Differentiale  der 
halben  Basis  al),  so  erhält  man  das  Differentiale  der  halljen  Basis 
alterna'';  d.  li. 

log  tg  ^-  +  log  tg  — -~   -  log  tg  -  =  log  tg  -- , 


wo     />j 


AI) 


arc  I)('    in   Fig.  4    ist. 


Um    diesen   Satz    zu    be- 


Fig.  4. 


1)  A.  a.  0.  p.  48.  —  2)  Eine  direkte  Ableitung  aus  der  Figur  mittelst  der 
Projektionsmethode  hat  Gellibrand  gegeben:  Geometria  Britanuica.  1633  p. 82. 
—  .S)  A.  a.  0.  p.  49.  Prop.  6. 
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weisen,  gewimit  er  in    selir  origineller  Weise  mittelst   der   stereogra- 

phischen  Projektion  die  Proportion:    tg  —  :  tg    "t     =  tg  -  , —  :tg^^, 

indem  er  (Fig.  4)  in  A  die  Tangentialebene  an  die  Kugel  legt,  den 
DurcLmes.ser  AOF  zieht  und  F  als  Augpunkt  auffaßt.  Beschreibt 
man  dann  mit  arc  BC  als  Radius  den  Kugelkreis  CEFG,  so  pro- 
jiziert sich  dieser  in  der  Tangentialebene  als  Kreis  ■ys(px,  und  die 
Projektionen  q)  uud  x  seiner  Punkte  F  und  G  liegen  mit  Ä  auf  einer 
Geraden,  da  letztere  dem  Meridian  FGFA  angehören.  Das  Gleiche 
gilt  von  den  Punkten  e  und  y,  die  die  Projektionen  von  E  und  C 
sind.  Faßt  man  FA  als  Sinus  totus  auf  und  setzt  ihn  =  1  so  ist 
jetzt: 

A  j.      A  Tt  X    AOF       ,     AF       ,     c  —  a 

Acp  =  tg  AFcp  =  tg  ^-  =  tg    ~   =  tg  ~^~, 

.  .       .-r,  ,     AOG        ,     AG        ,     c  4-  a 

Ax  =tgAPx  =  tg    --  =tg-^  =  tg    J    , 

A  j.       (  T)  ,     AOE        ,     AE        .      h. 

Ab  =tsAFe  =  tg    -       =  tg  — -  =  tg  -f , 

Ay^igAFy  ==ig     -^      =ig^-  =  ig-, 

uud  hiermit  folgt  aus  einem  bekannten  geometrischen  Satz  über  die 
Sekanten  eines  Kreises  sofort  die  behauptete  Analogie,  die  dureli 
Logarithmieren  in  obigen  Satz  übergeht. 

Auch  diese  neue  Gleichung  benutzt  Neper  zur  Bestimmung  eines 
Winkels  aus  den  drei  Seiten,  indem  er  aus  ihr  \  =  AD  —  CD  be- 
rechnet, dann  mit  Hilfe  von  AD  -\-  F)C  =h  die  Bögen  AD  und  CD 
bestimmt  und  endlich  mit  seiner  Regel  aus  den  rechtwinkeligen  Drei- 
ecken ADD  und  BDC  die  Winkel  a  und  }'  folgert.  Zur  Lösung 
der  polaren  Aufgabe  gibt  er  nur  an,  wie  man  Winkel  und  Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  mit  dem  bekamiten  Satze  über  das  Nebendreieck 
des  Supplementardreiecks  bestimmen  kann. 

Die  eben  mitgeteilte  Prop.  6  ist,  wie  man  sieht,  keineswegs  eine 
der  sogenannten  Neperschen  Analogieen,  und  es  ist  unrichtig, 
wenn  Baltzer'j  und  nach  ihm  andere  bezüglich  derselben  auf  diese 
Stelle  verweisen;  überhaupt  findet  sieh  in  der  „Descriptio"  Nepers 
von  diesen  Analogieen  keine  Spur,  dieselben  sind  vielmehr  in  der 
„Constructio"  p.  5(3  unter  der  Überschrift  „Propositiones  quaedam 
eminentissimae  ad  triangula  sphaerica,  mira  facilitate  resolvenda"  au- 
gegeljen  und  zwar  in  folgender  Weise.  Man  hat  die  Aufgabe,  aus 
einer  Seite  h  und  den  zwei  anliegenden  Winkeln  «  und  y  die  beiden 


1)  Elemente  der  Mathematik.  II.  5.  Aufl.  1878,  322. 
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Schenkel  (i  und  c  zu  bestimmen.  Die  Regel,  die  Neper  hierfür  gibt, 
drückt  sieh   in  unserer  Zeichensprache  folgendermiißen  aus: 

ll      log  sin -^     +  log  sin  (}'  —  «)  + log  tg-^ logsin(y  +  ai 

—  log  sin  —      =  log  tg  X  ( primum  inventum). 

2 1      log  sin  ^—^  "  +  log  tg  Y  —  log  sin  ^--~—  =  log  tgy  (secundura  in- 
ventum), 

j •  +  ,V  =  c,  X  —  y  —  a.  Also  sind  die  trigonometrischen  Formeln,  aus 
doiiiMi  diese  beiden  Gleichimgen  entstehen, 

Sin  '—^ —  Bin  (v  —  a)  , 

tg  X  =  tg  — ^^^        = •  tg  -^ , 

Sin  (y  +  a)  sin  ^-^— 

sm       —  tg  — 
,     c  —  a  2       ^2 

tg  2/  =  tg 

die  erste  gibt  vereinfacht:') 

■/  —  a 

cos  - — „  — 
,     c  4-  fj  2,6 

*g-^-=  y  +  «*§¥' 

und  somit  sind  dies  die  beiden  ersten  Neperschen  Analogieen.  Die- 
selben werden  im  Folgendeu  in  noch  etwas  anderer,  aber  nicht 
einfacherer  Gestalt  gebracht,  eine  Ableitung  ist  nicht  angegeben.  Die 
Polarformeln  zu  ihnen  aber  finden  sich  bei  Neper  überhaupt  nicht, 
sondern  dieselben  gab  Briggs  in  seinen  Adnotationes  zur  Constructio 
p.  Ol,  was  ausdrücklich  hervorgehoben  werden  muß,  da  man  Neper 
bisher  gewöhnlich  aUe  vier  Formeln  zuerkannt  hat.^) 

Überblicken  wir  Nepers  Leistungen  im  Gebiete  der  Trigono- 
metrie, so  müssen  wir  zugestehen,  daß  durch  seine  Erfindung  der 
Logarithmen  diese  Wissenschaft  in  ganz  neue  Bahnen  geleitet  wurde, 
und  daß  von  ihm  selbst  schon  die  Richtung  angegeben  worden  ist, 
nach  welcher  die  Umgestaltung  der  bisher  im  Gebrauche  befindlichen 
Sätze  stattzufinden  hatte,  um  das  neue  Instrument  Ln  fruchtbringen- 
der ^Veise  zu  verwerten.  Aber  auch  sein  zweites  Verdienst  ist  nicht 
gering    anzuschlagen,   daß    es   ihm   zum    erstenmal    geglückt    ist,    die 

1)  Diese  Vereinfachung  gibt  Neper  jedoch  merkwürdigerweise  nicht  an; 
erst  Briggs  teilt  sie  in  seinen  Adnotationes  zur  Constructio  p.  61  mit.  — 
2)  Delambre  hat  in  seiner  Histoire  de  rAstronomie  moderne,  Paris  1821,  I, 
506  schon  auf  die  L'nrichtigkeit  dieser  Angabe  aufmerksam  gemacht. 

V.  Braunmühl,  tteschichte  der  Trigonometrie-     II.  2 


18  1.  Kapitel. 

verwirrende  Brülle  der  Sätze,  die  bisher  zur  Behaiidlung  der  recht- 
winkligen Kugeldreiecke  dienten,  durch  eine  einzige  klar  und  kurz 
gefaßte  Regel  zu  ersetzen. 

Vor  Nepers  Auftreten  hatten  wir  nur  wenige  Persönlichkeiten 
in  England  zu  nennen,  die  irgendwelche  nennenswerte  Leistungen  auf- 
weisen konnten.  In  Schottland  aber  standen  die  mathematischen  und 
asti-onomi sehen  Wissenschaften  auf  dem  tiefsten  Niveau,  so  daß  man 
wohl  von  diesem  Laude  zuletzt  in  Europa  den  Ausgang  einer  so 
wichtigen  Erfindung,  wie  die  der  Logarithmen,  erwartet  hätte.  Von 
da  ab  aber  spielt  auch  England  eine  nicht  unbedeutende  Rolle  in  der 
Geschichte  der  Trigonometrie. 

§  o.     Die  Verbreitung  der  Neperschen  Erfindung  und  ihr  Einfluß 
auf  die  Verbesserung  trigonometrischer  Rechnungen. 

Fast  noch  rascher  als  in  England  fand  Nepers  Erfindung  der 
Logarithmen  trigonometrischer  Funktionen  auf  dem  Kontinente  und 
namentlich  in  Deutschland  Eingang  und  Verbreitung.  Denn  wenn 
auch  Eduard  Wright,  der  sich  in  der  Schifi'ahrtskunde  und  in  der 
Kartenprojektionslehre  einen  Namen  gemacht  hatte,  schon  gleich  nach 
dem  Erscheinen  der  Descriptio  mit  Enthusiasmus  für  die  großartige 
Erfindung  eine  Übersetzung  des  Schriftchens  ins  Englische  unternahm, 
um  es  auch  außerhalb  der  Gelehi-tenkreise  bekannt  zu  machen,  so 
wurde  doch  Nepers  Originalwerk  ziemlich  rasch  durch  Briggs'  schon 
erwähnte  Tafel  der  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen  und  dessen 
spätere  Arbeiten,  auf  die  wir  noch  zurückkommen  werden,  verdrängt. 

In  Deutschland  aber,  wo  der  große  Kepler  bei  seinen  vielfachen 
astronomischen  Arbeiten  und  Rechnungen  in  stetem  Kampfe  mit  den 
schwerfälligen  Methoden  der  trigonometrischen  Berechnungen  lag, 
machte  sich  das  Bedürfnis  nach  einem  abkürzenden  Verfahren  am 
meisten  fühlbar.  Mit  Kepler  eng  befreundet  war  Benjamin  Ursiuus') 
(ßehr),  der  ihn  auch  bei  seiner  aufreibenden  Beschäftigung  thatki-äftig 
unterstützte  und  so  die  Schwierigkeiten  der  Rechimng  genügend 
kennen  lernte.  Als  er  daher  von  einem  Theologen  namens  Vechuer 
Nepers  Schrift  erhielt,  erkannte  er  sofort  ihre  Wichtigkeit  und  beeilte 
sich,  sie  durch  eine  Neubearbeitung  in  Deutschland  bekannt  zn  machen; 
auch  Kepler  wies  er  sofort  auf  sie  hin.  Schon  l(il8,  also  4  Jahre 
nach  dem  Erscheinen  der  Descriptio,  kam  sein  „Cursus  mathematici 
practica  Volumen  primum,  continens  lUustr.  et  Generosi  UN.  Johannis 


1)  Ursinus  war  1587  zu  Sprottau  geboren  und  lebte  eine  Zeit  lang  als 
Hofineister  in  Prag,  wo  er  Kepler  kennen  lernte.  Er  starb  als  Professor  der 
Mathematik  zu  Frankfurt  a   d.  0    1(;34  oiler  hh. 
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Nepi'i-i  etc.  'I'ri^'onoiiietriaii!  Lojjjiiritbiiiicaiii  usibus  disceiitium  acconi- 
modatiim."  ('«loiiiae  iu  S"')  heraus  und  gab,  um  ein  kleines  Fonnat 
zu  erzielen,  Nepers  Kanon  in  der  Weise  verkürzt,  daß  die  Sinus 
und  ibre  Loguritliniou  zwei  Stellen  weniger  ciitliielten.  Zur  Be- 
stimnuiiig  der  Winkelseknnden  war  eine  solt)stündig  berecbnete  Pro- 
|)i)rtiiinidtiif'el  beigegeben,  sonst  scbbilJ  sich  die  Schrift  ganz  an  das 
Original  an  und  war  nui-  für  die  Studenten  verfaßt,  denen  Ursinus 
nacli  seiner  eigenen  Aussage,  sobald  er  Kenntnis  von  der  neuen  Er- 
findung genommen  hatte,  darin  Unterricht  erteilte.  Er  hat  also  jeden- 
falls das  Verdienst,  zuerst  weitere  Kreise  auf  die  wichtige  Entdeckung 
aufmerksam  gemacht  zu  haben. 

Aber  es  kommt  ihm  auch  noch  ein  anderes  Verdienst  zu,  das 
wir,  obwohl  es  einer  etwas  späteren  Zeit  angehört,  gleich  hier  er- 
wähnen wollen.  Er  hat  nämlich  im  Jahre  1624  einen  großen  Kanon 
Neperscher  Logarithnien  auf  S  Dezimalen  herausgegeben,  bei  welchem 
die  Winkel  von  lU  zu  10  Sekunden  fortschreiten.  Dieses  Werk,  welches 
die  ersten  8 -stelligen  Tafeln  enthält,  führt  den  Titel  „Benjamin! 
Ursini  Sprotavi  .  .  .  Magnus  Canon  logarithmicus."  Coloniae  1624 
in  4"  und  findet  sich  gewöhnlich  einer  im  nächstfolgenden  Jahre 
erschienenen  „Trigvmometria"  in  drei  Büchern  angehängt.  Der  große 
Kanon  ist  nach  Nepers  Vorschriften  vom  Fundament  aus  neu  be- 
rechnet, indem  namentlich  genauere  Siiiuswerte  zugrunde  gelegt  sind") 
und  bei  Bildung  der  einzelnen  Reihen  eine  größere  Gliederzahl  inter- 
poliert wird. 

Übrigens  stieß  auch  die  neue  Erfindung,  wie  es  immer  geht,  auf 
Gegner.  Namentlich  wollte  dem  an  die  starren  Formen  der  Euklidschen 
Geometrie  gewohnten  Geiste  der  meisten  deutschen  Mathematiker  das 
mechanische  Fundament  nicht  behagen,  auf  dem  Neper  seinen  ganzen 
Kalkül  aufgebaut  hatte.  Besonders  Keplers  alter,  hochverdienter 
Lehrer  Maestlin  in  Tübingen  konnte  sich  nicht  mit  der  Neuerung  der- 
selben befreunden,  obwohl  ihn  Kepler  auf  jede  Weise  von  dem  Nutzen 
derselben  zu  überzeugen  suchte.') 

1)  Köhi  a.  d.  Spree,  siehe  Cantor  II,  2,  739.  —  Pas  uns  vorliegende  Exemplar 
der  Münchner  Hof-  und  Staatsbibliothek  trägt  die  Jahrzahl  1(318,  nicht  17 
oder  19,  wie  anderwärts  angegeben  wird.  Die  Vorrede  ist  von  1617  datiert. 
—  2)  Auch  hat  Ursinus  bereits  den  später  von  Biot  wieder  erkannten  Fehler 
(S.  7)  bemerkt  und  statt  23025842.34  die  auf  8  Stellen  richtige  Zahl  23025810 
angegeben.  —  Über  die  dem  Kanon  vorausgeschickte  Trigonometrie  ist  nur  zu 
erwähnen,  daß  Ursin  auch  Briggs'  Bemerkungen  und  Ergänzungen  mitein- 
bezog, indem  er  (p.  259 — 260)  die  Ijeiden  Neperschen  .Vualogieen  für  die  Seiten 
in  der  reduzierten  Form  anfülirte.  Aber  auch  er  blieb,  wie  Neper  und  Briggs, 
die  Beweise  für  diese  Formeln  schuldig.  —  3)  Vgl.  hierüber  Kepleri  Opera  omnia. 
Ed.   Frisch  t.  VII,  299. 
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Kc'iiler,  der  wie  wir  hörten  durch  Ursinus  die  erste  Nachricht 
von  den  Logarithmen  erhalten  imd  sich  durch  die  kleine  Schrift  des 
letzteren  näher  orientiert  hatte,  bekam  im  Juli  1619  ein  Exemplar 
von  Nepers  Werk  und  erkannte  durch  ein  eingehendes  Studium 
desselben  sofort,  welche  enorme  Unterstützung  ihm  die  neuen  Tafeln 
bei  seinen  astronomischen  Berechnungen  bieten  konnten.  Er  benutzte 
daher  die  Gelegenheit  in  seinen  Ephemeriden  für  das  Jahr  1620  ein 
offenes  Schreiben  an  Neper  ergehen  zu  lassen,  von  dessen  inzwischen 
erfolgtem  Tode  er  keine  Kenntnis  hatte,  erkannte  hierin  das  hohe 
Verdienst  desselben  in  begeisterten  Worten  an^)  imd  trug  so  durch 
das  Gewicht  seiner  Persönlichkeit  zur  Ausbreitung  des  neuen  Rech- 
nungsverfahrens wesentlich  bei. 

Bei  einem  Manne  von  Keplers-j  Größe  und  Bedeutung  ist  es 
selbstverständlich,  daß  er  mit  den  von  seinen  Vorgängern  und  Zeit- 
genossen geschaffenen  Hilfsmitteln  seiner  Wissenschaft  bis  ins  Kleinste 
vertraut  war,  und  so  sehen  wir  ihn  denn  auch  im  Besitze  aller  zu 
seiner  Zeit  im  Gebrauche  befindlichen  trigonometrischen  Methoden, 
die  er  mit  der  ihm  eigenen  Gewandtheit  handhabte.  Namentlich  be- 
diente er  sich  sehr  häutig  der  Prosthaphäresis^),  die  ihm  teils  aus 
dem  Lehrbuch  des  Pitiscus,  teils  aus  seinem  persönlichen  Umgang 
mit  Jobst  Bürgi  bekannt  sein  mochte;  auch  war  ihm  sicher  Jöstels 
Traktat  nicht  entgangen.  Als  er  aber  Nepers  Erfindung  kennen 
gelernt  hatte,  durchschaute  er  sofort  ihre  Vorzüge  vor  dem  älteren 
Verfahren  und  warf  sich  mit  jener  idealen  Begeisterung,  die  er  während 
seines  ganzen  Lebens  für  die  Förderung  der  Wissenschaft  trug,  auf 
die  Verbesserung  der  neuen  Methode.  Wir  erwähnten  schon,  daß  den 
deutschen  Mathematikern  die  Basis,  auf  welcher  der  geniale  Schotte 
sein  Gebäude  errichtet  hatte,  nicht  genügend  gefestet  schien,  und  daß 
sie  daher  der  Richtigkeit  seiner  Zahlen  immer  noch  Zweifel  entgegen 
brachten.  Deshalb  richtete  Kepler  sein  Augenmerk  hauptsächlich  auf 
eine   gi-ündliche   Fundierung   der   neuen   Lehre,   und   dies   gelang  ihm 


1)  Opera  t.  VII,  520—522.  —  2)  Johann  Kepler  lebte  von  1571—1630. 
Bezüglich  seines  Lebens  verweisen  wir  auf  die  treffliche  Biographie  von  S. 
Günther,  Berlin  1896,  die  als  22.  Band  der  „Geisteshelden"  von  A.  Bettel- 
heim erschien;  von  seinen  Werken  erwähnen  wir  hier  nur  sein  „Epitome 
Astronomiae  Copernicanae",  dessen  vier  erste  Bücher  1618 — 1621  erschienen, 
seine  „Chilias  Logarithmonun",  Maqjurgi  1624,  und  die  Rudolfinischen  Tafeln.  — 
3)  So  z.  B.  im  Epitome  (Opera  Kepler!  Edit.  Frisch  VI).  Übrigens  entgingen 
ihm  die  Schattenseiten  dieser  Methode  keineswegs,  wie  aus  einem  Briefe  an 
Herwarth  von  Hohenburg  vom  18.  Okt.  1608  (Opera  IV,  527)  zu  ersehen  ist. 
Bezüglich  der  Sätze,  deren  sich  Kepler  mit  Vorliebe  zur  Berechnung  sphä- 
rischer Dreiecke  bedient  (der  Regel  der  vier  Größen,  des  Sinussatzes  und  der 
Tangentenregel  des  AbiVl  Wafä),  siehe  den  Brief  an  Crüger,  Opera  VI,  47. 
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iuu'li  in  der  im  Winter  1G21  auf  22  ausgearbeiteten  „Chilias  logarith- 
moi-um  ad  tdtideni  Numeros  Ilotundos;  praemissa  Demonstratione 
legitinia  Ortus  Logiirithinoruni,  eorumque  Usus  etc.". 

Um  nicht  zu  weitlilutig  zu  werden,  müssen  wir  uns  mit  folgen- 
den Bemerkungen  begnügen.  Kepler  läßt  im  Gegensatze  zu  Neper 
Zahlen,  deren  Logarithmen  er  sucht,  nach  ganzen  Einheiten  von  1  bis 
1000  fortschreiten;  da  er  dieselben  aber  als  Sinus  für  den  Sinus  totus 
10'  auffaßt,  so  fügt  er  jeder  Zahl  noch  4  Nullen  hinzu.')  Diese 
Zahlen  stehen  in  der  zweiten  Spalte  seiner  Tafel,  während  in  der 
ersten  dii'  iliuen  entsprechenden  Bögen  auf  Grade,  Minuten  und  Se- 
kunden l)erecliiiet,  angegeben  sind.  Die  letzteren  wachsen  also  nicht 
wie  bei  Neper  um  die  gleiche  Differenz.  Außerdem  enthält  die 
3.  Kolumne  die  nämlichen  Zahlen  in  24  Teilen  des  Radius  und  deren 
Minuten  und  Sekunden  und  die  5.  Spalte  dieselben  in  60  Teilen  des 
Radius  und  deren  Minuten  ausgedrückt,  die  4.  aber  umfaßt  die  Loga- 
rithmen der  Sinus.  Dieselben  berechnet  er  nicht  wie  Neper  durch 
fortgesetzte  Subtraktion  gleicher  Brüche,  sondern  durch  Einschalten 
mittlerer  geometrischer  Proportionalen  oder  fortgesetztes  Quadrat- 
wurzelziehen, wie  jener  schon  in  seinem  Anhange  zur  Constructio  vor- 
geschlagen hatte,  die  übrigens  Kepler  nicht  bekannt  war. 

Bezeiclinet  man  den  Keplerschen  Logarithmus  einer  Zahl  a  mit 
log*"  a,  so  sind  die  beiden  Progressionen,  die  er  zugrunde  legte,  durch 
die  allgemeinen  Glieder 

log^  a  =  nd         und         a  =  10  (1  —  d)" 
gegeben.-)    Aus  der  zweiten  Gleichung  ergibt  sich  für  d=  1  —  |/t]^, 

und  Kepler  gelangte  zu  dem  Werte  von  d,  der  nahe  gleich  Null 
sein  mußte,  damit  er  seine  nach  ganzen  Intervallen  fortschreitenden 
Zahlen  mit  den  Gliedern  der  Reihe  «  =  10  (1  —  d)"  identifizieren 
konnte,  indem  er  n  gleich  einer  hohen  Potenz  von  2  setzte.  WoUte 
er  z.  B.  log  7,  oder  wie  er  schreibt,  den  Logarithmus  der  Zahl 
70000.00  berechnen,  so  setzte  er')  n  =  2'",  indem  er  zwischen  7  und  10 
dreißig    mittlere    Proportionalen    einschaltete.      Hierdurch    ergab    sich 

d  =^1/0,1  =  0,00000000033217943100, 
und  somit  log'^'  7  =  23»  •  (/  =  0,35667494813722214400.  In  seiner  Tafel 
steht  daher  neben  70000.00  der  Logarithmus  35667.49,  und  die  ganze 
entsprechende  Zeile  heißt  daselbst*): 

1)  Übrigens  gibt  er  am  Beginne  seiner  Tafel  noch  die  Logarithmen  der 
Einer,  der  Zehner,  der  Hunderter  und  der  Tausender  an.  —  2)  R.  Wolf,  H.  A. 
I,  75.  —  3)  Opera  VH,  p.  323.  Demonstratio  structurae  logarithmoi-um.  — 
4)  Opera  VE,  403.     Ebenda  347    gibt  er  an,  daß  er  der  letzten  Ziffer  in  seineu 
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,.  Smns  sen  Partes  vicesi-      ^         .,,     . 

Arcus  circuli  I  •     i     ,  i-  '  ^       ',    Lofirantnmi 

I  numen   absolnti  |  mae  quartae 


Partes 
sexagesimae 


44°  25'  37"  70000.00  [      10»  48'  0"  35667.49        ,  42.0 

Keplers  Logarithinen  sind  also  eigentlich,  wie  die  Briggs- 
schen,  Zahleulogarithmen  und  können  erst  in  zweiter  Linie 
als  trigonometrische  aufgefaßt  werden. 

Man  wird  sich  erinnern,  daß  Bürgi  seine  Progreßtalml  im  Jahre 
1620  veröffentlicht  hatte,  also  um  dieselbe  Zeit,  als  Kepler  bereits 
mit  dem  Gedanken  umging,  selbst  eine  Logarithmentafel  zu  schaffen. 
Es  liegt  daher  die  Frage  nahe,  warum  er  sich  selbst  dieser  äußerst 
mühevollen  Arbeit  unterzog,  statt  die  bereits  vorhandene  Tafel  seines 
Freundes  zu  benützen.  Uns  scheint  der  Grund  hierfür  hauptsächlich 
darin  zu  liegen,  daß  Bürgis  Antilogarithmentafel  für  Keplers  Zwecke 
nicht  die  gewünschte  Verwendbarkeit  hatte.  Außerdem  war  die  Tafel 
dadurch,  daß  Bürgi  es  unterlassen  hatte,  eine  Gebrauchsanweisung 
mitzugeben,  von  vorneherein  für  jene  Mathematiker,  die  ihm  nicht 
wie  Kepler  nahestanden,  unbrauchbar,  und  der  letztere  wollte  daher 
ein  Werk  schaffen,  das  nicht  nur  ihm  allein,  sondern  der  ganzen  Mit- 
welt Nutzen  bringen  sollte.  Deshalb  gab  er  auch  „um  etwaige  Be- 
denken über  die  Richtigkeit  der  Zahlen  zu  zerstreuen",  eine  genaue 
Auseinandersetzung  des  Baues  seiner  Tafeln  in  30  Sätzen  und  fügte 
sie  denselben  bei.  Das  Erscheinen  der  Schrift  verzögerte  sich  aber 
infolge  verschiedener  Umstände  noch  bis  zum  Jahre  1624 'j,  und  die 
Gebrauchsanweisung  kam  erst  ein  Jahr  später  als  „Supplementum 
Chiliadis  Logarithmorum"  ans  Tageslicht.  Da  Kepjer  darin  auch 
zeigte,  wie  man  die  Logarithmen  zur  Vereinfachung  der  trigono- 
metrischen Berechnungen  praktisch  verwenden  konnte,  so  war  das 
neue  Werk  wohl  imstande,  Nepers  in  Deutschland  schwer  erhältliche 
Schrift  zu  ersetzen,  obgleich  nicht  verschwiegen  werden  darf,  daß  die 
letztere,  was  die  Methoden  zur  Behandlung  der  einzelnen  Dreiecks- 
fäUe  anlangt,  reichhaltiger  als  Keplers  Supplementum  ist.  Dieser 
bedient  sich  nämlich  fast  durchweg  der  Zerspaltung  schiefwinkliger 
Dreiecke  in  zwei  rechtwinklige  und  geht  nur  in  einem  Falle  über 
seinen  Vorgänger  hinaus,  indem  er  zur  Lösung  der  Aufgabe^),  aus 
drei  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks  eine  Seite  zu  bestimmen, 
die  Polarformel  zu  den  von  Xeper  zuerst  angewandten  (S.  14)  in  der 
durch  Logarithmiei-ung  der  Gleichung 

Logarithmen  ein  +  oder  —  beifügte,  wenn  der  Logarithmus  um  |  bis  i  einer 
Einheit  der  letzten  Stelle  zu  klein  oder  zu  groß  genommen  ist. 

1)  Über  die  Druckgeschiehte  dieser  Schrift  sehe  man  die  Yori'ede  Frischs 
in  Opera  VU,  295—311.  —  2;  Opera  VII,  364. 
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COS 


V 


cos !— C08  '^    '    *. 


sin  a  8111  y 


crhältlichoii  l''oriii  zum  ersteumal  iiusspricht,  wülireiul  Nepcr  diesen 
l*'iill  iiocli  mit  rechtwinkligen  Dreiecken  beliandelte. ')  Die  Formxi- 
lienuig  seiner  Siitze  entspricht  genau  der  von  Neper  eingeführten 
Art  und   Weise,  die  sich  noch  hinge  Zeit  eriiielt. 

liier  müssen  wir  auch  nocli  eines  goniometrischen  Satzes  ge- 
denken, auf  den  Kepler  an  mehreren  Stellen  zurückkommt.  In  dem 
Comni.  de  stella  Martis  sagt  er  nämlieli-),  daß,  wenn  (c  ein  kleiner 
Winkel   ist,  die  Proportion  bestehe: 

(sin  «  +  sin  2«  +  •  •  •  +  sin  na)  :  (sin  «  +  sin  äti  +  •  •  •  +  sin  "  j 

=  (1  —  cos  ncc)  :  1 , 

ein    Satz,    den    er    wahi-scheinlich   durch    Liduktiou    fand.     Außerdem 

kennt  er  auch  den  Satz,  daß  sec  89»  +  tg  89"  =  sin  l"  +  sin  2»  H 

+  sin  90"  ist,  welchen  zuerst  Cardano  in  seinem  über  de  subtilitate 
gegeben  hat.  Dabei  bemerkt  Kepler,  Bürgi  habe  denselben  be- 
wiesen.^)    Übrigens  hatte  schon  Archimedes   in  seiner  Schrift  über 

die  Kugel  und  den  Zylinder  den  Wert  der  Summe  crd  «  +  crd  2«  H 

+  crd  na  geometrisch  abgeleitet.'*) 

Auf  seine  Logarithmen  ist  Kepler  später  noch  einmal  zurück- 
gekommen, indem  er  in  seinen  K527  erschienenen  „Rudolfiuischen 
Tafeln",  die  nach  ganzen  Intervallen  wachsenden  Zahlen,  welche  sich 
auf  den  Radius  10'  bezogen,  ganz  wegließ  und  dafür  die  Logarithmen 
der  Zahlen  mitteilte,  die  von  5  zu  5  Sekunden  nach  dem  in  HO  Teile 
geteilten  Radius  oder  von  2  zu  2  Minuten  nach  einem  in  24  Teile 
geteilten  fortseh  ritten.''')  Es  war  dies  deshalb  geschehen,  weil  er  in 
jenen  Tafeln  noch  immer  die  fi'üher  allgemein  gebräuchliche  Sexa- 
gesimalrechnung  bevorzugte,  um  die  ersteren  allgemein  zugänglicher  zu 
machen.  Außerdem  teilt  aber  Kepler  daselbst  auch  einen  „Canon 
Logarithmorum  et  Antilogarithmorum  ad  singula  Scrupula  circuli"  mit, 
der  von  0"  bis  90"  läuft;  ferner  „Particula  Canonis  Antilogarithmorum 
exactiorum  ad  denarias  secundorum,  pro  Eclipsibus",  d.  h.  eine  Tafel 
der  Cosinus,  die  von  10"  zu  10"  von  0"  bis  1"  40'  fortschreitet"), 
und  endlich  eine  Tafel  der  Logarithmen  der  Taugenten  für  alle  Minuten 
der  ersten  9  Grade.  Für  diese  führt  er  den  Namen  „Mesologarithmen'' 


1)  Descriptio  .'iO— 51.  —  2)  Opera  Kepleri,  Ed.  Frisch.  III,  390  u.  105.  — 
3)  Ebenda  III,  335.  —  4)  Vgl.  Gino  Loria  „Le  scienze  esatte  nell'  antica  Grecia. 
Lib.  n,  n.  38.  —  5i  Heptacosias  logarithmorum  logisticonim.  —  6l  Antilogarithmeii 
heißen  bei  ihm  nämlich  die  Logarithmen  der  Cosinus. 
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ein*),  weil  sie  in  Nepers  Tafel  in  der  Mitte  standen.  Diese  Tabelle 
trägt  die  Überschrift:  „Pars  Canonis  Mesologarithmoruni  ad  Gradus  10 
pro  latitudine  quinque  planetarum." 

Kepler  beabsichtigte  noch  eine  umfassende  Logarithmentafel  aus- 
zuarbeiten, wurde  aber  durch  seinen  zu  frühen  Tod  daran  gehindert. 
Sein  Schwiegersohn  Jakob  Bartsch  (1600 — 1633)  führte  das  ge- 
plante Werk  aus,  indem  er  unter  anderem  die  Logarithmen  der 
Rudolfinischen  Tafeln  von  Minute  zu  Minute  berechnete.  Seine  „Ta- 
bulae  novae  logarithmicologisticae"  wurden  1630  in  Sagan  gedruckt, 
uud  ebenda  erschienen  1631  die  ,,Tabulae  manuales  logarithmicae 
J.  Kepleri  et  J.  Bartschii".^)  Dieselben  fanden  jedoch  wenig  Ver- 
breitung, indem  sie  nur  in  einer  geringen  Anzahl  von  Exemplaren 
vorhanden  gewesen  zu  sein  scheinen,  und  wurden  daher  im  Jahre 
1700  von  Johann  Kaspar  Eisenschmid  mit  geringen  Verände- 
rungen neu  herausgegeben,  da  derselbe  die  Keplerschen  Logarithmen 
für  astronomische  Rechnungen,  bei  denen  es  sich  vielfach  um  die 
„logistischen  Zahlen",  d.  h.  die  Sexagesimalbrüche  handelte,  den 
Briggsschen  noch  immer  vorziehen  zu  müssen  glaubte.') 

Die  umfassendste  Tafel  Neperscher  Logarithmen  aber,  die  in 
Deutschland  erschien,  war  die  von  Peter  Crüger  (1580 — 1639) 
1634  zu  Dauzig  herausgegebene.  Sie  ist  enthalten  in  seiner  „Praxis 
trigonometriae  logarithmicae  cum  logarithmorum  tabulis  ad  triangiüa 
tarn  plana  quam  sjjhaerica  sufficientibus"  (klein  8").  Da  die  Napierschen 
Logarithmen,  wie  erwähnt,  für  die  Rudolhnischen  Tafeln  unentbehr- 
lich waren,  imd  letztere  bei"  den  Astronomen  noch  auf  längere  Zeit 
im  Gebrauche  blieben,  so  woUte  ihnen  Crüger  dieselbe  Einrichtung 
geben,  die  Briggs  seineu  Tafeln  schon  früher  zugrunde  gelegt  hatte, 
indem  er  nämlich  die  Logarithmen  der  Zahlen  von  denen  der  trigo^ 
nometi-ischen  Funktionen  trennte.  Die  letzteren  sind  für  ;■  =  10^  imd 
auf  alle  Minuten  der  Winkel  des  Quadranten  berechnet.  Dann  gal) 
er  noch  eine  Tabelle  bei,  welche  die  Logarithmen  der  Sinus  aller 
Sekunden  des  ersten  Grades  enthält,  luad  endlich  eine  Tafel,  von 
Jakob  Bartsch  berechnet,  die  die  Logarithmen  der  Cosinus  (Anti- 
logarithmen)  von  0"  bis  1**  41'  von  2"  zu  2"  umfaßte.  Den  Ta- 
bellen geht  eine  Gebrauchsanweisung,  sowie  eine  ganz  im  Sinne 
seiner  Vorgänger  gehaltene  logarithmische  Trigonometrie  vorher, 
die   keine   Beweise    der   mitgeteilten   Sätze    gibt.     Da    das    Büchlein, 


1)  Einleitung  in  die  Rudolfinischen  Tafeln,  folio  19.  Opera  VT,  567.  — 
2)  Kästner,  Geschichte  der  Mathematik.  HI,  92.  —  3)  Kästner,  ebenda  III,  93. 
Keplers  Chilias  wurde  später  noch  von  Hutton  in  seiner  Ausgabe  der  Tafeln 
von  Sherwin  und  von  Maseres  in  Scriptores  logarithmici  1791.  I,  93 — 166 
publiziert. 
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laut  Vorrede,  hauptsiicliliih  für  Schüler  liestiinnit  war,  so  scheint  man 
damals  im  Unterricht  Begründungen  für  iinnötij;  erachtet  zu  haben, 
oder  man  ersetzte  sie  mündlich. 

Aus  der  Sclirift,  die  viel  Beifall  gefunden  zu  haben  scheint,  da 
sie  noch  nacli  dem  Tode  des  Verfassers  zwei  Neuauflagen  zu  Danzig 
1H4S  und  zu  Amsterdnm  1()54  erlebte,  heben  wir  zwei  Dinge  hervor: 
die  Behandkmg  des  ebenen  (Josinussatzes  und  die  praktische  Ver- 
wertung der  Neperschen  Analogieen.  Des  ersteren  bedient  er 
sich,  um  aus  drei  Seiten  den  Winkel  zu  bestimmen,  indem  er  zunächst 
aus  log  X  =  log  (6  +  c)  +  log  (b  —  c)  —  log  a,    x  berechnet  und   dann 

aus  log  — log  c  =  log  cos  B  den  Winkel  bestimmt,  d.  h.  also  er 

bringt  den  Cosinussatz  in  die  Gestalt:') 

a  -  ^''-+-'^)  (^-g) 
cos  B  = „ 

2  c 

In  der  sphärischen  Trigonometrie  gebraucht  er,  um  aus  zwei 
Winkeln  und  der  Zwischenseite  die  beiden  andern  Seiten  zu  be- 
i-echnen^),  die  entsprechenden  Neperschen  Analogieen  ganz  in  der 
Weise,  wie  wir  sie  heute  noch  verwenden,  und  benutzt  ähnlich  auch 
die  beiden  Polarformeln  derselben,  um  aus  zwei  Seiten  imd  dem 
Zwischenwinkel  die  dritte  Seite  zu  bestimmen.'')  Die  hierbei  auf- 
tretenden Logarithmen  der  Cotangenten  werden  Ant  im  e  solo  gar  ithmen 
genannt.  Schon  bedeutend  früher,  nämlich  1612  hatte  Crüger  eine 
„Synopsis  Trigonometriae"  Dantisci  in  12"  herausgegeben,  die  die  Be- 
kanntschaft des  Autors  mit  allen  damals  gebräuchlichen  Methoden 
zeigt,  ohne  jedoch  besonderes  Neues  zu  bieten,  weshalb  wir  sie  auch 
hier  nur  vorübergehend  erwähnen  wollen. 

Wir  haben  es  versucht,  ein  Bild  von  der  Ausbreitung  und  suc- 
cessiven  Entwickelung  der  Neperschen  Logarithmen  in  Deutschland 
zu  geben,  wo  sie  zuerst  festen  Fuß  gefaßt  hatten,  bemerken  aber,  daß 
neben  ihnen  in  der  Zwischenzeit  auch  schon  sehr  bald  die  von  Briggs 
und  anderen  für  die  Basis  10  erstellten  Logarithmen  Eingang  gefun- 
den hatten.  Auf  diese  Tatsache  werden  wir  wieder  zurückkommen, 
wenn  wir  die  Ausbildung  dieses  einfacheren  Systems  in  England 
studiert  haben. 


1)  Praxis  Trigonometriae  logarithmicae  33.  Dip  natürlich  in  Worten  ge- 
gebene Vorschrift  ist  allerdings  etwas  schwerfällig,  wird  aber  durch  ein  bei- 
gegebeneg  Beispiel  genügend  erläutert.  —  2)  A.  a.  0.  p.  40 — 41.  —  3)  A.  a.  0. 
p.  42—43. 
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§  4.     Die    logarithxnisclie    Trigonometrie    in    England    nach    dem 

Tode  Nepers. 

Während  innerlialb  eines  Zeitraumes  von  20  Jahren  die  Loga- 
rithmen Nepers  in  Deutschland  rasch  Eingang,  Verbreitung  und  Ver- 
besserung erfuhren,  waren  die  Mathematiker  und  Astronomen  anderer 
Länder  keineswegs  müßig  gewesen.  Namentlich  die  Engländer,  stolz 
auf  die  epochemachende  Erfindung  eines  ihrer  Landsleute,  suchten  das 
Erbe  des  großen  Schotten  nach  Kräften  zu  verwerten.  Nepers  Loga- 
rithmentafel wies  zwei  Unbequemlichkeiten  auf:  einmal  mußten  die 
drei  Spalten,  in  denen  die  Logarithmen  der  Sinus,  Cosinus  und  Tan- 
genten gegeben  waren,  auch  zum  Aufschlagen  der  Cosekanten,  Se- 
kanten  und  Cotangenten  benutzt  werden,  und  dann  waren  die  Loga- 
rithmen teils  positiv,  teils  negativ,  da  Neper  den  Logarithmus  des 
Radius  gleich  Null  gesetzt  hatte  und  Logarithmen  mit  wachsenden 
Winkeln  abnehmen  ließ.  Diesen  Ubelständen  suchte  John  Speidell 
(1607  — 1646),  Lehrer  der  Mathematik  ia  London,  zu  begegnen,  in- 
dem er  zunächst  schon  1619  in  seinen  „New  Logarithmes"  eine  Tafel 
publizierte,  welche  6  Kolumnen  für  die  Logarithmen  sämtlicher 
6  Funktionen  enthielt.  Auch  machte  er  alle  Logarithmen  positiv, 
indem  er  die  arithmetischen  Komplemente  der  Napierschen  bildete, 
d.  h.  jene  von  10'  subtrahierte.  Seine  Tafel  scheint  sehr  Anklang 
und  Verbreitung  gefunden  zu  haben,  indem  schon  1620  eine  zweite, 
1621  eine  dritte,  1623  die  fünfte  und  1624  die  sechste  Auflage  der- 
selben erschien. ')  Darin  führte  er  noch  die  weitere  Verbesserung 
durch,  daß  er  eine  neue  Tafel  beifügte,  in  welcher  er  die  Neperschen 
Logarithmen  der  aufeinanderfolgenden  ganzen  Zahlen  von  1  bis  1000 
zugleich  mit  ihren  Differenzen  und  arithmetischen  Komplementen  gab. 
Hierbei  traf  er  jedoch  eine  kleine  Abänderung,  indem  er  seinen  Loga- 
rithmus irgend  einer  Zahl  e  gleich  dem  Neperschen  Logarithmus  von 

y  setzte,  sodaß    log  1  =  0,    log  10  =  2,302584,    log  10"  =  n  ■  log  10 

wurde.     Diese  Tafel   enthält   also    die    ersten    hyperbolischen 

Logarithmen,^)  wenn  man  von  den  Antilogarithmen  Bürgis  absieht. 

Weit  wichtiger  für  die  folgende  Entwickelung  der  logarithmischen 


1)  Cajori  in  A  History  of  elementary  Mathematics,  New- York  1896,  gibt 
p.  165  noch  Auflagen  von  1627  und  1628  an.  —  2)  Tgl.  Hutton  a.  a.  0.  p.  XXXIV 
und  Glaisher  a.  a  0.  p.  69.  Genaueres  über  die  Speidellsche  Tafel  findet  man 
in  Maseres  Scriptores  Logarithmici.  VI,  711  ff.  —  Speidella  Sohu  Euklid 
publizierte  1688  eine  Logaritlmiotechnie ,  in  welcher  er  zeigte,  wie  man  diese 
Logarithmen  bis  auf  25  Stellen  berechnen  kann,  indem  man  die  Hyperbel 
(juadriert.  Die  Schrift  ist  abgedruckt  in  Maseres  Scriptores  Logarithmici. 
vol.  U. 
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'rri<4i)ni)int'tii<'  war  aber  die  Tätigkeit  von  lli'i iirich  Briggs.  Briggs, 
deu  wir  schon  vorübergehend  kennen  lernten,  war  in  Cambridge  auf- 
gewachsen und  l)egaini  dort  im  Jahre  1592  seine  Lehrthiitigkeit.  1600 
wurde  er  J^rofessor  am  Oresham  College  in  London  und  Kili)  erhielt 
er  die  in  Oxford  neu  gegründete  Savilesche  Professur  der  üeometrie, 
die  er  bis  zu  seinem  Tode  IfiSO  inne  hatte.  Wir  sahen  schon,  daß 
er  zunächst  eine  Trennun<f  der  Zahlerüogarithmen  von  denen  der  tri- 
gonometrischen  Funktionen  vornahm  und  dieselben  in  der  Weise  auf- 
baute, daß  er  die  Basis  10  zugi-uiide  legte.  Dieses  System  arbeitete 
er  auch  soweit  aus,  daß  er  1()24  eine  14stellige  Tafel  der  Zahlen 
von  1  bis  20000  und  von  90000  bis  100000  erscheinen  lassen 
konnte. 

Auch  die  trigonometrischen  Logarithmen  nahm  er  in  Arbeit,  und 
nach  seinem  Tode  fand  sich  eine  auf  10  Dezimalen  berechnete,  nahezu 
vollendete  Tafel,  in  welcher  statt  der  Sexagesimalteilung  der  Winkel- 
grade die  dezimale  Teilung  eingeführt  war,  wie  es  schon  Stewiu 
beabsichtigt,  aber,  wie  es  scheint,  nicht  ausgeführt  hatte.')  Dieser 
Fortschritt  konnte  sich  jedoch,  trotzdem  Briggs'  Tafel  1()33  im  Druck 
erschien,  nicht  einbürgern,  wohl  deshalb^),  weil  bereits  Tafeln  vor- 
handen waren,  welche  Zehnerlogarithmen  bei  sexagesimaler  Teilung 
gaben  und  „ihren  Besitzern  also  nicht  das  Aufgeben  des  zur  zweiten 
Natur  Gewordenen  auferlegten". 

Die  Methode,  deren  sich  Briggs  zur  Konstruktion  dieser  Tafeln 
bediente,  welche  die  Sinus,  Tangenten  und  Sekanten,  sowie  die  Loga- 
rithmen der  Sinus  und  Tangenten  angibt,  ist  für  die  Folgezeit  von 
solcher  Bedeutung  geworden,  daß  wir  sie  in  kurzen  Zügen  schildern 
müssen.  Das  Werk,  in  dem  sie  enthalten  ist,  führt  den  Titel  „Tri- 
gonometria  Britanuica",  ist  von  Heinrieh  Gellibrand,  Professor 
am  Gresham  College,  1633  herausgegeben  und  zerfällt  in  zwei 
Teile,  von  denen  der  erste  ans  Brigijs'  Feder  stammt  und  seine 
Rechnungsmethode  enthält.  Zunächst  verbreitet  sich  Brigsrs  hier 
über  die  Herstellung  einer  korrekten  Sinustafel,  wobei  er  folgenden 
Plan  verfolgt.  An  Vieta  anknüpfend,  den  er  mehrfach  zitiert,  studiert 
er  zunächst  die  Teilnngsgleichungen  und  stellt  zur  Bildung  ikrer 
Koeffizienten  einen  „Abacus''  auf  (p.  23),  der  genau  mit  jener  Tafel 
übereinstimmt,  die  wir  bei  Bürgi  (Erster  Teil  S.  208)  kennen  lernten. 
Eine  zweite  noch  umfassendere  Tabelle,  der  „Abacus  :T(r/xQri(}T6g", 
welcher  durch  Bildung  der  Summenreihen  aus  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe entsteht,  dient  ihm  unter  anderem  zur  Auffindung  der  Koeffi- 
zienten   aufeinanderfolgender   Potenzen    eines    Binoms.     Nun    teüt    er 


1)  Glaisher  a.  a.  0.  173.  —  '2)  Vgl.  Cantor  II,  2,  743. 
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den  Kreis  in  360",  den  Grad  aber  in  625  Tausendstel  (=  ^)-   Vom  Sinus 

des  Winkels  von  60"  ausgehpid,  berechnet  er  dann  die  Sinus  aller  Winkel 

50  50  . 
von  -  zu  -  ,  indem  er  die  Teilung  in  2,  3,  5  und  7  Teile  und  die  Ver- 
vielfachung bis  zum  19  fachen  anwendet.  Die  Lösung  der  Teilungs- 
gleichung wird  stets  mit  dem  uns  längst  bekannten  Divisionsverfahren 
der  Araber,  das  wir  bei  Bürgi  und  Pitiscus  wieder  trafen,  aus- 
geführt. Da  er  sich  aber  zum  Ziel  setzt,  eine  Sinustafel  zu  kon- 
struieren, die  nach  Tausendstel  Graden  fortschi'eitet,  so  teilt  er  zunächst 
jedes  Intervall  in  5  gleiche  Teile  und  wiederholt  diese  Teilung  noch 
dreimal.  Die  Zwischenwerte  werden  aber  nicht  etwa  direkt  mit  den 
Teilungsgleichungen  berechnet,  sondern  mit  einer  Differenzen- 
methode interpoliert,  deren  Begründung  er  jedoch  nicht  ge- 
geben hat. 

Es  ist  hier  nicht  der  Platz,  auf  diese  geniale  und  auch  heute  noch 
benützte  Methode  näher  einzugehen.')  Sie  wurde  zum  erstenmal  von 
Lagrange  1792/93")  exakt  bewiesen,  dann  1815  von  Legendre^) 
wieder  untersucht  und  gewürdigt,  1844  gab  Frederic  Maurice') 
eine  Ableitung  mit  den  Hilfsmitteln,  die  Briggs  zu  Gebote  gestanden 
hatten,  1893  ließ  Koppe'')  eine  sehr  übersichtliche  Darstellung  er- 
scheinen und  1896  hat  sie  A.  A.  Markoff  in  seiner  DifFerenzen- 
rechnung*)  abermals  begründet. 

Fragt  man,  wie  Briggs  zu  seiner  Methode  gekommen  ist,  so 
wird  man  aus  der  Art  und  Weise,  wie  er  seine  DifferenzeutabeUen 
anordnet,  unwillkürlich  an  das  Schema  erinnert,  das  einst  Reimers 
mit  jenen  mysteriösen  Andeutungen  versehen  in  seinem  P'undamentum 
astronomicum  veröffentlichte  (L  Tl.  S.  205).  Entweder  hat  Briggs, 
was  uns  das  Wahrscheinlichste  dünkt,  dem  Sinne  dieser  Andeutungen 
nachspürend,  das  Wesen  von  Bürgis  Methode  durchschaut,  oder  es 
kamen  ihm  aus  irgend  einer  unbekamiten  Quelle  nähere  Mitteilungen 
über  dieselbe  zu. 

Nachdem  Briggs  in  einem  folgenden  Kapitel  (XIV)  noch  darauf 
hingewiesen,  daß  es  am  rationellsten  wäre,  den  Kreisumfang  in  100 
Teile  zu  teilen  und  dann  in  der  Dezimalteilung  weiterzufahren,  wendet 
er  sich  zu  den  Logarithmen  der  trigonometrischen  Fimktionen,  bezüg- 
lich deren  Berechnung  er  auf  seine  „Arithmetica  Logarithmica"  ver- 

l)  Vgl.  über  sie  Mathem.  Encyklopädie  I  D  3  Nr.  9,  812—814.  —  2)  Nou- 
vaux  M^moirea  de  l'Acad.  de  Berlin,  Werke  V,  663—684,  schon  1761  hatte 
Lalande  auf  sie  aufmerksam  gemacht.  —  3)  Connaiss.  de  temps  pour  1817, 
219  ff.  —  4)  Ebenda  pour  1847,  198—207.  —  5i  „Die  Behandlung  der  Logarithmen 
und  der  Sinus  im  Unterricht",  Programm  der  Andreasrealschule  in  Berlin  1893, 
30.  —  6j  Deutsch  von  Friesendorff  und  Prüm  1896,  47—49. 
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weist.  Sie  sind  auf  der  Basis  10  aufgebaut  und  bis  auf  15  Dezi- 
iiialpii  bi'stiniiiit;  auch  die  ('harakt«'riatik  (das  Wort  wird  von  Briggs 
scliou  in  seiner  „Arithmetica'"  gehraiiclitj  ist  genau  so  augegeben,  wie 
es  noch  heute  geschieht,  und  die  Tafel,  die  an  und  für  sich  auf 
Tausendstel  Grade  berechnet  ist,  ist  auch  für  das  Sexagesimalsysteni 
(hukirch  einigermaßen  verwendbar  gemacht,  daß  die  VViukelwerte  in 
Minuten  und  Sekunden  rechts  beigeschrieben  sind.  Die  Tafel  umfaßt 
die  Werte  der  Sinus,  Tangenten  und  Sekanten,  sowie  die  Logarithmen 
der  lieiden  ersten  Funktionen,  läßt  die  ersten  Differenzen  direkt  ab- 
lesen und  ist  mit  großer  Genauigkeit  hergestellt. 

Gellibrand  (1597 — lii'61),  der,  wie  schon  bemerkt,  aus  Briggs' 
Nachlaß  den  ersten  Teil  der  „Trigonometria  Britannica",  sowie  die 
eben  beschriebene  Tafel  herausgab,  nimmt  in  seiner  Vorrede  den 
zweiten  Teil  des  Werkes,  welcher  Methoden  zur  Berechnung  der 
ebenen  und  sphärischen  Dreiecke  enthält,  für  sich  in  Ansprach.  Doch 
Knden  sich  auch   hierin  Spui-en    von  Briggs,    so    z.  B.   die  Formel') 

tg  4r  =  1/ 7^^^ — s—     zur  Berechnung    eines  Winkels  aus  den   drei 

°    2         r         s  (s  —  a)  ° 

Seiten  eines  ebenen  Dreieckes,  die  wir  schon  bei  Rhäticus  und 
Snellius  entstehen  sahen  il.  Teil  S.  215  und  242).  Bemerkenswert 
ist,  daß  Gellibrand  auch  implizite  die  logarithmierbaren  Formeln 
zur  Berechnung  einer  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks  aus  den  drei 
Winkeln  kemit,  d.  h.  er  bildet  die  Supplemente  der  Winkel  und  führt 
so  die  Aufgabe  auf  die  polare  zurück,  die  er  dann  mit  der  schon 
Neper  bekannten  Formel  für  den  Sinus  des  halben  Winkels  löst 
(Probl.  XII,  p.  108).  Das  Supplementardreieck  des  Snellius  war  ihm 
überhaupt  völlig  geläufig.    Außerdem  kennt  er  die  sphärische  Fonnel 

für  tg  v-     ^™    übrigen   bietet  dieser  zweite  Teil   nur   eine   allerdings 

recht  übersichtliche  Zusammenstellung  und  Ausarbeitung  der  von 
Neper,  Briggs  und  anderen  überkommenen  Lehren,  die  sich  nament- 
lich dadurch  auszeichnet,  daß  fast  immer  zuerst  der  Wortlaut  der 
trigonometrischen  Sätze  angeführt  und  dann  erst  ihre  Verwendung  für 
logarithmische  Rechnung  gezeigt  wird.  Bemerkenswert  ist  femer,  daß 
sich   in   der  Trigonometria  Britannica   wohl   alle   vier  Neperschen 


1)  Trigonometria  Britannica  lib.  in,  pars  I,  cap.  V,  75.     Aritbmetica  loga- 
rithmica  1624,   cap.  18.     Franciscus    a    Schooten,    der   die    4    Formeln    für 

sin^,  cos  — ,  tg — ,  ctg—  zusammenstellt    und    beweist  (^Exercitationum  ma- 

them.  libri  V,  Lugd.  Bat.  1657,  499  ff.),  sclireibt  ihre  Erfindung  unrichtigerweise 
einem  irländischen  Mathematiker  Namens  Wilhem  Purser  zu.  —  Über  spätere 
Beweise  dieser  Formeln  bei  Newton,  Boscowich,  Klügel  u.  a.  siehe  Pflei- 
derer,  Ebene  Trigonometrie  1803,  40->  ü'. 


30  1-  Kapitel. 

Analocrieen  zum  erstenmal  genau  in  der  Form  ausgesprochen 
finden^),  in  welcher  wir  sie  noch  heute  verwenden,  abgeleitet 
sind  sie  jedoch  merkwürdigerweise  auch  hier  nicht. 

Zwei  Jahre  nach  dem  Erscheinen  dieses  Buches  veröffentlichte 
derselbe  Gellibrand  noch  ein  zweites  Tafelwerk,  in  welchem  die 
Zelmerlogarithmeu  der  ersten  lOOOO  Zahlen,  sowie  die  Logarithmen 
der  trigonometrischen  Funktionen  für  alle  Minuten  auf  7  Stellen  ent- 
halten waren. 

Leider  war  Briggs'  vortreffliche  Tafel  zu  spät  erschienen, 
um  der  zentesimalen  Gradeinteilung  noch  Eingang  verschaffen  zu 
können,  denn  schon  1620  hatte  Edmund  Gunter  in  seinem 
„Canon  Triangulorum",  London  in  4°,  eine  logarithmisch  -  trigonome- 
trische Tafel  veröffentlicht -j,  welche  Zehnerlogaritlimen  auf  T  Dezi- 
malen gab  und  dabei  die  Sesagesimalteilung  des  Kreises  aufrecht 
erhielt.  Gunter  war  1581  in  Herfordshire  geboren.  1619  Professor 
der  Astronomie  am  Gresham  CoUege  in  London  und  Vorgänger 
Gellibrands,  während  Briggs  zur  nämlichen  Zeit  die  Professur  für 
Geometrie  daselbst  bekleidete.  Er  starb  1626.  In  dem  erwähnten 
Werke  führte  Gunter  auch  die  Bezeichnung  Cosinus  und  Co- 
taugens  ein,  indem  er  statt  des  bisher  gebräuchlichen  „sinus  com- 
plementi"  „co.  sinus"  schrieb:  ferner  schreibt  ihm  Briggs  ausdrück- 
lich die  Einführung  der  dekadischen  Ergänzung  in  die 
logarithmische  Rechnung  zu^),  und  auch  die  Idee  der  logarith- 
mischen Kurve  soll  von  ihm  stammen.^)  Auf  Gunters  Schrift  be- 
ziehen sich,  ähnlich  wie  auf  die  Arbeiten  Briggs',  viele  spätere  Be- 
arbeiter der  Trigonometrie,  so  daß  ihm  neben  seinem  berühmteren 
Kollegen  ein  hervorragender  Einfluß  auf  die  Weiterbildung  derselben 
nicht  abgesprochen  werden  kann. 

§  ").    Die  Einführung  der  dekadischen  Logarithmen  in  den  Nieder- 
landen, in  Deutsehland,  Trankreich,  Italien  und  Schweden. 

In  den  Niederlanden,  wo  noch  im  Jahre  1627  die  Trigonometrie 
von  Snellius  erschienen  war,  die  keinerlei  Notiz  von  der  Ei-flndimg 
der  Logarithmen  nahm,  wurden  dieselben  durch  Adriaen  Vlacq  be- 
kannt gemacht.    Vlacq  oder  Vlack^)  war  in  der  holländischen  Stadt 


1)  Trigonometria  Biitannica  93,  99,  100,  105.  —  2)  Neu  aufgelegt  1623 
in  4"  und  1673  in  „The  Works  of  G."  London.  4".  —  3)  Briggs,  Axithmetica 
logarithmica.  Cap.  XV.  —  4)  Hutton  a.  a.  0.  XL.  Gunters  Tafel,  die  nach 
Glaishera  Angabe  in  den  letzten  Stellen  viele  Fehler  enthält,  erschien  1673 
noch  einmal  in  London  in  a.  Auflage  in  4°:  The  Works  of  Ed.  Gunter  with 
a  cauon  of  artiücial  sines  and  tangents.  —  5)  Siehe  das  Biographische  bei 
Cantor  11,  2,  743. 
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Goud.1  (UiOO?)  geboren.  Während  seines  Aufentliultes  in  seiner  Vater- 
sta<lt  war  er  1(J2()  hei  der  Firma  Pieter  Rammaseyn  hescliäftifft, 
die  sowohl  seine  Werke,  als  die  (jeonietria  Britanaica  herausgab.  Von 
l(>Ho  bis  4:^  lebte  er  als  Buchhändler  in  London,  siedelte  dann  nach 
Paris  über  und  ließ  sich  lt)4cS  in  Haag  als  Buchliändler  nieder.  Von 
Kitiö  an  geht  uns  seine  Spur  verloren.  Während  des  Aufenthaltes  in 
üouda  studierte  er  im  Verein  mit  einem  dortigen  Feldmesser  und 
Lclirer  der  Mathematik  Ezechiel  De  Decker  die  Schriften  von 
Ne])er,  Gunter  und  Briggs,  und  da  sie  fanden,  daß  selbst  hervor- 
ragende Mathematiker  seines  Vaterlandes  mit  diesen  Werken  noch 
nicht  bekannt  waren M,  so  beschlossen  beide,  dieselben  in  holländischer 
S])rache  und  unter  dem  Titel  „Erster  deel  von  de  Nieuwe  Tellkonst" 
herauszugeben.  Dieser  „Erste  Band  der  neuen  Zahlenkunde''  erschien 
auch  l()2ti  in  4°-)  und  zwar  unter  dem  Namen  De  Deckers  und 
enthielt  die  Schriften  Nepers  und  einiges  andere.  Aber  in  dem- 
selben Jahre  veröffentlichte  De  Decker  in  dem  gleichen  Verlag  ein 
zweites  Werk  in  S"  mit  dem  Titel  „Nieuwe  Tellkonst'',  das  auch  die 
Tafeln  von  Briggs  und  Gunter  enthielt,  aber  nicht  als  zweiter 
Band  des  ersterwähnten  bezeichnet  wurde,  vielmehr  gab  De  Decker 
an,  daß  dasselbe  nur  einstweilen  bis  zum  Erscheinen  eines  größeren 
Werkes  als  Ersatz  dienen  solle.  Ein  zweiter  Band  desselben  ist  aber 
nie  erschienen;  dagegen  gab  Vlack  1G28  allein  seine  „Arithmetica 
logarithmica"  in  fol.  heraus,  die  wohl  diesen  Ersatz  bieten  sollte; 
De  Decker,  dem  das  Verdienst  zukommt,  zum  ersteunuxl  auf  dem 
Festlande  Briggssche  Zahlenlogarithmen  in  Druck  gegeben  zu  haben, 
erwähnt  er  hier  mit  keinem   Worte. 

Er  stützt  sich  in  diesem  Werke  auf  die  von  Briggs  in  seiner 
„Arithmetica  logarithmica"  gegebeneu  Methoden,  die  er  eingangs  an- 
führt, ergänzt  zunächst  die  Lücke,  welche  Briggs  in  seinen  Tafeln 
von  1(524  gelassen  hatte,  und  gibt  so,  indem  er  auch  die  Briggsschen 
Logarithmen  nur  um  4  Stellen  gekürzt  wieder  abdruckt,  eine  voll- 
ständige Tafel  aller  zehnstelligen  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen 
von  1  bis  100000.  Dieser  Tafel  fügt  er  aber  noch  den  „Canon  trian- 
gulorum  sive  tabula  arteficialiura  Sinuum,  Tangentium  et  Secautium" 
bei,  welchen  er  mit  Hilfe  der  ersten  Tafel  aus  dem  Thesaurus  des 
Pitiscus  berechnet.  Diese  Tafel  ist  elfstellig  und  gibt  die  Loga- 
rithmen  der  trigonometrischen  Funktionen  in  H  nebeneinander  stehen- 
den Spalten    von  Minute    zu  Minute   mit  Beifügung   der  ersten  Diffe- 


1)  Vlack,  Arithmetica  logarithmica  IG'28.  Einleitung.  —  2)  Eingehende 
Untersuchungen  über  Ylacks  und  De  Deckers  Schriften  finden  sich  bei  Glaisher, 
Philosophical  Magazine  V.  44.  1872  und  1873  und  bei  Bierens  de  Haan, 
Uulletino  di  Bibl.  e  di  Storia.     t.  (i.     1873 
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renzen.  Jeder  Grad  umfaßt  zwei  Folioseiten,  und  die  Tafel  läuft  bis 
45"  und  zurück.^)  Briggs  bespricht  Vlacks  Werk  in  einem  Briefe 
vom  25.  Oktober  1628  und  führt  an,  daß  davon  1000  Exemplare  in 
lateinischer,  holländischer  und  französischer  Sj)rache  gedruckt  und 
bereits  fast  sämtlich  verkauft  worden  seien.  Dieser  enorm  rasche 
Absatz  findet  seine  Erklärung  darin,  daß  ein  Londoner  Buclihäudler 
Miller  einen  großen  Teil  der  Auflage  aufkaufte  und  dann  1631  die 
einzelnen  Exemplare  mit  einer  englischen  Vorrede  versehen  in  seinem 
Verlage  erscheinen  ließ.-) 

Noch  ein  zweites  Werk  ist  aus  Vlacks  Feder  hervorgegansen, 
die  „Trigonometria  artiticialis  sive  magnus  Canon  triaugulorum  loga- 
rithmicus",  welches  ebenfalls  zu  Gouda  1633  erschien.  Der  erste  Teil 
dieses  Werkes  ist  jedoch  nur  ein  wörtlicher  Abdruck  von  Gelli- 
brands  zweitem  Buche  der  „Trigonometria  Britannica",  was  Vlack 
auch  angibt,  während  der  zweite  Teil  die  Briggsschen  Logarithmen 
von  1  bis  20000  und  die  Logarithmen  der  Funktionen  Sinus,  Cosinus, 
Tangens  und  Cotangens  von  10"  zu  10"  mit  Angabe  der  Differenzen 
und  auf  10  Stellen  gibt.  Daß  dieses  Werk  fast  gleichzeitig  mit  der 
Trigonometria  Britaimica  erschien,  ist  wohl  auf  die  Vermutung  zu- 
rückzuführen, daß  die  in  letzterem  Buche  gegebene  zentesimale  Grad- 
einteilung nicht  den  gewünschten  Anklang  finden  werde,  wie  es  that- 
sächlich  auch  der  Fall  wai-.^) 

Durch  die  HersteUuug  dieser  Tafelwerke  und  ihren  buchhänd- 
lerischen Vertrieb  hat  sich  Vlack  ein  unleugbares  Verdienst  um  die 
Trigonometrie,  sowie  überhaupt  um  die  Verl^reituug  der  Briggsschen 
Logarithmen  erworben,  denn  auf  ihnen  fußen  alle  späteren  Werke 
von  ähnlichem  Charakter.  Seine  Nachfolger  hatten  auch  thatsächlich 
nichts  weiter  mehr  zu  thuu,  als  den  Tafeln  eine  etwas  bequemere  Ein- 
richtung zu  geben  und  die  in  ihnen  enthaltenen  Druck-  und  Rechen- 
fehler aufzusuchen  und  zu  verbessern. 

Wir  erwähnten  oben,  daß  Vlacks  Arithmetica  logarithmica  1628 
auch  Ln  französischer  Sprache  ausgegeben  wurde;  das  beweist,  daß 
auch  in  Frankreich  das  Bedürfnis  nach  den  Logarithmen  bereits  vor- 


1)  Nach  Angabe  Glaishers,  Report  of  the  British  Association  for  1873, 
London  1874,  53  sind  in  dem  Riesenwerke  bis  dahin  300  Fehler  nachgewiesen 
worden,  wenn  man  die  Ungenauigkeiten  der  letzten  Stelle  außer  acht  läßt,  eine 
Liste  derselben  ist  in  den  „Monthly  Notices  of  the  R.  Astronomical  Society"  für 
Mai  und  Juni  1872  gegeben.  —  2)  Cantor  II,  2,  745.  —  3)  Außerdem  ver- 
öffentlichte Vlack  noch  1636  .seine  trigonometrischen  Tafeln  des  ersten  Werkes 
auf  7  Stehen  gekürzt  in  8°  zu  Gouda  und  1661,  65,  66  zu  la  Haye,  wo  er  eben- 
falls einen  Verlag  hatte.  —  Das  Werk  von  1633  ist  in  zweiter  Auflage  in  Peking 
1721  herausgegeben  worden.  Vgl,  Schonte,  >;otiz  zur  Geschichte  der  Loga- 
rithmentafeln.   Mittl.  der  Hamburger  mathem.  Gesellschaft  1901,  54, 
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hanfleii  wai',  und  in  der  Tat  hatte  schon  drei  Jahre  früher  Edmund 
Win<rate  (1593 — IGötJ),  ein  Londoner  Advokat,  der  sich  von  1G24 
an  einif^e  Jahre  in  Paris  aufhielt,  dasell)st  eine  Arithmetique  loga- 
rithniique  verötfentlicht,  von  welcher  1628  eine  Ausgabe  bei  P.  Ram- 
maseyn')  und  1635  eine  englische  Übersetzung  in  London  erschien.-) 
Auch  sab  ir)2()  der  Professor  der  Mathematik  in  Paris  Denis 
Henrion  einen  „Traite  de  logarithnies"  in  8"  heraus,  der  sich  eben- 
falls auf  Gunters  Tafeln  stützte  und  siebenstellige  Logarithmen  der 
Sinus  und  Tangenten  für  jede  Minute  enthielt.  Die  erste  in  Frank- 
reich überhaupt  erschienene  Logarithmentafel  war  ein  Alpdruck  von 
Nepers  beiden  Schriften,  den  der  Buchhändler  Bartholomäus  Vin- 
cent in  Lyon  1620  besorgt  hatte.  ^) 

Kehren  wir  nach  Deutschland  zurück,  so  ist  hier  wohl  der  Ulmer 
Kriegsbaumeister  und  Lehrer  der  Mathematik  Johann  Faulhaber 
(1580 — 1635)  als  derjenige  zu  nennen,  der  in  seiner  1630  erschieneneu 
„Ingenieurschul"  zuerst  Briggssche  Logarithmen  einführte;  jedenfalls 
ist  er  der  Erste,  der  eine  Schrift  in  deutscher  Sprache  über  sie  her- 
ausgab.*) Diese  Ingenieurschule,  die  er  für  den  Praktiker  schrieb,  und 
die  uns  von  seinen  zahlreichen  Werken^)  allein  interessiert,  enthielt 
eine  kurze  Gebrauchsanweisung  der  Tafeln  für  trigonometrische  Funk- 
tionen und  der  Tafeln  Briggsscher  Logarithmen  derselben,  sowie  der 
natürlichen  Zahlen,  gab  kurze  Regeln  zur  Behandlung  ebener  und 
sphärischer  Dreiecke  und  Anwendungen  auf  praktische  Aufgaben,  und 
schloß  mit  einem  „Aj)pendix'',  welcher  Vlacks  zehnstellige  Tafeln 
der  Logarithmen  der  Funktionen  für  alle  Minuten,  sowie  der  ganzen 
Zahlen  von  1   bis   10000  brachte.«) 

Durch  dieses  Buch,  welches  sehr  große  Verbreitung  fand  und 
schon  deshalb,  weil  es  deutsch  geschrieben  war,  in  weitere  Kreise 
drang,  hat  Faulhaber  jedenfalls  dazu  beigetragen,  den  Vorzug  der 
Biiggsschen  Logarithmen  vor  deuen  Nepers  und  Kejjlers  ins  Licht 
zu  stellen  und  sie  populär  zu  machen,  so  daß  dieselben  von  dieser 
Zeit  an  in  Deutschland  auch  zu  praktischen  Zwecken,  namentlich  für 
die  Feldmeßkunst   und    die  Höhermiessungen ,   verwendet   wurden.     In 


1)  Diese  lag  mir  vor,  sie  findet  sich  anf  der  Münchner  Hof-  und  Staats- 
bibliothek. —  2)  Cantor  II,  2,  746  und  Glaisher  a.  a.  0.  p.  53.  Sie  enthielt 
die  Zehnerlogarithmen  der  Sinus  und  Tangenten  Gunters,  wie  Wingate 
selbst  angibt.  —  3)  Hutton  a.  a.  0.  p.  XXXIV'.  —  4)  Er  sagt  in  seiner  Inge- 
nieurschul p.  123:  „Also  weiß  ich  der  Zeit  auch  keinen  Authorem,  welcher  in 
Teutscher  Sprach  die  Sphärischen  Triangel  durch  die  Logarithmen  hätte  lehren 
außrechnen."  —  5)  Vgl.  hierüber  Kästner,  Gesch.  der  Math.  HI,  111 — 152;  über 
seinen  Lebenslauf  und  seine  sonstige  Bedeutung  Cantor  H,  2,  670  ff.,  625.  — 
6)  Diese  Tafeln  erschienen  auch  separat  im  Jahre  1630  und  1631  bei  Aperger 
in  Augsburg. 
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dieser  Verbreitung  logarithmisch  -  trigonometrischer  Rechnnng  in 
Deutsclilaiid  liegt  aber  auch  das  einzige  Verdienst  von  Faulhabers 
Schrift,  Verbesserungen  in  theoretischer  Beziehung,  sei  es  die  Loga- 
rithmen, sei  es  das  System  der  Trigonometrie  selbst  anlangend,  kann 
man  ihm  nicht  zusprechen. 

In  Italien  scheinen  die  Briggsschen  Logarithmen  erst  1632  durcli 
Bonaventura  Cavalieri  eingeführt  worden  zu  sein,  der  in  seinem 
Werke  „Directorium  generale  uranometricum"  Bologna  1632  Tafeln 
achtstelliger  Briggsscher  Logarithmen  der  Sinus,  Tangenten,  Sekanten 
und  der  Sinusversus  publizierte.  Dieselben  erstrecken  sich  in  den  ersten 
5  Minuten  auf  alle  Sekunden,  von  der  5.  bis  zur  10.  Minute  auf  jede 
fünfte  Sekunde,  von  der  10.  bis  zur  20.  Minute  auf  jede  zelmte 
Sekunde,  von  da  bis  zur  30.  Minute  auf  jede  zwanzigste  Sekunde, 
von  hier  ab  bis  zu  1"  30'  auf  jede  dreißigste  Sekunde  und  auf  alle 
Minuten  für-  den  Rest  des  Quadranten.  Die  Tafel  der  Loga- 
rithmen der  Sinusversus  ist  die  erste  dieser  Gattung.') 

Cavalieri"),  ein  Schüler  Galileis  und  hervorragender  Mathe- 
matiker, dessen  Namen  die  Geschichte  in  verschiedenen  Gebieten  mit 
Ehren  nennt,  war  wahrscheinlich  1591  geboren,  wurde  1629  in 
Bologna  auf  Galileis  Empfehlung  als  Professor  angestellt  und  blieb 
dort  bis  zu  seinem  1644  erfolgten  Tode.  Das  Dii-ectorium  generale 
zeigte,  daß  er  die  Ai-beiten  seiner  bedeutendsten  Vorgänger  sehr  wohl 
kannte,  es  geht  dies  aus  der  Anführung  ihrer  Namen  hervor.  Wichtig 
ist  eine  Bezeichnung  der  Funktionen,  die  er  hier  zum  er.stenmal 
konsequent  durchführt;  er  unterscheidet  nämlich  die  drei  Funktionen 
und  die  drei  Kofunktionen  durch  Zusetzen  der  Wörter  „primus", 
beziehungsweise  „secundus",  so  daß  also  z.  B.  taugens  prima  =  tangens, 
tangens  secunda  =  cotansens  ist.  Ebenso  unterscheidet  er  einen 
Sinus  versus  primus  und  einen  Sinus  versus  secundus.  Dazu  kommt 
eine  eigentümliche  Bezeichnung  der  Logarithmen  dieser  Funktionen: 
die  Logarithmen  der  Tangenten  heißen  wie  bei  Kepler  Mesologa- 
rithmen,  die  der  Sekanten  Tomologarithmen,  die  der  Sinusversus 
Versilogarithmen,  während  die  der  Sinus  wie  bei  Neper  schlecht- 
weg Logarithmen  genannt  werden.  Statt  des  Kommas,  „dessen  Briggs, 
zur  Abtrennimg  der  Charakteristik,  sich  bedient",  nimmt  er  den  Punkt. 
Die  6  Funktionen  werden  wie  bei  Rhaeticus  am  rechtwinkligen 
Dreieck  eingeführt,  die  Sätze  zur  Dreiecksberechnung  aber  nicht,  wie 
bei  Neper  nur  in  logarithmischer  Form  ausgesprochen,  sondern 
zuerst    trigonometrisch    formuliert.      In    seiner    sphärischen    Trigono- 


1)  Hutton  a.  a.  0.  XLII.   —   2)  Vgl.  Cantor  U,  2,  709ff.    Der  Name  wird 
auch  Cavalerius,   Cavallierius,   Cavaglicri,  de  Cavalleriis  geschrieben. 
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iiittric  teilt  er  (p.  2015)  eiiioii  Beweis  der  Neperschen  Regel  mit,  „den 
weder  Nepor,  noch  Ursinus,  iiocli  irgend  sonst  jemand,  soviel  er 
wisse,  beibraclitt*''.  Dieser  besteht  aber  einfach  darin,  daß  er  zeigt, 
wie  die  10  von  iluii  vorher  auf  anderem  Wege  aufgestellten  Anal<»gieen 
in  diese  Kegel  nassen.  Die  von  Neper  angegebenen  Sätze,  welche 
Sinus  und  Cosinus  eines  lialben  Dreieckswinkels  durch  die  drei  Seiten 
ansih-iicken,  erfahren  hier  zum  erstenmal  eine  vollständige  Begründung. 
Dabei  weist  er  zunächst  die  Gleichung: 

{ sin (t  ■  sin r |  :  r'-  =  { sinvers h  —  sinvers {c  —  a)\  :  sinvers B 

au  der  Fiy;ur  des  Analemmas  nach  und  leitet  dann  geometrisch  die 
Proiiortiou: 

( sinvers  h  —  sinvers  (c  —  «)  )  :  sinvers  B 

=  { sin  (-2  +  -~^)  sm  (^  -  -2-j  I  :  sin-  ^ 

ab ;  dann  folgt  aus  der  Verbindung  beider  unmittelbar  der  Satz. 

Für  die  Neperschen  Analogieen*)  ist  ihm  offenbar  ein  ein- 
facher Beweis  nicht  gelungen,  indem  er  sagt,  dieselben  scheinen  ihm 
eine  subtilere  Untersuchung  zu  erfordern,  und  deshalb  verschiebe  er 
die  Mitteilung  eines  Beweises  auf  eine  spätere  Gelegenheit.  Doch 
ist  er  unseres  Wissens  nicht  mehr  darauf  zurückgekommen.  Be- 
merkenswert ist  auch  eine  Zusammenstellung  von  sechs  für  die 
Berechnung  schiefwinkliger  sphärischer  Dreiecke  sehr  verwendbaren 
Sätzen,  die  sich  ergeben,  wenn  man  in  dem  Dreieck  ABC  von  der 
Spitze  A  den  senkrechten  Bogen  AD  aui  BC  fällt.  Dieselben  lauten-): 
1)  cos  C  :  cos  BD  =  cos  b  :  cos  CD,  2)  sin  A^  :  cos  B  =  sin  A.^  :  cos  C, 
3)  cosec  c  :  sin  B  =  cosec  h  :  sin  C,  4)  ctg  c  :  cosA^  =  ctg  h  :  cos  Aj, 
5)  sini^J>:ctg.B  =  sinZ)6':ctgC,  6)  tg^D  :  tg^i  =  tgZ>C  :  tg^^; 
hierbei  wurde  -äc  BAD  =^  A^,  <^  CAD  =  A.2  gesetzt.  Den  zweiten 
dieser  Sätze  trafen  wir  bereits  bei  Regiomontan  (S.  128,  I.  Tl.), 
den  fünften  und  sechsten  bei  Nasir  Eddin  (S.  68,  I.  Tl.),  die  übrigen 
dürften  wohl  bei  Cavalieri  zum  erstenmal  vorkommen. 

Endlich  gibt  Cavalieri  in  seinem  V.  Axiom  (Kap.  \TII, 
p.  315  ff.)  die  Flächeuformel  für  das  sphärische  Dreieck  und 
zwar  zum  erstenmal  mit  einem  ziemlich  einwandfreien  Be- 
weise für  dieselbe,  ein  Beweis,  der  sich  bis  heute  in  unseren  Lehr- 
büchern erhalten  hat.  Daß  er  in  Harriot  und  Girard  bereits  Vorgänger 
in   der  Entdeckung   dieser   wichtigen   Flächenformel   hatte,   wußte   er, 


1)  In  einem  Korollar  teilt  er  dann  auch  noch  die  beiden  Polarformehi  zu 
denen  Nepers  mit  und  gibt  an,  wie  mau  sie  mit  jenem  Nebendreieck  des 
Supplementardreiecks  finden  kann,  dem  wir  bei  Pitiscus,  Magini  und  anderen 
begegneten.  —  2)  Directorium  p.  242. 

3* 
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wie  aus  einer  Bemerkung  hervorgeht,  nicht.  Merkwürdig  ist,  daß, 
obgleich  der  wichtige  Satz  hier  gebührend  hervorgehoben')  und  in 
dem  zweiten  trigonometrischen  Werke  des  Autors  von  1G43  wieder 
ausgesprochen  wurde,  doch  noch  eine  geraume  Zeit  verging,  bis  er 
allgemeine  Aufnahme  fand,  ja  Roberval  glaubte  noch  1655  das 
Prioritätsrecht  der  Entdeckung  dieser  Formel  für  sich  in  Anspruch 
nehmen  zu  dürfen-),  indem  er  Ol.  Mydorge  am  Ende  des  folgenden 
Jahres  brieflich  einen  Beweis  des  Satzes  mitteilte,  der  übrigens  in 
der  Hauptsache  mit  dem  des  Cavalieri  übereiustiinmte.  Da  Cava- 
lieris  Werk  sehr  große  Verbreitung  fand,  so  ist  es  kaum  begreiflich, 
daß  Roberval  diesen  Beweis  nicht  kannte.  Der  Flächenformel  für 
das  sphärische  Dreieck  wui-de  bald  die  allgemeinere  für  ein  beliebiges 
von  Bögen  größter  Kreise  gebildetes  Polygon  hinzugefügt,  indem  der 
Ki-akauer  Mathematiker  Jan  lii-ozek  oder  Broscius  (1585 — 1052) 
dieselbe  in  seinem  Werke  „Apologia  pro  Aristotele  et  Euclide  contra 
Petrum  Ramum  et  alios",  Dantisci  1652  in  4°^)  in  der  Gestalt  angab: 

Fl  =  ft  — (w  — 2)n:  _  g 
in  ' 

WO  ,u  die  Winkelsumme  des  Polygons,  n  die  Anzahl  seiner  Ecken 
und  S  die  Kugeloberfläche  ist. 

Doch  kehren  wir  noch  einmal  zu  Cavalieri  zurück!  Außer 
dem  besprochenen  Directorium  generale  sckrieb  er  noch  eine  „Trigo- 
nometria  plana  et  sphaerica,  linearis  et  logarithmica",  Bononiae  1643, 
die  aber  nichts  Bemerkenswertes  enthält;  ferner  ein  „Compendio  delle 
Regole  de'  Triangoli  colla  loro  dimostrazioni",  Bologna  1638  in  12" 


1)  Legendre  sagt  (Journal  de  l'ecole  polytechnique  1798,  p.  27.5),  man 
solle  den  Satz  dem  Cavalieri  zuschreiben,  da  erst  er  einen  exakten  Beweis 
desselben  gegeben  habe. —  2)  Oeuvi-es  conapletes  de  Ch.  Huygens  1  (Haag  1888), 
p.  370  und  518.  Vgl.  Cantor  11,  2,  711.  —  3)  Das  Werk  wurde  zum  zweitenmal 
1699  aufgelegt.  In  dieser  Ausgabe  bemerkt  Bro^ek  (p.  79),  Briggs  gebe  an,  die 
Flächenformel  für  das  Dreieck  sei  von  Harriot  zuerst  gegeben  worden.  Brozek 
teilt  femer  mit,  der  Grieche  Kabasilas  (I.  Tl.,  S.  91)  habe  in  seiner  Isagoge  in 
libi-um  tertium  Almagesti  Ptolemaei  (1572  erschienen),  welcher  als  Anhang  die 
Optik  desVitellio  (Witelo,  siehe  M.  Curtze,  Bull,  di  Boncompagni,  IV,  49  u.  78, 
Zebrawski  ebenda  Xu,  315  und  noch  einmal  Curtze,  Grunerts  Archiv  LXIV, 
432,  Cantor  11,  2,  98)  beigegeben  war,  in  seinen  Anmerkungen  diesen  Gegen- 
stand behandelt.  Der  Kommentar  des  Kabasilas  stand  uns  nicht  zur  Ver- 
fügung und  in  den  beiden  Ausgaben  der  Optik  des  Witelo  von  Tann  stet  t  er 
und  Peter  Apian,  Norimb.  1535  und  von  Risner,  Basileae  1572  steht  unter 
No.  87  als  von  Kabasilas  stammend  nur  die  Messung  der  Fläche  des  Kugel- 
oktanten.  Über  Brozek  ist  eine  polnisch  geschriebene  Monographie  1884  in 
Krakau  von  Jan  Nep.  Franke  erschienen.  Vgl.  die  neuesten  Untersuchungen 
über  die  Geschichte  dieses  Satzes  bei  G.  Vacca,  Bibliotheca  math.  1902,  191 — 197, 
sowie  M.  Curtze,  Abhandl.  zur  Gesch.  der  math.  Wissenschaften  XII.  1902,  332. 
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und  eiidlicli  ein  „Coiiipcudio  delle  Regc)le  Tri<>ononietriche  e  Centuria 

di    Problemi    per    diniostrare    l'uso    de'    Logaritnii    nella    Gnomoiiica, 

Astronoiuia  etc.",  Bolo<fiia  1639  iu  12".     Diese  letzte  Schrift  enthält, 

worauf  Govi   aufmerksam  gemacht  hat'),  in  Probl.  92,  p.  486 — 492, 

eine  Lösung  der  Aufgal)o,  den  Logaritluiius  der  Summe  oder  Differenz 

zweier  Zahlen    direkt   aus    den  Logarithmen    (k'rsell)en   zu  finden.     Es 

sei  rt  > //,  uuil   log«,  sowie  l()g/>  bekannt,  log(«  +  '0  ^'^''   l<>g(rt  - '') 

gesucht.    Man  t)i]<let  logh  —  log«  =  log  sin i/»,  also  sin  ^^  =  — ,  hieraus 

9()i  -L.  1/,                                                        .     90»  _i_  ^i, 
berechnet  mau  log  sin    — ~ —  und  dann  log  2  +  2  log  sin a       >  'lan» 

90"  A-  Tb 
ist     log  [a  +  h)  =  log  a  +  log  2  +  2  log  sin  — ^ —      Ahnlich     ist, 

b)g  sin  qo  =  — ^ — - — ,    oder    sin   ?>  =  1/ 5—    gesetzt,    log  («  —  b) 

=  log  a  +  log  cos  2  q).  Hier  tritt  also  zum  erstenmal  das  später  unter 
anderen  von  Cagnoli,  Giuse-ppe  Zecehiui  Leonelli  und  C.  F.  Gauß 
wieder  aufgenommene  Problem  der  Herstellung  von  Additionsloga- 
rithmen auf  und  wird  trigonometrisch  behandelt.  Endlich  mag  noch 
bemerkt  werden,  daß  Cavalieri  in  derselben  Schrift  auch  die  quadrati- 
schen Gleichungen  trigonometrisch  löst.  Alle  diese  Dinge  werden  aber 
geometrisch  abgeleitet. 

Wir  schließen  dieses  Kapitel  über  die  Einführung  der  Zehner- 
logarithmen iu  den  verschiedenen  Kulturstaaten,  indem  wir  noch  be- 
merken, daß  dieselben  auch  in  Schweden,  allerdings  erst  im  Jahre  1698 
erscheinen,  zu  einer  Zeit,  wo  sie  sonst  überall  längst  festen  Fuß  ge- 
faßt hatten.  Nach  den  Untersuchungen  von  G.  Eneström-)  ist 
Petrus  Elvius  der  Erste,  welcher  in  Upsala  eine  vierstellige  TafeP) 
für  die  Logarithmen  der  Sinus,  hauptsächlich  zum  Gebrauche  der 
Feldmesser,  veröffentlichte.  Von  0"  bis  60"  sind  die  Logarithmen  der 
Sinus  für  Winkel  von  6'  zu  6'  angegeben,  von  60"  bis  75"  für 
je  12',  von  da  aber  nur  für  ganze  und  halbe  Grade.  Auf  der 
11.  Seite  des  nur  16  Seiten  umfassenden,  sehr  schlecht  gedruckten 
Büchleins  stehen  Regeln  zur  Berechnung  rechtwinkliger  Dreiecke, 
während  die  Seiten  12 — 16  die  Logarithmen  der  Zahlen  von  1 — 699 
und  von  700 — 998  auf  5  Dezimalen  enthalten. 

Der  Beginn  des  17.  Jahi-himderts  hatte  also  eine  Methode  ge- 
bracht, welche  die  gesamte  trigonometrische  Rechnung  vom  Fvmda- 
ment  aus  umgestaltete.     Ihr  euormer  Vorteil,  von  dem  Laplace  ein- 


1)  Atti  della  Reale  Acaclemia  dei  Lincei  Anno  CCLXXTTI,  1875 — 76,  Serie  U, 
III.  parte  sec,  173  ff.  —  2)  Bibliotheca  math.  1881,  121.  —  3)  Tabula  compen- 
diosa  Logarithmorum  sinuum.  Ad  quadranti  gradus  eorumque  partes  decimas, 
Nee  non  numerorum  absolutorum  ab  unitate  ad  1000,  Edita  a  P.  E.  Upsa- 
liae  1698.    8". 
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mal  sagt,  „die  Erfindunt?  der  Logaritlmien  verdoppelt  durch  Kürzung 
das  Leben  der  Astronomen",  wurde  namentlich  von  diesen  und  darunter 
in  erster  Linie  von  dem  großen  Kepler  sofort  erkannt  und  gewürdigt. 
Wir  sehen,  wie  durch  ihn  und  seine  Freunde  die  Erfindung  des 
schottischen  Edelmannes  zuerst  in  Deutschland  Wurzel  faßte,  sich 
schnell  verbreitete  und  verbessert  wurde,  während  die  übrigen  Kultur- 
staaten mehr  oder  minder  rasch  nachfolgten.  Zugleich  imtersuchten 
wir  die  Einwirkung  des  neuen  Rechnungsverfahrens  auf  die  Methoden 
der  Trigonometrie  selbst  und  sahen,  daß  schon  Neper  die  Notwendig- 
keit einer  Umgestaltung  der  alten  Trigonometrie  erkannt  und  in  ihren 
Grundzügen  durchgeführt  hatte,  und  daß  namentlich  Briggs  und 
Gellibrand  seine  Gedanken  weiter  ausbauten. 


2.  Kapitef. 
Die  Trigonometrie  bis  zum  Beginne  des   18.  Jalirhunderls. 

§  1.     Kein -trigonometrische  Schriften. 

Nachdem  die  Berechnung  der  Logarithmen  durch  Briggs'  be- 
wuudenmgswürdige  Arbeitskraft  auf  eine  feste  Basis  gestellt  und 
wesentlich  vereinfacht  worden  war,  und  Vlack  seine  Werke  geschatfeu 
hatte,  die  für  alle  Zeiten  fundamental  für  die  Herstellung  loga- 
rithmischer  Tabelleuwerke  blieben,  verbreitete  sich  auch  die  Über- 
zeugung von  dem  enormen  Nutzen,  den  die  neue  Methode  namentlich 
bei  trigonometrischen  Rechnungen  bot,  allgemein,  .so  daß  von  den 
dreißiger  Jahren  des  17.  Jahrhunderts  ab  dieses  Rechnungsverfahren, 
wenn  auch  nicht  ausschließlich,  so  doch  hauptsächlich  in  fast  allen 
einschlägigen  besseren  Schriften  gelehrt  wurde  —  die  uns  hiervon 
bekannt  gewordenen  Ausnahmen  haben  wir  bereits  im  ersten  Teile 
imseres  Werkes  angeführt. 

Von  solchen  Schriften  nennen  wir  zunächst:  „Trigonometriae 
canonicae  libri  tres  etc.  Adjimgitur  über  quartus  pro  calculi  tabulis 
logarithmorum",  Paris  1633.  Das  Werk,  von  welchem  noch  1657 
eine  französische  Ausgabe  erschien,  hatte  zum  Verfasser  Jean  Bap- 
tiste  Morin  (1583—1656),  Professor  der  Mathematik  und  Vorgänger 
Robervals  am  College  de  France,  hauptsächlich  durch  seine  neue, 
vielumstrittene  Methode  der  Längenbestimmung  bekannt.*)  Seine 
Schrift,  in  welcher  er  sich  viel  dai-auf  zu  gute  tut,  die  trigonometrischen 
Sätze    auf   die    absolut  notwendige   Zahl   reduziert   zu   haben,    bringt 


1)  Vgl.  hierüber  Montucla,  Histoire  IV,  543  ff. 


Die  Tnjjoniiiiirtrii'  lii-i  ziiin  Rof;""'!'  ''''s  1^-  •riilnluindertB.  39 

nichts  Neues,  und  die  angciiängten  Logarithmentafeln  sind  nacli 
Delanibres  Angabe')  ein  Abdruck  der  Tafeln   von    Wingate. 

Ebenfalls  ein  konipilatorisehes  Werk  ist  der  „Cluvis  universi 
trigonometrica.  Accidunt  tabulae  pro  nogocio  trigonico",  Hamburg 
1()34  in  4"  des  Georg  Ludwig  Frobenius  (lö()6 — 1645),  der  zu- 
letzt Bnchliiiudler  in  Hamburg  war.  Die  Schrift  ist  insofern  be- 
merkenswert, als  in  ilir  die  meisten  Probleme  auf  (kei  verschiedene 
Arten:  direkt,  dann  mit  der  prosthaphiiretischen  Methode  und  endlicli 
mittelst  der  Logarithmen  behandelt  werden.  Die  Tafeln  sind  dem 
Opus  Pahitiuum,  beziehungsweise  den  Werken  Vlacks  entnommen. 
Das  von  großer  Belesenlieit  zeigende  Werk  unterscheidet  sich  insofern 
angencdmi  von  anderen  jener  Zeit,  als  es  eine  Menge  gewissenhafter 
Zitate  angibt. 

In  demselben  Jahre,  in  welchem  Frobenius'  Schrift  erschien, 
gab  der  französische  Mathennitiker  Peter  Herigone  ein  Sammelwerk 
heraus,  das  die  ganze  damals  liekannte  Mathematik  umfaßte  und  zehn 
Jahre  später  (1644)  noch  einmal  aufgelegt  wurde.  Es  war  in  französi- 
scher und  lateinischer  Sprache  gedruckt  und  führte  den  Titel  „Cursus 
mathematicus  nova  brevi  et  clara  methodo  demonstratus  etc."  (6  Bände 
in  8").  Li  diesem  eigentümlichen  Werke,  das  übrigens  für  jene  Zeit 
recht  reichhaltig  genannt  werden  muß,  führte  Herigone  zum  ersten- 
mal eine  wirkliche  Zeichensprache  durch,  die  er  auch  im  4. 
und  5.  Band  auf  die  Trigonometrie  anwandte.  Das  Gleichheitszeichen 
wurde  hier  durch  2  2,  das  Ungleichheitszeichen  durch  '6  2  oder  2|3, 
je  nachdem  die  größere  Zahl  auf  der  linken  oder  rechten  Seite  steht, 
vertreten.  Für  das  Minuszeichen  schrieb  er  '^,  für  parallel  =,  für 
proportional  jr.  Ein  Quadrat  ward  durch  ein  vorgesetztes  D,  ein 
Rechteck  durch  rT^  bezeichnet.  In  dieser  Schreibweise  findet  z.  B. 
der  Cosinussatz  der  ebenen  Trigonometrie")  folgenden  Ausdruck: 

2        ah,  hc  ji  n  hc  -\-  Dba  '^  O  nc 2| 2  rad.n:  sin  <  lad, 

hierbei    werden    beständig    (vgl.    Fig.    5)    in    der 

Figur   die   Buchstaben   des   großen,   im   Texte   die 

des     kleinen    lateinischen    Alphabetes    verwendet. 

Eine  weitere  Vereinfachung  war   die  Bezeichnung 

der  Dreieckswinkel   durch   die   Eckbuchstaben,   so 

daß  also  z.  B.  <a-f<&-j-<c2j2180g  unsere  Gleichung  ^  ^  -f  <C  .B 

+  -^C=  180»  ersetzte. 

Um  den  Tangentensatz  kurz  zu  schreiben,  bezeichnete  er  das 
Dreieck     mit    FGH     und    setzte:     a2\2lif+h(j,     h  2\2  hf  -  hg, 


i)  Histoire  de  FAstronomie  mod.  II,  238.  —  2)  A.  a.  U.  t.  IV,  loa. 
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c2  2  2,  /'+.'/,  'lanii  war^)  in  einem  von  ihm  gewählten  speziellen 
Beispiel : 

a  %  tangent.  c2  2h  :i  tangent.  8  g  43'. 

Der  ebenen  Trigonometi-ie  sind  die  Logarithmentafeln  von  Briggs 
und  Gunter  beigegeben.  Seine  sphärische  Trigonometrie  im  V.  Band 
gibt  zu  keiner  besonderen  Bemerkung  Anlaß. 

Bisher  hatten  wir  aus  den  trigonometrischen  Schriften  dieser 
Epoche  nicht  viel  Originelles  zu  verzeichnen;  der  Grund  hierfür  liegt 
einmal  dariu,  daß  die  vorhandenen  Methoden  für  die  Astronomen 
ausreichten,  so  daß  von  dieser  Seite  eine  Weiterbildung  derselben 
momentan  nicht  erfolgte,  andererseits  aber  hatte  sich  das  Interesse 
der  Mathematiker  mehr  der  Ausmessung  von  Flächen-  und  Körper- 
inhalten zugewendet;  es  begann  die  Zeit,  in  welcher  die  Grundlagen 
der  Infinitesimalrechnung  gelegt  wurden.  Jedoch  blieben  auch  diese 
Bestrebungen  nicht  ganz  ohne  Rückwirkung  auf  die  Trigonometrie. 
Um  das  Jahr  1634-)  erfand  Giles  Persone  de  Roberval  (1602 — 
1675)  seine  Lehre  vom  Unendlichen,  welche  nachmals  von  seinem 
Freunde,  dem  Abbe  Gallo is  1693  als  Traite  des  indivisibiles  publi- 
ziert wurde.  ^)  Darin  bestimmte  er  den  Flächeninhalt  der  Cykloide 
und  gelangte  dabei  zur  Konstruktion  der  Siuuslinie,  die  er  in  seinem 
Aufsatze  „De  Trochoide  ejusque  spatio"  wiederholte,  indem  er  sie  die 
Begleiterin  der  Cykloide  (trochoidis  comes  oder  socia)  nannte.  Seine 
Konstruktion  ist  folgende. 


Er  teilt  den  halben  Umfang  des  Kreises,  welcher  durch  Rollen  die 
Cykloide  erzeugt,  in  eine  Anzahl  gleicher  Teile  (Fig.  6)  AB  =  BC 
=  CD  =  •  ■  ■  HIj  trägt  auf  der  Basis  der  Cykloide  ^T  die  Strecken 
ÄM=  MN=  NO  =  ■■  ■  =  ST  =  diesen  Bogenteilen  ab  und  zieht 
sowohl  durch  die  Teilpunkte  B,  C,  .  . .  H  die  Parallelen  zu  BT,  als 
auch  durch  M,  N,  .  .  .  S  die  Parallelen  zu  T  V,  die  Schnittpunkte  je 
zweier   entsprechender  Parallelen   sind   direkt   die   Punkte   der   Kurve. 


1)  A.  a.  0,  t.  IV,  108—109.  —  2)  Siehe  Cantor  II,  2,  877.  —  3)  Poggen- 
dorff.  Biographisch-literarisches  Handwörterbuch  11,  665.  —  Robervals  Werke 
wurden  nachmals  gesammelt  und  in  Mem.  Acad.  Sei.  VI  herausgegeben. 
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Man  erkennt,  daß  diese  Konstruktion  nichts  anderes  als  die  Kon- 
struktion der  Kurve  »/  =  sina;  aus  den  i-echtwinkligeu  Koordinaten  x 
und  y  ist.  Der  Name  Siuuslinie  findet  sich  jedoch  bei  Roberval 
nicht,  wohl  aber  l)ei  dem  französischen  Jesuiten  Honoratus  Fabri 
(1()0()(7) — l(iSS\  der  KJä!!  ein  „Opusculum  geometricum  de  linea 
Hinuum  et  Cycloide"  zu  Rom  herausgab  und  auch  in  seiner  ItJii'J  er- 
schienenen „Synopsis  geometrica",  Lugd.  8",  eine  exakte  Definition 
dieser  Kurve  mitteilte  (p.  i513).  Die  Darstellungen  der  übrigen  tri- 
«ronometrischen  Funktionen  durch  Kurven  ließen  auch  nicht  mehr 
lantre  auf  sich  warten,  nachdem  einmal  durch  Fermat  und  Descartes 
die  Koordinatengeometrie  allseits  Eingang  gefunden  hatte,  und  anderer- 
seits die  Berechnung  krummlinig  begrenzter  Flächenräume  im  Mittel- 
puukt  des  Interesses  stand.  So  zeichnet  James  Gregory  ( lt>3X—  ItlTö), 

der    uns    uocli    öfters    Itegegnen   wird,    um    /tg  ^tZ.?  =  log  sec  2    nach- 

ö 
zuweisen,  einen  Teil  der  Tangentenkurve  im  ersten  Quadranten'),  und 

ähnliche  Flächen  bestimmungen  veranlaßten  JohnWallis  (1616 — 1703), 
Kaplan  Karls  U.  und  hervorragenden  Mathematiker,  in  seinem  „Trac- 
tatus  de  motu"  1670-)  die  Sekantenkurve  zu  zeichnen,  deren  Ver- 
lauf er  für  den  ersten  Quacb-anten  richtig  angab.  Beide  Kurven  finden 
sich  in  einer  Figur  vereinigt  in  den  „Lectiones  opticae  et  geometricae", 
Lond.   1674  in  4",  von  Isaac  Barrow,  dem   Lehrer  Newtons. 

Zahlreiche  trigonometrische  und  logarithmische  Werke  erschienen 
in  der  zweiten  Hälfte  des  17.  Jahrhunderts  in  England  —  handelte 
es  sich  ja  doch  für  die  Engländer  darum,  die  große  Ei-findung  ihres 
Landsmannes  auszubauen  und  fruchtbar  zu  machen.  Erwähnen  wir 
vorübergehend  die  ersten  vollständigen  siebenstelligen  Briggsscheu 
Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  100000,  welche  Nathaniel  Roe 
1633  veröffentlichte ^),  sowie  eine  vielbenützte  Trigonometrie  Richard 
Norwoods*),   die   uns   leider  nicht  zu  Gesicht  kam,   so  kommen  wir 


1)  Exercitationes  geometricae  Lond.  1668  in  -i":  Methodus  componendi 
Tabulas  Tangentium  et  Secantium  Arteficialium  (d.  h.  der  Logarithmen  der  Tan- 
genten etc.)  ex  Tabulis  Tangentium  et  Secantium  Naturalium  exactissime  et 
minimo  cum  labore.  —  2)  Opera  mathematica  Johanuis  Wallis  Oxoniae 
in  2°,  1.  1695,  p.  926  und  H,  1703,  p.  430,  „A  Letter  from  Wallis  to  Mr. 
Richard  Norris  concerning  the  CoUation  of  Secants  and  the  true  Division  of 
the  Meridians  in  the  Sea  Chart.  1685.  Die  Fläche,  welche  von  einer  solchen 
Kurve,  zwei  Ordinalen  und  der  Abscissenachse  eingeschlossen  wird,  heißt  in 
diesen  Schriften  .,figura  tangentium",  bezüglich  „secantium".  Eine  Kurve,  deren 
Abscissen  die  Sinus  und  deren  Ordinaten  die  Sekanten  sind,  hatte  Gregory 
schon  166S  in  seineu  Exercitationes  geometricae  angegeben;  Maseres,  Sorip- 
tores  logarithmici  n,  6—16.  —  3)  Cantor  11,  2,  747.  Glaisher  a.  a.  0.  124. 
159.  —  4)  Trigonometria  or  the  doctrine  of  triangles,   London  1631,   4°.    Dieses 
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zu  einer  wichtigen  Schrift  des  auch  sonst  in  der  Geschichte  der 
Mathematik  bekannten  PfaiTers  William  Oughtred'),  die  mehr 
Originalität  als  die  übrige  zeitgenössische  Literatur  aufweist.  Dieselbe 
führt  den  Titel  „Trigonometria,  hoc  est  modus  computandi  Triangu- 
lorum  latera  et  angulos,  una  cum  Tabulis  Sinuum,  Tangentium  etc." 
London  1657,  4".  Darin  führte  er  folgende  abkürzende  Sehreibweise 
für  die  trigonometrischen  Linien  ein:  Sinus  =  s  arc,  Cosinus  =  s  co  arc"), 
Seeans  =  se  arc.  Tangens  =  t  arc,  Cotangens  =  t  co  arc;  Cosecans 
=  sec  CO  arc.  Proportionen  werden  folgendermaßen  geschrieben: 
t  arc  .  Rad  ::  Rad  .  t  co  arc.  Dieser  von  ihm  eingeführte  Gebrauch  des 
aus  vier  Punkten  zusammengesetzten  Zeichens  bürgerte  sich  bald  ein 
und  findet  sich  noch  heute  in  manchen  Schriften  in  Anwendung, 
während  der  einfache  Punkt  zur  Bezeichnung  des  Verhältnisses  später 
dem  Doppelpunkt  weichen  mußte,  nachdem  der  erstere  von  Christian 
Wolf  als  Multiplikationszeichen  (an  Stelle  des  von  Oughtred  be- 
nützten x)  in  allgemeineren  Gebranch  gekommen  war.  Als  Gleich- 
heitszeichen bediente  er  sich  außerhalb  der  Proportionen  des  noch 
heute  gebräuchlichen  von  seinem  Landsmanne  Robert  Recorde  1556 
zuerst  verwendeten  Zeichens. 

Wie  bei  Girard  und  Herigone,  so  zeigt  sich  auch  bei  Ough- 
tred das  Bemühen,  die  trigonometrischen  Sätze,  die  er  allerdings 
zuerst  in  Worten  aussprach,  in  übersichtlichen  Gleichungen  darzu- 
stellen.     So    schreibt    er    z.  B.   den    Satz,   welchen    wii'    heute    durch 

cos  ^  =  K  ^ —  ausdrücken,  in  folgender  Form'): 


[• 


Z  cru  +  jB        Z  cm  —  B       -r.        /-,  i 

crur  • — J —  X ::  liq  ■  (^  s  co  t  ang. 


Hier  bedeutet  U  Rechteck,  Z  cru  die  Summe  der  den  Winkel 
einschließenden  Schenkel  (crurum),  B  Basis,  Rg  das  Quadrat  des 
Radius  und  (i>  s  co  i  aug.  das  Quadrat  des  Cosinus  des  halben  ein- 
geschlossenen Winkels.  Leider  fanden  diese  Bemühungen,  allmählich 
auch  eine  trigonometrische  Formelsprache  herauszubilden,  wenig  An- 
klang, obwohl  man  schon  hier  und  da  analytisch  zu  rechnen  ver- 
suchte. —  Bemerkenswert  ist  noch,  daß  Oughtred  wohl  zum  ersten- 
mal   für   die    ersten    beiden   Neperschen    Analogieen    einen    voll- 


Buch  erfuhr  mehrere  Auflagen,  so  1661  eine  vierte,  1678  eine  7.  und  168.5  eine 
8.  Auflage  'Mitteilung  von  Herrn  Karl  Grimmeißen),  ferner  Epitomy  being 
the  application  of  the  doctrine  on  triangles  16.?6. 

1)  Oughtred  war  in  Eton  geboren,  studierte  in  Cambridge  und  war 
namentlich  mit  Wallis  sehr  befreundet.  —  2)  Also  nicht  cos.  und  cot.,  wie 
Rouse  Ball  in  „A  short  account  of  the  history  of  mathematics",  London  1893, 
8°,  p.  246  angibt;  hierüber  auch  Cantor  III,  2,  559.  —  3)  Trigonometria,  p.  17. 
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ständigen  Beweis  erbringt,  den  er  mit  der  Ortliogonjilprojektion 
des  Aniilenimas  völlig  geometrisch,  wenn  iiuch  sehr  schwerfilllig  durch- 
führt.') Oughtreds  Werk  sind  Tafeln  beigegcl)en,  welche  die 
Sinus,  Tangenten  und  Sekanten  auf  sieben  und  ihre  Logarithmen  auf 
6  Stellen  geben  und  zwar  für  alle  Minuten  des  in  100  Teile  ge- 
teilten Grades. 

Weitaus  das  vollständigste  Werk  über  Trigonometrie,  welches  in 
jener  Zeit  erschien,  ist  die  „Trigonometria  Britannica,  or  the  doctrine 
of  triangles  in  two  books",  London  1()58  in  2^  von  John  Newton. 
Es  ist  dies  eine  Neuausgabe  des  gleichlautenden  Werkes  von  Briggs 
und  (TcUibrand,  jedocii  wesentlich  verbessert  und  vervollständigt. 
Letzteres  gilt  naiuentlich  inbczug  auf  die  Beweise,  die  teils  mit  dem 
Analenuna,  teils  aber,  und  hierin  lieg-t  der  Hauptfortschritt,  auf  mehr 
analytischem  Wege  (wenn  auch  noch  etwas  umständlich)  geführt  sind, 
als  in  irgend  welchem  vorhergehenden  Werke-).  Auch  finden  wir 
hier  zum  erstenmal  die  Bezeichnungen  cosinus  und  cotan- 
gens  konsequent  be nützt.  Dem  Werke  ist  eine  achtstellige  loga- 
rithmisch-trigonometrische Tafel  angehängt,  welche  die  centesimale 
Einteilung  der  Winkelgrade  besitzt,  sie  ist  die  erste,  deren  Anordnung 
genau    der    noch    heute    bei    siebenstelligen   Tafeln    gebrauchten    ent- 

O  OD 

spricht'),  nur  sind  statt  der  Differenzen  die  Logarithmen  derselben 
angegeben.  Außerdem  enthält  das  Werk  auch  eine  achtstellige  Loga- 
rithmentafel der  Briggs  sehen  Logai-ithmeu  für  die  Zahlen  von  1  bis 
100000,  ebenfalls  angeordnet  wie  die  heute  gebräuchlichen. 

Eine  Antilogarithmentafel  haben  die  Engländer  John  Pell 
(1610—1685)  imd  Walter  Warner  zwischen  1630  und  1640  be- 
rechnet, die  erste  dieser  Art  seit  Bürgi,  doch  ist  dieselbe  später 
wieder  verloren  gegangen.  Außerdem  hat  Pell  nach  F.  van  Schoo- 
tens  Angabe  zuerst  die  Formel  für  die  Tangente  des  doppelten 
Winkels    in   der    Gestalt   (>•- —  tg"ß)  :  2/'"  =  tga  :  tg2ß    mitgeteilt'^) 


1)  Er  sagt,  daß  er  diesen  Beweis  auf  Veranlassung  von  Carl  C'avendish 
1632  erdacht  habe.  In  der  Tat  lassen  sich  alle  Glieder  der  Analogieen  direkt 
in   der  Figur  deuten.  —   2)  So  sind  auch  die  Neperschen  Analogieen  hier  mit 

e  4-  a     ,     c  ■ 

icr  — - — 


analytischen    Umformungen    aus    dem    Neperschen    Satze    tg  — i —  ■  tg 

=  tg— -tg^    (siehe   S.  16)    gewonnen,   allerdings  noch   sehr   umständlich.    — 

3)  Glaisher  a.  a.  0.  118.  —  4)  Fr.  v,  Schooten,  Tractatus  de  concinnandis 
demonstrationibus  geometrici-s  ex  calculo  Algebraico  in  lucem  editus  ä  Petro 
Schooten  Francisci  Fratre,  Amst.  1661  in  4",  368.  Schooten  beweist  daselbst 
die  Formel  mit  der  Descartesschen  Koordinatengeometrie.  Desgleichen  gibt 
er  hier  mehrere  Anwendungen  dieser  Methode  auf  Höhen-  und  Distanzmessungen 
und  beweist  damit  den  Satz  des  Menelaus. 
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imd  dieselbe  in  seiner  Streitschrift')  gegen  Lougomontans  Kreis- 
quadratur ingeniös  angewendet. 

Auch  die  erstmalige  Einführung  eines  HLLfswinkels  zur  Erleichte- 
rung logarithmischer  Rechnungen  datiert  aus  jeuer  Zeit.  Thomas 
Street  ( 1G26 — 1696),  damals  noch  Student  in  London,  später  Astro- 
nom, behandelt  nämlich  in  seiner  „Astronomia  Carolina,  a  new  Theorie 
of  celestial  motion",  1661")  die  Aufgabe,  aus  den  bekamiten  Loga- 
rithmen zweier  Seiten  eines  Dreiecks  und  dem  von  ilmen  einge- 
schlosseneu Winkel  die  übrigen  Winkel  zu  bestimmen,  nach  einer 
von  seinem  Freimde  Robert  Anderson  herrührenden  Methode^) 
folgendermaßen.  Ist  <=  AB  die  kleinere  der  im  Dreieck  ABC  ge- 
gebenen  Seiten   h   und   c,    so   berechnet   mau   aus  f  :  ^  =  1  :  tg  qp   den 

Hilfswinkel  (p  und  dann  aus  tg  45«  :  tg  (9?  -  45»!  =  tg  ^^  :  tg  ^-^ 

die  Differenz  der  gesuchten  Winkel  ß  und  y;  da  ihre  Summe  aus  der 
Kenntnis  von  -^  u  folgt,  so  sind  hiermit  ß  ung  y  gegeben  und  zwar, 
wie  die  Gleichungen  zeigen,  direkt  aus  den  Logarithmen  der  Seiten 
h  imd  c  bestimmbar.  Man  erkennt  sofort,  daß  die  beiden  Gleichungen 
nach  Elimination  des  Winkels  9  auf  den  bekannten  Tangentensatz 
führen,  Anderson  imd  Streete  beweisen  die  Richtigkeit  ihrer 
Gleichungen  dm-ch  eine  ziemlich  komplizierte  geometrische  Kon- 
struktion.*) Diese  für  logarithmische  Rechnung  praktische  Methode 
fand  sofort,  wenigstens  in  England,  Anklang  imd  erhielt  sich  ron  da 
ab  in  den  Schi-iften  über  Trigonometrie.     So  findet  sie  sich  bei  dem 


1)  Controversy  with  Longomontanus  conceming  the  quadrature  of  the  circle, 
4°,  Amst.  1646,  lateinisch  1647.  —  2)  Das  Werk  erschien  wieder  in  lateinischer 

Übersetzung  von  Doppelmayr,  Nürnberg  1705  in 
4"  und  vennehrt  von  Halley,  London  1710.  — 
3)  Astronomia  Card.  41  der  lateinischen  Ausgabe. 
—  4)  Dieser  Beweis  ist  folgender :  Es  sei  in  Fig.  7 
AB  =  c  =  AD  =  AE,  AC='b,  dann  ist  CB  = 
fc  -I-  c  =  CA  (CK  \_  CD);  femer  sei  AE  =  AH 
=  HG  =  GE  =  c  {AH  \_  AC)  und  endlich 
CL  \_  BD,  das  Übrige  ist  aus  der  Fig.  ersichtlich, 
dann  ist  <C  FAH  =  cp  der  Hilfswinkel  und  man 
FH 


hat  unmittelbar  tg  gp 


AH 


b  :  c  (Radius  ==  1); 


Fig.  7. 


ih  +  c) 


ß-r 


% 


also  ist  -^  FAG  =  gj  —  45»;  da  aber  A  AHD 
~  A  KFH  und  HD  =  EH  ist,  so  folgt  AH -.EH 
=  HF:  HK  und  hieraus  A  FAH '^  A  KEH, 
somit  <  J'.A  G  =  <  KEI=  <  CKE  =(f  —  45». 
Femer    ist   tg  <   CKE  =  CE  :  CK  =  {b  —  c) 

ß±V 
2 


=  tg  (qp  —  45"),  womit  die  Richtigkeit  der  beiden 


Gleichungen  nachgewiesen  ist. 
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Astronomen  Vincentius  Wing^)  (^1619 — ItiöS),  der  im  zweiten 
Traktate  seiner  „Astrouomiii  Uritannica",  London  U)i\H  und  l(i9<)  in 
2"  eine  vollständiue  Entwickeiimy;  der  tri}iononietri.sciien  Lehren  gibt, 
und  wurde  von  Thomas  Simpson  (1710 — ^1701)  in  seiner  „Trigono- 
metry  phine  and  sjdierical"  1748,  auf  die  wir  noch  später  zurück- 
kommen werden,  abermals  vorgetragen  und  mit  einem  etwas  elegan- 
teren Beweise  versehen.^)  Auch  Whiston  berechnet  in  seinen  „Prae- 
lectiones  astronomicae",  Cantabr.  1707,  zwei  Beispiele  auf  diesem 
Wege,  und  der  Franzose  Le  Monnier  teilt  die  Methode  in  seinen 
„Institutions  astronomiques",  l'aris  1746  ebenfalls  mit. 'j  Auch 
Kästner^)  kommt  1790  wieder  auf  sie  zurück,  und  Pfleiderer  gibt 
einen  in  der  „Astronomie"  von  Lalande  enthaltenen  Beweis  des  Ver- 
fahrens wieder^),  wobei  er  noch  mehrere  Literaturnachweise  anführt/) 
Wings  oben  erwähnte  Trigonometrie  ist  sehr  vollständig  und  klar 
geschrieben  und  beruht  hauptsächlich  auf  dem  Werke  von  Norwood, 
sowie  auf  Charles  Scarboroughs  (1(31*! — 1096?)  „A  treatise  upon 
trigouometry",  dessen  Verfasser  er  „peritissimum  atque  de  scientiis 
meritissimum  Analystam"  nennt.  Ähnlich  wie  bei  Oughtred  werden 
auch  hier  abkürzende  Bezeichnungen :  s.  =  Sinus,  es.  ^  Co  —  sinus, 
t.  =  Tangens,  ct.  =  Co  — tangens,  sec.  =  Secans,  csec.  =  Co  — secans  für 
die  trigonometrischen  Linien  gebraucht  und  Formeln  in  Proportions- 
form geschrieben;  so  steht  z.  B.  der  Tangentensatz  p.  22  in  der  Form: 

Die  ähnlichen  Abküi-zuugen:  S.,  T.,  Cos.,  Cot.  werden  auch  in  dem 
Werke  „A  mathematical  compendium"  von  dem  Astronomen  Jonas 
Moore  (1617 — 1679),  in  London  1674  in  12"  erschienen,  konsequent 
venvendet.  Die  in  diesem  Buche  enthaltenen  Tafeln  der  Logarithmen 
der  Sinus  und  Tangenten  sind  sechsstellig  und  geben  die  Charakte- 
ristiken bereits  um  10  vermehrt  an,  wie  es  heute  gebräuchlich  ist. 
In  seinem  1()<S1  erschienenen  „New  System  of  the  Mathematics"  gibt 
er  außerdem    eine  Sinusversustafel   und  eine  Tafel  ihrer  Logarithmen 


1)  A.  a.  0.  p.  23.  Vgl.  auch  Delambre  H.  A.  luod.  II,  520,  der  eine 
analytische  Ableitung  gibt.  —  2)  Cautor  HI,  2,  514 — .^15,  der  Simpson  die  Er- 
findung der  Methode  im  Abendlande  zuschreibt.  —  3)  Pfleiderer,  Ebene  Trig., 
1802,  p.  3G9.  —  4)  Kästner,  Geometrische  Abhandl.,  1.  Sammlung,  Göttingen 
1790,  153.  —  5)  La  Lande,  2.  Ed.  Paris  1771.  UI,  676,  3.  Ed.  III,  545. 
Pfleiderer  184.  —  6)  La  Caille,  Lectiones  elementares  mathematicae  in  La- 
tinum traductae  et  ad  editionem  Parisianam  anno  1759  denuo  exactae,  Yienne 
1762,  177.  —  Playfair,  Elements  of  geometry  etc.,  Edinburgh  1795,  289  und 
292;   Cagnoli,  Traite  de  Tvigonometrie,  Paris  1808  in  4°,  117  etc. 
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für   alle  Minuten   des  Quadranten   auf  7   Stellen,   nach  De  Morgan') 
die  ersten  Tafeln  dieser  Art  in  England. 

Ein  Schriftsteller,  der  sich  nicht  eigentlich  mit  Ti-igonometiie 
beschäftigte,  aber  dennoch  bei  gelegentlicher  Verwendung  trigono- 
metrischer Formeln  zu  einer  Vervollkommnung  ihrer  Schreibweise 
beitrug,  war  der  uns  schon  bekannte  John  Wallis.  Im  Anhano-e 
zu  einem  weiter  unten  zu  besprechenden  Traktat  über  die  Winkel- 
schnitte-) gab  er  nämlich  eine  komplette  Zusammenstellung  der  gonio- 
metrischen  Formeln,  welche  den  Zusammenhang  der  trigonometrischen 
Linien  darstellen,  in  einer  abgekürzten  Schreibart,  die  er  in  allen 
seinen  Schriften  konsequent  beibehielt.  Für  sinus  schrieb  er  S,  für 
Cosinus  2J,  für  tangens  T,  für  cotangens  t,  für  secans  s,  für  cose- 
cans  <T,  für  sinusversus  V  und  für  siuusversus  comjjlementi  v  und 
konnte  so  die  Formeln  in  Gestalt  von  Gleichungen  mitteilen.  So 
war  z.  B.  nach  seiner  Bezeichnungsweise: 

femer   sind   die   Fundamentalgleichungen  der  goniometiüschen  Linien: 
Tr  =  s2;  =  Se  =  i?ä  =  s^  -  7^  =  6-  -  T-^  =  S-  +  I?. 

Bei  diesen  Formeln,  die  allerdings  erst  1685  erschienen,  aber 
nach  W^allis'  Angabe  schon  viele  Jahre  früher  auf  eine  Aufforderung 
von  Collins  hin  von  ihm  zusammengestellt  wurden,  scheint  uns 
namentlich  die  endgültige  Ersetzung  der  Proportionen  durch 
Gleichungen  bemerkenswert,  ein  Schi-itt,  den  selbst  Oughtred  noch 
nicht  gethan  hatte. 

Der  Bezeichnungsweise  von  Wallis  bediente  sich  auch  ein  ge- 
wisser John  Caswell,  über  dessen  Persönlichkeit  uns  jede  nähere 
Notiz  fehlt.  Er  schrieb  eine  „Trigonometi-ia  plana  et  sphaerica", 
welche  dem  zweiten  Baude  von  Wallis'  Werken  angehängt  ist  und 
wenig  vor  1685  verfaßt  zu  sein  scheint.^)  Diese  Schrift  ist  nach 
mehreren  Richtungen  hin  bemerkenswert.  Einmal  gestattete  ihm  die 
konsequente  Beibehaltung  von  Oughtreds  und  Wallis'  Schreibweise, 
die  langatmigen  Sätze  durch  Formeln  zu  ersetzen,  die  einen  ganz 
guten  Überblick  bieten,  und  dann  zeichnet  sich  die  Abhandlung  durch 
klare  und  übersichtliche  Darstellung  des  Stoffes,  wie  durch  originelle 
Beweismethoden  aus.     Wir  heben  aus  ihr  folgendes  hervor. 


1)  Glaisher  a.  a.  0.  117.  —  2)  Oiieia  Job.  Wallis,  Oxoiiiae  II,  16'J3, 
591 — 592.  —  'ij  Sie  ist  nämlich  schon  in  der  lüsö  erschienenen  Ausgabe  von 
Wallis'  Algebra  abgedruckt. 
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Die  ebene  Trigonometrie  des  schiefwinkligen  Dreiecks  wird  auf 
drei  Axiome,  den  Sinussatz,  den  Tangentensatz  und  den  Cosinussatz 
gegründet,  welche  alle  drei  geometrisch  bewiesen  werden;  für  den 
letzteren  aber  werden  verschiedene  Formeln  angegel)en  und  aus  ihm 
durch  Einführung  des  halben  an  Stelle  des  ganzen  Winkels  die  vier 
logarithmicrbaren  Formeln  des  sogenannten  Halbwinkelsatzes,  d.  h.  die 
c         c        c  c 

Formeln    für  cos  „  ,  ^iiiy)  ^^  2    ^^^  ^^^8  ->   rechnerisch  abgeleitet. 

1ji  der  sphärischen  Trigonometrie  bietet  ebenfalls  der  Cosinussatz 
mit  seineu  Folgerungen  das  Hauptinteresse,  und  zwar  ist  seine  Ab- 
leitung eine  originelle  zu  nennen.  Cas- 
well  kla])pt  nämlich  (Fig.  8)  die  eine 
Ebene  des  zum  sphärischen  Dreieck 
gehörigen  Dreikautes  MABC  um 
MC  um'),  so  daß  arc.  (JB  in  die  Ebene 
MCA  zu  liegen  kommt,  und  macht 
ai-c  CB'  =  arc  CB.  FäUt  dann  der  Fuß- 
punkt der  von  der  Ecke  B  auf  B' F  ge- 
fällten Senkrechten  nach  ß,  und  jener 
der  Senkrechten  von  B  auf  AC  nach  h 
und  ist  B'l  _L  AM,  AE ±  MC,  ßy  \:  MA, 
so  folgt,  wenn  man  die  Seiten  des 
Dreiecks,  wie  gewöhnlich,  mit  a,  b,  c 
bezeichnet,  direkt  aus  der  Figur: 
hl  =  bA  —  AI  =  sinvers  c  —  sinvers  (a  —  h);  ist  ferner  d  der  Fußpunkt 
der  Senki-echten  von  B  auf  il/«,  so  hat  mau  B'F:  «ilf  =  B'ß  :  ad, 
und  da  A  AEM ~  A  ßyB'  ist,  AE  :  AM  =  hl :  ßB'.  Durch  Multipli- 
kation dieser  beiden  Gleichungen  ergibt  sich:  AE  ■  B'F:  1  =  hl  :  ad. 

Beachtet  mau  nun,  daß  AE  =  sin  h,  B' F=  sin  a  und  aö  =  sinvers  C 
ist,  so  erhält  mau  die  Gleichung: 

(sin  a  ■  sin  h)  :  1  =  [sinvers  c  —  sinvers  (o  —  b)] :  sinvers  C. 

Diese  Formel  wird  imu  auf  rechnerischem  Wege  in  neun  verschiedene 
Gestalten  umgegossen,  imter  denen  sich  auch  die  vier  Halbwinkel- 
formeln befinden,  von  deueu  wir  eine  mitteilen  wollen,  um  die  Schreib- 
weise erkennen  zu  lassen: 

S,^xS:^-BS:t-m:xS:i-n::Eq-Tq^  Ang. 

Es    bedeutet    hier   B    die   Seite    c,  m,  n    die   Schenkel   a    und   h    des 


1)  Es  dürfte  hier  zum  erstenmal  der  Versuch  gemacht  sein,  mit  den 
Methoden  der  darstellenden  Geometrie  trigonometrische  Formeln  abzu- 
leiten.  — 
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Winkels  C,  £;  =  — ^  *),  i?g  =  Quadi-at  des  Radius,  Tq  =  Quadrat 

der   Tangente,   so    daß    also    in    unserer  Schreibweise    für   R  =  1    die 
Formel  lauten  würde: 

[sin  l  ■  sin  ( £  -  c)]  :  [sin  {%  -  a)  •  sin  (£-&)]=  1  :  tg^  |  • 

Bemerkenswert  ist  nocli  die  Formel,  welche  er  für  den  Inhalt 
des  sphärischen  Dreiecks  angibt;  er  setzt  nämlich  den  Überschuß 
der  Winkelsumme  des  Dreiecks  über  180",  also  den  sphärischen 
Exzeß  =  E,  bezeichnet  die  Peripherie  eines  größten  Kreises 
der  Kugel  mit  „tc",  den  Inhalt  des  Dreiecks  mit  A  und  die  Kugel - 
Oberfläche  mit  G,  dann  hat  er-)  ganz  richtig: 

2ar A  =  EG  =  2RnE  und  A  =  BE. 

Eine  Hauptschwierigkeit  bot  damals  noch  immer  die  Ableitung 
der  Nep ersehen  Analogieen,  weü  man  sich  bemühte,  dieselben  geo 
metrisch  zu  beweisen;  auch  Caswell,  der  sich  sonst  gern  analytischer 
Entwickelungen  bedient,  quält  sich  mit  einem 
geometrischen  Nachweis  ab  und  erhält  den- 
selben, indem  er  die  stereographische  und  die 
orthogonale  Projektion  miteinander  verbindet; 
daß  dies  keine  übersichtliche  Ableitung  geben 
konnte,  ist  klar,  aber  dennoch  muß  man  seine 
geometrische  Geschicklichkeit  bewundern. 

Am  Schlüsse  seiner  Trigonometrie  teilt 
Caswell  noch  einige  Formeln  und  Sätze  aus  den  hinterlassenen 
Papieren  des  Thomas  Baker^)  (1625 — 1690)  mit.  Wir  bemerken 
darunter  die  Formebi  (Fig.  9.): 

sin  {b  +  c)  :  sin  (&  -  c)  =  ctg  -^~  :  tg     '^-^ , 

.     b  +  c     .     h  —  c        .     B  +  C     .     B  —  C 
tg  -1^  :  tg  -2-  =  tg  -^—  •■  tg  — 2— , 

Ctg -4^  :  tg  ^^  =  tg -2^  :  tg  ^-^  , 

tcp  — '— - — 5  :  tff  — ■ —  =  tff :  tg '  • 

o         2  °      2  o      2  "         2 

Diese  vier  Propositioneu  werden  auf  analytischem  Wege  aus  den 
bekannten  Gleichungen  für  die  beiden  rechtwinkligen  Di-eiecke  al)- 
geleitet  und  aus  ihnen  dann  ebenso  die  Neperschen  Analogieen  gefunden. 

1/  Hier  tiütt  zum  erstenmal  eine  eigene  Bezeichnung  für  die  halbe  Seiten- 
summe auf.  Opera  J.  Wallis  875,  Koroll.  VI.  —  2)  Ebenda  875.  —  3)  Baker 
war  Pfarrer  zu  Bishop  -  Nymmet  in  Devoushire  und  ist  durch  eine  konstruktive 
Lösung  höherer  Gleichungen  bekannt. 
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Wir  seilen  aus  den  liier  angeführten  I)ingen,  dali  iii  Englaud 
gegen  Ende  des  17.  Jalirliiiuderts  die  trigonometrischen  Kenntnisse, 
sowie  namentlich  die  Koruielschreibung  bedeutende  Fortschritte  ge- 
macht hatten. 

Wenden  wir  dagegen  unsere  Blicke  von  den  britischen  Insebi 
zum  Festland  zurück,  so  erkennen  wir  zunächst,  daß  die  Weiter- 
eutwickluiig  unserer  Wissenschaft  in  Deutsch land  viel  langsamer  von 
statten  ging,  als  es  kurz  nach  Erfindung  der  Logarithmen  der  Fall 
war.  Johann  Heinrich  Altsteds*)  (1588 — 1038j  „Encyclopaedia" 
von  1630,  die  in  pars  I  eine  Trigonometrie  enthält,  verwendet  wohl 
die  Logarithmen,  schließt  sich  aber  in  der  Hauptsache  noch  immer 
an  Pitiscus  an,  Jakob  Hainleins  (1588 — 1662)-)  „Synopsis  mathe- 
matica",  Tubingae  1()53  imd  1679  (3.  Auflage)  steht  auf  demselben 
Niveau  und  teilt  die  längst  bekannten  Sätze  nur  beweislos  mit,  Ab- 
dias  Treu  (Trew)  (1597—1669),  der  1637  Schwenter  an  der 
Universität  Altorf  nachfolgte,  schrieb  in  seiner  „Summa  geometriae 
pi-acticae"  1663,  Nürnberg,  8"')  nur  für  Feldmesser  und  übertraf  darin 
weder  Faulhaber  noch  dessen  Vorgänger,  und  Georg  Friedrich 
Meyers  „Doctrina  triangulorum  sive  Trigonometria",  Basel  1678  ist 
ebenfalls  nur  für  Geodäten  bestimmt  imd  enthält  nicht  einmal  Loga- 
rithmen.') Bemerkenswert  ist  vielleicht  nur,  daß  p.  13S  die  soge- 
nannte Hans  eil  sehe  Aufgabe,  die  wir  zum  erstenmal  bei  Snellius 
fanden,  behandelt  ist. 

Treus  Nachfolger  in  Altorf  war  Johann  Christoph  Sturm 
(1635 — 1703),  der  sich  hauptsächlich  durch  eine  Übersetzung  der 
Werke  des  Archimed  verdient  machte.*)  Er  schrieb  eine  „Mathesis 
enucleata"  in  8",  die  1689,  1695  und  noch  1711  erschien.  Darin 
sind  an  verschiedenen  Stelleu  die  hauptsächlichsten  Sätze  der  Trigono- 
metrie enthalten,  doch  auch  er  erreicht,  was  Fülle  des  Stoffes  und 
Darstellung  desselben  anlaugt,  die  englischen  Mathematiker  seiner 
Zeit  nicht.«) 


1)  Vgl.  über  ihn  Kästner,  Geschichte.  III,  434  ff.  und  Cantor  II,  2,  719. 
—  2)  Kästner  lU,  449  fiF.  —  3)  Das  Buch  enthält  Beruhard  Cantzlers  kurzen 
und  leichten  Berieht  vom  Feldmessen  mit  Erweiterungen  von  Treu.  Es  wurde 
1718  wieder  aufgelegt,  Kästner  III,  303.  —  4)  Meyer  hat  übrigens  auch  ein 
„Trigonometriae  theoreticae  et  praeticae  compendium  una  cum  tabulis",  Basel 
1676  und  eine  „Trigonometria  cum  tabulis  sinuum",  ebenda  1678,  geschrieben, 
welche  uns  aber  nicht  zur  Verfügung  standen. —  5)  Cantor  III,  2,  11 — 12  und 
S.  Günther,  Die  mathematischen  und  Naturwissenschaften  an  der  nürnbergischeu 
Universität  Altorf,  Mitteilungen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Stadt  Nüi-nberg, 
3.  Heft.  —  6)  Einen  kurzen  Abriß  der  Trigonometrie  enthält  auch  seine  „Ma- 
thesis juvenilis",  Altorf  1699,  8",  t.  I,  373 — 415.  Im  Anhang  ein  kleiner  ge- 
schichtlicher Überblick  über  die  Trigonometrie. 

V.  Braimmülil,   Geschichte  der  Trigonometrie.    II.  4 
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Viel  wurde  damals  und  noch  im  folgenden  Jahrhundert  eine 
Sammlung  von  Tafeln  gebraucht,  die  Aegidius  Strauch  (lli32 — 
1682),  Professor  in  Wittenberg,  herausgab,  da  sie  in  einem  mäßigen 
Duodezband  in  der  Tat  alles  Nothwendige  vereinigte.  Dieselbe  führt 
den  Titel  „Tabulae  per  universam  mathesin  summopere  necessariae 
diu  et  vehementer  desideratae".  Witemb.  lti(J2  und  umschließt  in  der 
Einleitung  eine  Zusammenstellung  der  einfachsten  trigonometrischen 
Regeln,  danji  eine  Tafel  der  Sinus  und  Tangenten  und  ihrer  Loga- 
rithmen für  alle  Winkelminuten  auf  7  Stellen  —  die  Komplementär- 
fuuktionen  köimen  ebenfalls  direkt  abgelesen  werden  —  und  außerdem 
eine  Logarithmentafel  der  Zahlen  und  eine  Sammlung  astronomischer 
Tabellen.  Fast  genau  ebenso  eingerichtet,  wie  dieses  Werk,  ist  die 
von  Christian  Grüneberger  1684  (und  1688)  herausgegebene  „Pan- 
dora  mathematicaram  tabularum  .  .  .  quidem  partim  e  Nepero,  Lougo- 
montano,  Eeplero,  Regiomoutano,  Ricciolo  aliisque  coUectarum,  partim 
propria  Minerva  elaboratarum  . . ."  Francofurti.  8".  Auch  sie  enthält  in 
der  Einleitung  eine  Ti-igonometrie,  etwas  vollständiger  als  die  Strauchs, 
und  die  Tafeln  der  Funktionen  und  ihrer  Logarithmen  auf  7   Stellen.  '■) 

Ähnlich  wie  in  Deutschland  standen  für  die  Trigonometrie  die 
Verhältnisse  im  letzten  Drittel  des  17.  Jahrhunderts  in  den  übrigen 
Ländern  des  Kontinents:  man  faßte  die  bekannten  Lehren  mit  größerer 
oder  geringerer  Vollständigkeit  zusammen  und  suchte  sie  einem  weitereu 
Leserkreise  numdgerecht  zu  machen;  dabei  fanden  aber  die  abkürzen- 
den Bezeicluiungsweisen  und  die  Anfänge  der  Formelschreibung,  denen 
wir  in  England  wiederholt  begegnet  waren,  wenig  Beachtung  und  Ver- 
wendung. 

Ein  in  jener  Zeit  vielgelesener  Autor,  der  sich  auch  mit  Trigono- 
metrie beschäftigte,  war  der  Jesuit  Andreas  Tacquet  (1612 — 1660), 
in  Antwerpen  geboren  und  nachmals  Lehrer  der  Mathematik  an  dem 
Kollegium  seines  Ordens  zu  Löwen.  In  seinen  gesammelten  Werken, 
die  1669  erschienen")  und  1707  noch  einmal  aufgelegt  wurden,  findet 
sich  als  Anhang  zur  Astronomie  eine  „Trigonometria  sphaerica  sive 
Analysis  triangulorum  sphaericorum",  und  in  seiuer  „Geometria 
practica"  Kap.  11  und  III  eine  ebene  Trigonometrie  mit  reichhaltigen 
Anwendungen  auf  alle  möglichen  Messungen,  die  Gradmessung  mit 
eingeschlossen.  Auch  die  Methode  des  Snellius  zur  Berechnung 
der    Dreiecke    ohne    Tafeln     wird    hier     sehr    übersichtlich    erörtert. 


1)  Außerdem  veröffentlichte  Grüneberger  noch  ein  ,,Sceleton  Arithmeticae 
vulgaris  etc."  Francf.  a/0.  1688  in  8",  in  welchem  p.  9U  die  trigonometrischen 
Linien  definiert  werden.  Daselbst  finden  sich  neben  den  längst  gebräuchlichen 
Namen  wieder  die  Bezeichnungen  Vietas:  Prosinus  imd  Transsinucsa  erwähnt. 
—  '2)  Opera  mathematica.     2  Voll,  in  2". 
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Tac(|iiet  kiuintt»  uutiirlicli  die  Logarithmen,  weiin  er  aucli  die  ältere 
Mctliii(lc  der  direkti'ii  Uerechnung  mit  einer  gewissen  Vorliebe  be- 
handelte. 

Ein  umfassendes  Sammelwerk  ist  des  Franzosen  Claudius  Fran- 
ciscus  Miiliet  Decliales  (1021^1678)  „Cursus  seu  mundus  mathe- 
maticus"  in  3  Bänden,  Lugduni  1(574  in  2";  1690  wieder  aufgelegt 
und  um  einen  Band  vermehrt.  Der  erste  Band  entiiält  in  seinem 
4.  Traktat  eine  Trigonometrie  in  6  Büchern.  Da  der  mundus  mathe- 
matieus  ein  viel  benutztes  und  weit  berühmtes  Lehrbuch  war,  so 
wollen  wir  seinen  Inhalt  kurz  skizzieren,  obwohl  uns  darm  kaum 
etwas  Neues  begegnen  wird.  Das  erste  Buch  der  Trigonometrie 
gibt  die  Definitionen  der  trigonometrischen  Linien  und  setzt  ihren 
Zusammenhang  auseinander.  Die  englische  Bezeichnung  der  Komple- 
mentärfunktionen, wie  Cosinus,  Cotangens  kommt  dabei  nicht  vor, 
auch  sind  keine  Abkürzungen  zur  Bezeichnung  der  Funktionen  ein 
geführt.  Die  wenigen  gouiometrischen  Formeln,  welche  zur  Berech- 
nung der  Tafeln  geometrisch  abgeleitet  werden,  sind  längst  bekannt. 
Das  zweite  Buch  handelt  von  den  Logarithmen  und  ist  in  der 
zweiten  Auflage  vermehrt  und  verbes.sert.  Es  wird  darin  eine  klare 
Darstellung  der  Entstehung  der  Logarithmen  gegeben,  indem  die 
zwei  Bewegungen,  durch  welche  nach  dem  Vorgange  Nepers  die 
arithmetische  Reihe  der  Exponenten  und  die  geometrische  der  Potenz- 
werte erzeugt  werden,  auf  zwei  zu  einander  senkrechten  Axen  vor 
sich  gehend  gedacht,  und  in  je  zwei  entsprechenden  Punkten  der 
Abscissen-  und  Ordinatenaxe  die  Senkrechten  errichtet  werden;  die 
Schnitt])unkte  derselben  liefern  als  Bild  für  den  Verlauf  die  loga- 
rithmische Linie.  Diese  Darstellung  findet  sich  aber  erst  in  der 
zweiten  Auflage  von  1690  (p.  444).  Übrigens  rührt  die  Idee  zu  dieser 
Kurve  nach  Angabe  Hiittons  bereits  von  Edmund  Gunter  her.^) 

Das  dritte  Buch  enthält  die  Trigonometrie  des  ebenen  Dreiecks, 
bei  welcher  nur  eine  etwas  andere  Einführung  von  Hilfs winkeln 
zur  Berechnung  der  Dreieckswinkel  mittelst  des  Tangentensatzes  be- 
merkenswert  ist,  als  wir  sie  bei  Thomas  Streete  kennen  lernten. 
Dechales  beweist  nämlich  (p.  524,  2.  Aufl.)  zunächst  den  Satz,  daß 
wenn    tg  q>  :  tg  ip  =  sin  ß  :  sin  y   ist,   die   Proportion   bestehen    müsse: 

sin  [tp  -f  1^) :  sin  (cp  —  4>)  =  tg    -T—  :  tg      _,  '  ,  dann  setzt  er  im  /\ÄBC 

das  Seitenverhältnis  6  :  c  =  tg  qp  :  tg  ^  =  sin  ß  :  sin  y,  wählt  -^iZ  cp  ganz 
beliebig   und    bestimmt  hierzu  iogarithmisch  -^  i/;,  sowie   cp  -\-  ip  und 


1)  Vgl.  die  schon  oft  benützte  „Preface  to  the  mathematical  tables" 
von  Charles  Hutton  LXXXIV  abgedruckt  in  Maseres'  „Scriptores  logarith- 
mici"  I. 

4* 
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ip  —  ip]  der  obige  Satz  gestattet  dann  ~^      logarithmisch  zu  finden. 

Das  vierte,  fünfte  und  sechste  Buch  sind  der  Behandlung  der 
sphärischen  Dreiecke  gewidmet,  und  zwar  hat  Dechales  bei  ihrer 
Herstellung  sowohl  Neper,  wie  auch  ganz  besonders  Cavalieri  aus- 
giebig benutzt,  wobei  uns  nur  das  eine  auffällt,  daß  die  Neper  sehen 
Analogieen  nicht  verwendet  werden;  er  konnte  sie  offenbar  noch  nicht 
so  handhaben,  daß  sie  ihm  wirklichen  Nutzen  gewährten.  —  Die  bei- 
gegebeue  trigonometrische  Tafel  gibt  die  Werte  der  Sinus,  Tangenten 
und  Sekanten  und  der  Logarithmen  der  beiden  ersten  für  alle  Minuten 
der  Winkel  von  0"  bis  90"  auf  7  Stellen.  Außerdem  ist  eine  Tafel 
der  Briggs  sehen  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  lOOUO  vor- 
handen. 

Ein  ähnliches  Sammelwerk,  wie  Herigones'  und  Dechales' 
Werke  gab  Jacques  Ozanam  (1640 — 1T17),  Lehrer  der  Mathematik 
erst  in  Lyon,  dann  in  Paris,  heraus;  es  war  dies  der  1093  erschienene 
„Cours  de  mathematique"  Paris,  5  Voll,  in  8",  welcher  einem  von  ihm 
verfaßten  „Dictionnaire  mathematiques"  ebenda  1091  in  4",  der  wenig 
wert  ist  und  namentlich  für  uns  nichts  Bemerkenswertes  enthält,  nach- 
folgte. Im  zweiten  Bande  des  „Cours"  ist  eine  ausführliche,  sehi-  ver- 
ständlich geschriebene  Trigonometrie  enthalten,  die  manches  aus 
Dechales  entlehnt.  Ein  wesentlicher  Fortschritt  gegenüber  dem 
letzteren  besteht  in  seiner  Methode  der  Berechnung  trigonometrischer 
Tafeln,  die  in  einer  ausgiebigen  Benutzung  der  Newtonschen  Inter- 
polationsmethode gipfelt.  Wohl  hatte  Newton  seine  Ansicht,  man 
könne,  um  eine  krummlinig  begrenzte  Figur  zu  quadrieren,  durch  be- 
liebig viele  Punkte  der  begrenzenden  Kurve  eine  Hilfskurve  hindurch- 
legen,  schon  in  einem  Briefe  an  Oldenburg  vom  24.  Oktober  1070 
ausgesprochen  und  in  seinen  „Prinzipien"  1687')  kurz  ausgeführt; 
aber  auf  die  Verwendbarkeit  dieser  Methode  zur  Berechnung  von 
Tabellen  wies  er  ausdrücklich  erst  in  seiner  1711  von  William  Jones 
herausgebenen  Methodus  differentialis  hin-),  woselbst  er  auch  seinen 
Gedanken  näher  entwickelte  und  zwar  auf  geometrischem  Wege.  Wir 
glauben  daher,  daß  Ozanam  bei  der  ganz  algebraischen  Durchbildung 
seiner  Methode  mehr  von  Briggs'  uns  schon  bekanntem  Verfahren 
beeinflußt  war,  dessen  sich  inzwischen  Gabriel  Mouton  (1018 — 
1094)  in  vereinfachter  Form  1070  wieder  bedient  hatte.'')  Dennoch 
unterscheidet  sie   sich  von   letzterem   wesentlich,  indem  sie  die  Inter- 


1)  Philosophiae  naturalis  principia.  London  1687,  4",  lib.  III,  Lemma  V, 
p.  481.  —  2)  Opera  Newtoni.  Ed.Horslej  I,  .527.  „Utiles  sunt  hae  propositiones 
ad  tabulas  construendas  per  interpolationem  serierum."  —  3)  Mouton  hat  sein 
Verfahren    zuerst    angewendet   in    „ObseiTationes    diametrorum    solis  et  luuae." 
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polationswerte,  wie  es  bei  Newton  geschieht,  aus  den  Anfangsgliedern 
der  Diö'crpn/rcilien  hereclmeu  lehrt.  Wie  man  aus  den  von  Ozanam 
angogeltencn  Tabellen  ersieht,  ist  cieine  Methode  durch  die  allgemeine 

Formel 

,       x(x  —  1)         x(x  —  1)  (x  —  2)  , 
^  =  rt  -f  ,1 ^—^ — '-  c ^ ^ -^  d 

darstellbar,  wobei  diu  von  ihm  gebrauchten  Buchstaben  a,  h,  —  c  und 
—  (l  die  Anfaugsglieder  der  Reihen  bis  zur  dritten  Differenzreihe  ein- 
schließlich darstellen.  Zur  Bestimmung  dieser  Größen  sind  die  Zalilen- 
werte  der  für  x  =  0,  x  =  5,  x  =  10,  x  =  15  aus  der  obigen  Formel 
resultierenden  Werte  von  y  angegeben,  wodurch  die  Aufgabe  auf  die 
Lösung  von  vier  linearen  Gleichungen  zurückgeführt  ist.  Die  Formel 
selbst  gibt  übrigens  Ozanam  nicht  an. 

Außerdem  bringt  er  im  ersten  Buche  eine  übersichtliche  Zu- 
sammenfassung der  für  die  Tafelberechnung  wichtigsten  goniometrischen 
Formeln;  unter  diesen  findet  sich  auch  jene  (p.  58)  für  die  Tangente 
des  doppelten  Winkels,  welche  wir  zuerst  bei  John  Pell  antrafen. 
Übrigens  sind  die  angehängten  7  stelligen  Tafeln  direkt  aus  denen 
Vlacks  entnommen.') 

Die  im  zweiten  Buche  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Be- 
rechnung ebener  Dreiecke  sind  die  bekannten;  man  mag  höchstens 
bemerken,  daß  die  von  Tycho  Brahe  und  Vieta  zuerst  gegebene 
Formel    tg  C  =      c  sm  B       ^^  ^j    g  ^^g  ^^  ^^^^^  nachdem  sie  fast 

(Z  —  C  cos   J5 

in  Vergessenheit  geraten  war,  wieder  verwendet  wird,  und  daß  Ozanam 
den  Cosinussatz  der  ebenen  Trigonometrie  in  der  heute  gebräuch- 
lichen Form  ausspricht.  Die  Behandlung  der  sphärischen  Trigono- 
metrie unterscheidet  sich  nur  wenig  von  jener  Dechales';  auch 
Ozanam  hat  die  Neperschen  Analogieen  nicht  und  bevorzugt  die 
Methode  der  Zerspaltung  schiefwinkliger  Dreiecke  in  zwei  recht- 
winklige vor  jener  der  direkten  Berechnung.  Bemerkenswert  scheint 
uns  die  Behandlung  der  Aufgabe,  aus  den  Winkeln  eines  sphärischen 


Lugd.  1670,  4°  und  damit  die  Logarithmen  der  Sinus  und  Tangenten  auf 
10  Dezimalen  berechnet.  Das  diese  Tafehi  enthaltende  Manuskript  reichte  er 
der  Pariser  Akademie  ein;  später  (1770)  benutzte  Pezenas  seine  Zahlen,  die  er 
der  Neuausgabe  der  Tafeln  von  Gardiner,  auf  7  Stellen  gekürzt,  zugrunde 
legte.  Auf  seine  Interpolationsmethode  begründete  Prony  die  immensen  Rech- 
nungen zur  Herstellung  der  „Grandes  tables  de  Cadastre"  i^siehe  weiter  unten). 
Am  besten  auseinandergesetzt  und  begründet  wurde  sein  Verfahren  von  Fred. 
Maurice  in  Connaissance  de  temps  pour  1847,  herausgegeben  1844,  198 — 207. 
—  Vgl.  auch  Wolf,  H.  A.  I,  96  und  Delambre,  Hist.  del'  Astronomie  mod  U, 
355—407,  sowie  dieses  Werk  S.  28. 
1)  Glaisher  a.  a.  0.  p.  119. 
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Dreiecks  seine  Seiten  zu  finden,  obwohl  auch  hier  nur  die  analytische 
Art  der  Fassung  neu  ist.  Von  dem  seit  Regiomontan  (I.  Tl.  S.  12.S) 
bekannten  Satze  ausgehend,  dali  in  Fig.  9  auf  S.  48  cos  J5  :  cos  C 
=  sin  Jj  :  sin  ^lo  ist,  folgert  Ozanam  die  Proportion: 

^         j[    j^ 

(cos  B  +  cos  C)  :  (cos  B  —  cos  C)  =  tg  -  :  tg  -^ — ^ , 

aus   welcher   sich    ^— — ^    ergibt,    da    ferner    '-^— ^ — -  =  —    bekannt 

ist,  so  sind  die  Winkel  Ai  und  A^  bekannt  und  die  Seiten  b  und  c 
ergeben  sich  dann  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  ACD  und  ABI). 
Er  bemerkt  jedoch,  daß  man  die  Aufgabe  auch  mit  dem  Supplenientar- 
dreieck  auf  die  bereits  bekannte,  den  Winkel  aus  den  di-ei  Seiten  zu 
berechnen,  zurückführen  kann. 

Außer  dem  „Cours  de  mathematique"  hat  Ozanam  noch  eine 
„Trigonometrie  nouvelle",  Paris  1697  herausgegeben,  die  nur  für  Feld- 
messer bestimmt  war  und  keineswegs  etwas  Neues  enthält. 

Wir  können  diesen  Paragraphen  damit  schließen,  daß  wir  auf  die 
Neubehandlung  jener  Aufgabe  hinweisen,  der  wir  schon  bei  Snellius 
begegneten  (I.  Tl.  S.  245)  und  die  unter  der  Bezeichnung  des  „Rück- 
wärtseinschneidens"  bekannt  ist.  Eine  Lösung  derselben  wurde  von 
Wilhelm  Schickard  1624^),  eine  weitere  von  John  Collins  1671 
mitgeteilt-),  der  anführt,  das  Problem  sei  von  Richard  Townley 
gestellt  worden,  also  offenbar  die  Behandlung  durch  Snellius  und 
Schickard  nicht  kennt,  und  das  gleiche  wollen  wir  von  Laurent 
Pothenot  annehmen,  der  der  Pariser  Akademie  1692  eine  Lösung 
vorlegte,  die  aber  erst  1730  gedruckt  wurde.  Merkwürdigei-weise  hat 
es  von  diesem  Mathematiker  den  Namen  Pothenotsche  Aufgabe  er- 
halten. 

§  2.     "Winkelschnitte  und  Kreismessung. 

Der  letzte  von  uns  genannte  Schriftsteller,  welcher  sich  nac-li 
Vieta  und  Bürgi  mit  dem  Teilungsproblem  der  trigonometrischen 
Funktionen  oder,  wie  man  damals  sagte,  mit  den  Winkelschnitten  be- 
schäftige, war  Briggs  gewesen,  ohne  daß  er  jedoch  die  bereits  vor- 
handenen theoretischen  Kenntnisse  hierüber  erweiterte.  Das  gleiche 
gilt  von  dem  uns  schon  bekannten  Oughtred,  welcher  mit  einem 
von  Vietas  geometrischer  Methode  wenig  verschiedenen  Verfahren 
Beziehungen  zwischen  der  Sehne  eines  vielfachen  Winkels  und  den 
Potenzen  der  Sehnen  oder  Supplementarsehnen  des  einfachen  Winkels 


1)  Cantor  11,  2,  705  —  2)  Philosophical  Transactions  1671,  Nr.  69,  p.  200; 
wir  zitieren  zukünftig  P.  T.  —  Wir  bemerken,  daß  die  Lösung  von  Snellius 
von  diesen  beiden  nicht  übertroffen  wird. 
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in  großer  Zalil  herstellte.  Untersucht  man  die  von  ihm  gewonnenen 
liesiiltate,  welche  er  schon  vor  dem  Jahre  1()4H  erhalten  hatte'), 
sreuau,  so  erkennt  man,  daß  sie  sich  von  Vietas  Sätzen  nur  durch 
die  Schreibweise  unterscheiden,  in  welcher  sich  allerdings  ein  Fort- 
schritt kund   gibt;  so  schreibt  er  /..  H.,  den  Quotienten    -^   mit  N)  Z 

bezeichnend:  W)  a^Ä  —  iR^cc^Ä  +  'dE^uÄ  =  F,  das  heißt,  da  mit 
Ä,  U,  ■  ■  ■  F  die  Sehnen,  mit  a,  ß,  ■  ■  ■  ^  die  Supplementarsehnen  des 
einfachen,  dojjpeltou  •  •  ■  sechsfachen  Winkels  bezeichnet  werden, 
sin  ()«  =  sin  «  (2^  cos^  «  —  4  •  2'  cos''  «  +  -'^  •  2  cos  a)  (für  R  =  1).  Ohne 
Zweifel  kannte  aber  Oughtred  Vietas  Arbeiten  über  die  Winkelschnitte, 
denn  diese  waren  ja,  wie  wir  uns  erinnern,  erst  1G15  durch  Anderson 
veröffentlicht  worden  und  mußten  daher  direkt  die  späteren  Arbeiten 
beeinflussen.  Bekannter  als  Oughtreds  Buch  ist  aber  jedenfalls  John 
Wallis'  Untersuchung  über  die  Winkelschnitte  von  KiSö  geworden, 
da  dessen  Schriften  damals  große  Verbreitung  fanden.  Wallis  ist 
es  mehr  um  die  Lösung  der  Teilungsgleichungen  zu  thun,  als  seinem 
unmittelbaren  Vorgänger,  und  in  der  Tat  macht  er  hierbei  auch 
einen  bedeutenden  Fortschritt,  indem  er  nachweist,  daß  die  Anzahl 
der  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  mit  ihrem  Grade  über- 
einstimmt. °)  Indem  er  ferner  bis  zur  Siebenteilung  einschließlich 
fortschreitend  die  den  einzelnen  Wurzeln  entsprechenden  Bögen  angibt, 
scheidet  er  auch  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  W^urzeln 
richtig  von  einander.  Als  Anwendung  seiner  Lehre  von  den  Winkel- 
schnitten teilt  er  die  Berechnung  eines  Kanons  der  Sehnen  von  li  zu 
1|  Grad  mit'')  und  weist  darauf  hin,  daß  zur  Bildung  eines  solchen 
für  alle  Winkelminuten  nur  zwei  Dreiteilungen  und  eine  Fünfteilung 
nötig  sind,  sowie  die  Berechnung  der  QuadratwTirzeln  aus  den  Zahlen 
2,  3  und  5.  Bemerkt  mag  noch  werden,  daß  er  den  Radius  gleich  1 
setzt  und  die  Sehnen  durch  Wurzelgrößen  ausdrückt. 

Ähnliche  Tabellen  waren  übrigens  schon  fi'üher  gegeben  worden; 
so  hatte  schon  Snellius  gezeigt'*),  wie  man  die  Sehnen  der  durch 
fortgesetzte  Halbierung  erhaltenen  Bögen  gesetzmäßig  darstellen  kann, 


1)  J.  Wallis  bemerkt  in  seinem  „Tractatus  de  sectionibus  angularibus", 
der  zuerst  1685  englisch  erschien  (Ojiera  Wallisii,  Oxoniae  in  2°,  U,  1693,  575), 
„daß  er  Oughtreds  Arbeiten,  die  erst  1677  unter  dem  Titel  „Opuscula  mathe- 
matica  hactenus  inedita"  in  8°  erschienen,  schon  gelesen  hatte,  als  er  1648 
seine  eigenen  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  begann.  —  2)  A.  a.  0.  p.  554 
heißt  es:  „Aequatio  pertinens  ad  huiusmodi  arcus  angulive  Multiplicationem  aut 
Seotionem,  tot  habebit  radices  i  affirmativas  aut  negativas)  quot  iunuit  Exponens 
istius  Multiplicationis  aut  Sectiouis."  —  3)  A.  a.  0.  p.  58G — 589.  —  4)  Vgl. 
Snellius,  Cyclometricus.  1621:  prop.  I  und  II  und  Montucla,  Histoire  des  re- 
cherches  sur  la  quadrature  du  cercle.    Nouv.  edit.  Paris  1831,   in  8°,  p.  67 — 68. 
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und  in  den  liinterlassenen  Papieren  Deseartes'  (1596 — 1650)  fand 
sieh  eine  älmlicbe  Untersueliung'j,  welclae  zum  Zweck  hatte,  jene 
Winkel  zu  bestimmen,  deren  Sehnen  sich  geometrisch  konstruieren 
lassen.  Zu  einem  erschöpfenden  Resultat  war  er  jedoch  hierbei  nicht 
gelangt. 

Was  das  Problem  der  Rektifikation  und  der  Quadratur  des 
Kreises  anlangt,  so  hatte  seine  Behandlimg  durch  die  Berechnung  der 
Zahl  7C  von  Seiten  der  Niederländer  Ludolph  van  Ceulen  und 
Snellius  keineswegs  ihr  Ende  gefunden,  sondern  behauptete  noch 
immer  seine  alte  Anziehungskraft.  Einerseits  wurden,  sozusagen  be- 
wußterweise, geometrische  Näherungskonstruktionen  angegeben,  anderer- 
seits suchte  man  die  Berechnung  von  ;r  zu  vereinfachen,  und  endlich 
gab  es  noch  Gelehrte,  welche  noch  immer  nach  einer  exakten  Qua- 
dratur suchten.  Ohne  uns  auf  Einzelnheiten  näher  einlassen  zu  können, 
wollen  wir  die  hauptsächlichsten  Arbeiten,  die  die  Frage  nach  diesen 
di-ei  Richtungen  behandelten,  anführen. 

Eine  sehr  elegante  geometrische  Näherungskonstruktion  gab  der 
Jesuit  Adam  Adamandus  Kochansky  (1631  — 1700),  Mathematiker 
des  Königs  von  Polen,  in  den  Acta  Eruditorum  1685  (394 — 398).^) 
Näherun gs weise  Kreisteilungen,  die  auch  hier  einschlägig  sind, 
wiirden  nach  Albrecht  Dürer  und  Clavius  schon  1628  von  An- 
toine  de  Ville  und  von  Abraham  Bosse  1665,  der  die  des  erstem 
verbesserte,  gegeben;  Carlo  Reualdini  (1615 — 1698)  gab  dieselbe 
Methode  in  seinem  1650  herausgegebenen  „Opus  mathematicum" 
wieder.^)  Eine  Rektifikation  der  Kreislinie  hat  auch  Bartholomäus 
Sourvey  (um  1577 — 1629),  ein  Schweizer,  versucht*),  indem  er  ähn- 
liche Kurven,  wie  die  Quadratrix  des  Dinostratus  anwandte;  viel 
scheint  aber  dabei  nicht  herausgekommen  zu  sein. 

Weit  wichtiger,  wenigstens  von  theoretischem  Standpunkte  aus, 
als  diese  Versuche  angenäherter  Konstruktionen  waren  die  Bestrebungen, 
die  Methoden  zur  Berechnung  von  n  zu  verbessern,  wie  sie  an  Snel- 
lius' Arbeiten  anknüpfend  von  Christian  Huygens  imd  James 
Gregory  ausgingen.  Huygens  (1629 — 1695)  schrieb  bereits  mit 
22  Jahren  „Theoremata  de  quadratura  hyperboles,  ellipsis  et  circuli, 
ex  dato  portionum  gi-avitatis  centro",  Lug.  Bat.  1651  in  4"^)  und  ver- 
öffentlichte 1654  ebenda  seine  berühmte  Arbeit  „De  circuli  magnitu- 
dine   inventa",   in  4".^)     In   der    ersten   dieser   Abhandlungen   fand   er 


1)  Deseartes,  Oeuvres,  Ed.  Cousin  t.  11.  —  2)  Cantor  teilt  dieselbe 
mit  lU,  2,  23.  —  3)  Vgl,  über  diese  Notizen  Cantor  in,  2,  23—24.  —  4)  Curvi  ac 
recti  proportio  a  Barth.  Sovero  Friburgensi.  Patavii  1630,  4".  Kästner,  Ge- 
schichte m,  62 — 66.  —  5j  Christiani  Hugenii  a  Zulichem  Opera  varia.  Lugd. 
Bat.  1724,  4",  I,  315  flF.  —  6)  Ebenda.  351  £F.     Deutsch  von  F.  Rudio  in  „Archi- 
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bereits  :uil'  eine  sehr  sinnreiche  Weise  aus  dem  Schwerpunkte  eines 
Kreisal)schnittos  nocli  iiäliere  Grenzen  für  den  Umfang  des  Kreises 
als  Sueilius.  In  der  zweiten  aber  bewies  er  die  von  Snellius  ge- 
gebenen Sätze  (I.  Tl.,  S.  24;} — 244)  und  verbesserte  dessen  Methode 
noch  wesentlich,  indem  er  durch  scharfsinnige  geometrische  Betrach- 
tungen folgende  zwei  Grenzen  für  den  Bogen  (jp  eines  Segmentes  be- 
stimmte: 

cp  >  crd  <3P  +  I  (crd  (p  —  sin  qp) 
und 

,       ,         ,4  crd  a  -\-  sin  cp       crd  cp  — ■  sin  (p    l\ 
^  ^2  crd  cp  -\-  $  am  cp  3 

Setzt  man  zur  Prüfung  dieser  Formeln  für  qp,  crd  q)  und  sin  cp  die 
Reihen  ein,  so  findet  man,  daß  die  zweite  Grenze  dem  Bogen  sehr 
nahe  kommt,  indem  sie  erst  im  vierten  Gliede  der  Reihe  für  (p  von 
denselben  um  3;,^^  crd'  (p  abweicht.^)  Übrigens  gibt  Huygens  im  XX. 
Satz  (p.  384)  statt  der  unteren  Grenze  noch  eine  nähere  an,  die  er 
aus  den  beiden  eben  angeführten  ableitet.^)  Sie  stimmt  mit  der  Reihe 
für  qp  in  den  drei  ersten  und  fast  noch  im  vierten  Gliede  überein. 
Außerdem  hat  Huygens  in  derselben  Schrift  auch  eine  Arcufica- 
tion    der    Geraden    vorgenommen,    wobei     er    auf    den    Ausdruck 

9p  =  i  (8  crd  —  —  crd  qpj  geführt  wurde.*)   Newton  wies  dann  später, 

nachdem  die  Reihen  erfunden  waren  nach,  daß  diese  Formel  eine 
Annäherung  }>is  auf  ö"'  Potenzen  (excl.)  der  Reihe  für  crd  tp  gibt.-'') 
Das    Verhältnis    des    Umfangs    zum    Durchmesser   hat    Huygens    aus 

diesen    Formeln    abgeleitet,     indem     er    <P  —  :^   setzte,    wodurch    er 


medes,  Huygens,  Lambert,  Legendre.  Vier  Abhandlungen  über  die  Kreismesaung." 
Leipzig  1892,  8". 

1)  Diese  Formeln  geben  den  Wortlaut  des  Theor.  XXI,  Prop.  XIX,  p.  382 
a.  a.  0.  genau  wieder.  Vgl.  auch  Probl.  IV,  p.  384.  —  2)  Klügel,  Mathe- 
matisches Wörterbuch,  Leipzig  1803.  I,  653 — 654;  wir  zitieren  künftig  nur  Klügel. 

„    _.      ,,         .,  ,        .^    ,n  crd-  <p  —  sin-  cp               „        «     (crd  qp  —  sin  qp)- 
—    3)  Dieselbe    gibt    ?>  >  i" ^"     v  _  s  _s T T^'^ 


3  X  '  9  2  crd  q)  +  3  sin  9 

+  2  crd  9  -f-  3  sin  cp  ist.  —  4)  A.  a.  0.  Prop.  XII.  Probl.  LH,  p.  370.  —  5)  Com- 
mercium epistolicum  Johannis  Collins  et  aliorum  de  Analysi  promota.  Edit. 
J.  B.  Biot  und  F.  Lefort,  Paris  1856,  Nr.  L.  110.  Opera  Newtoni.  Ed.  Hors- 
ley.  I,  323.     Brief  Newtons   an  Leibniz   vom    13.  Juni  1676.     Daselbst  teilte 

Newton  noch    die  Näherunesformel    qp  ^  sin  cp  — ,— —  mit,    von    welcher 

"  ^  ^  9  -f  6  cos  qj 

E.  Lampe  (Mathesis  2,  S.  VIT,  9 — 10,  1897)  nachwies,  daß  sie  cp  bis  zu  Winkeln 

von  45"  höchstens  mit  einem  Fehler  von  ld\"  gibt.    —    1824    hat   der  im  Text 

angeführten  Gleichung  von  Huygens  W.  Voll  (wie  es  scheint  ohne  Kenntnis 

von  Newtons  Arbeit)   noch   ein  Glied  beigefügt:    „Versuch,    die   Länge   eines 

Kreisbogens  ohne  Hilfe  einer  Sinus-  oder  Sehnentafel  zu  bestimmen",  Berlin  1824. 
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3,1415926558  >n>  3,1415926533  fand;  während  man  also')  bei  der 
Benützung  des  96 -Ecks  durch  die  Methode  des  Sn  eil  ins  nur  die 
6  ersten  Dezimalen  bekommt,  erhielt  Huygens  vom  6Ü-Eck  aus- 
gehend bereits  9  Dezimalen  richtig. 

Von  einer  andern  Seite  wandte  sich  James  Gregory  (1638 — 
1675),  dem  wir  noch  wiederholt  begegnen  werden,  dem  Problem  der 
Kreisquadratur  in  seiner  Abhandlung  „Vera  circuli  et  hyperbolae 
quadratura",  1667  zu.  Er  machte  nämlich  zum  erstenmal  den  Ver- 
such, die  Unmöglichkeit  der  Kreisquadratur  zu  beweisen.-) 
Daß  ihm  dies  mit  seinen  Mitteln  nicht  gelingen  konnte  ist  selbst- 
verständlich, aber  dennoch  finden  sich  in  dieser  Arbeit  so  überraschend 
neue  Gedanken  über  die  Transszeudeuz  eines  doppelten  konvergenten 
Prozesses,  den  er  zur  Darstellung  der  Kreisfläche  ersann,  daß  sie 
selbst  von  Huygens,  der  übrigens  eine  exakte  Quadratur  auch  nicht 
für  möglich  hielt,  nicht  verstanden  wurden;  dieser  veröffentlichte  daher 
eine  Gegenschrift,  worin  er  Gregorys  Verfahren  als  unrichtig  nach- 
zuweisen suchte,  worauf  eine  abermalige  Entgegnung  des  letzteren 
erfolgte.  Der  ganze  Streit,  welcher  zu  keiner  Einigung  führte,  ist  in 
Huygens  Varia  opera  H  abgedruckt. 

Aber  im  Gegensatze  hierzu  gab  es  in  jener  Zeit  immer  noch 
Gelehrte,  welche  eine  exakte  Lösung  des  Problemes  anstrebten.  Ab- 
gesehen von  den  Schriften  des  Belgiers  Jean  Storms  (Sturmius) 
(1559 — 1650)^),  des  Dänen  Lougomontanus*)  und  des  Engländers 
John  PelP),  der  letzteren  angi'ifi',  erschien  1647  das  voluminöse'') 
und  auch  in  anderer  Richtung  wirklich  bedeutende  Werk*)  des  Gre- 
gorius  von  Sauet  Vincent  (1584 — 1667\  eines  belgischen  Jesuiten 
und  Schülers  des  Clavius.  In  diesem  Werk  gab  er  vier  verschiedene 
Verfahrungsarten  an,  um  die  Quadratur  des  Kreises  nach  seiner  An- 
sicht exakt  zu  erhalten.  An  das  Erscheinen  dieses  Buches  knüpfte 
sich  ein  lebhafter  Streit,  in  den  die  bedeutendsten  Männer  jener  Zeit 
eingriffen,  während  sich  Gregorius  selbst  nie  an  ihm  beteiligte.  Wir 
gehen  auf  den  Kampf,  als  dem  Ziele  unserer  Schrift  zu  ferne  liegend, 
nicht  näher  ein  und  verweisen  zur  näheren  Orientierung  hierüber  auf 


1)  Siehe  I.  Tl.,  S.  244,  ~  2)  Vgl.  hierüber  die  Arbeit  Gregorys  selbst 
a.a.O.  p.  412  ff.,  sowie  die  Darstellung  der  Hauptgedanken  Gregorys  bei 
G.  Heinrich,  Bibliotheca  mathem.  ü,  1901,  77—85.  —  3)  De  aceurata  circuli 
dimensione  et  quadratura,  cum  sylvula  epigrammatum,  aenigmatum  etc.  Löwen 
1633,  In  4».  Vgl.  Quetelet,  Hist.  des  sc.  math.  chez  les  Beiges,  p.  139.  — 
4)  1638  und  1644.  Kästner,  Geschichte  HI,  58,  Cantor  IT,  2,  712.  —  5)  Con- 
troversy  with  Longomontanus  conceming  the  quadrature  of  the  circle,  1646  und 
lateinisch  1647.  —  6)  Opus  geometricum  quadraturae  circuli  et  sectionum  coni, 
1647,  2». 
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Cautors  Darstellung  II,  2,  713 — 716.  Desgleichen  können  wir  auch 
die  Diirstellungon  der  Zahl  7t,  wie  sie  von  Wallis')  und  Lord 
Brouncker  (lt52U — lü84)-)  gegeben  wurden,  nur  vorübergehend  er- 
wähnen. Der  erstere  fand  durch  ein  eigentümliches  Interpolations- 
verfahren (von   Wallis  rührt  auch    das  Wort  Interpolation   her)    für 

—  ,  wofür  er  D  schreibt,  die  bekannte  Formel:^) 

p._3-3-5-5-7-7-9-   9    Uli-- 
~  2  •  4  •  4  ■  6'    6  •  8  ■  8  •  10  ■  10  ■  12^  ■ ' 

Als  er  dann  die  Methode  dein  Lord  Brouncker  mitteilte,  brachte 
dieser  das  Produkt   auf  die  Form    des  Kettenbruches: 

2  +  25  

2~-f49 

"2+    .. 

Da  er  aber  keine  Ableitung  desselben  beifügte,  gab  Wallis  eine 
solche*),  die  jedoch  so  kompliziert  ist,  daß  sie  kaum  den  Überlegungen 
entsprechen  dürfte,  durch  die  Brouncker  auf  seine  Darstellung  ge- 
führt wurde. 

Wir  sind  durch  unsere  letzten  Betrachtungen  auf  Reihen  geführt 
worden,  und  in  der  Tat  stand  die  damalige  Zeit,  wenn  man  sich  so 
ausdrücken  darf,  im  Zeichen  der  unendlichen  Beihen.  Da  dieselben 
namentlich  auf  die  Entwickelung  der  Zyklometrie  einen  wesentlichen 
Einfluß  ausübten,  so  müssen  wir  auf  ihre  Erfindung,  soweit  es  sich 
um  trigonometrische  und  zyklometrische  Reihen  handelt,  in  einem 
eigenen  Paragraphen  näher  eingehen. 


§  3.  Erfindung  und  erste  Verwertung  der  trigonometrischen  Reihen. 

Wie  wir  schon  im  vorigen  Paragraphen  sahen,  hatte  sich  der 
englische  Gelehrte  James  Gregory*)  eines  konvergenten  unendlichen 
Prozesses  bedient,  um  die  Unmöglichkeit  der  Kreisquadratur  nachzu- 
weisen, imd  wie  schon  100  Jahre  früher  Vieta,  so  hatte  um  dieselbe 


1)  Arithmetica  infinitorum  1655.  Opera  J.  Wallis.  I,  467.  Prop.  CXCI 
und  wieder  II,  356.  —  2)  Mitgeteilt  von  Wallis,  ebenda.  Lord  Brouncker 
war  Kanzler  und  Großsiegelbewahrer  König  Karls  II.  und  der  erste  Präsident  der 
Eoyal  Society,  um  deren  Begründung  er  sich  sehr  verdient  machte.  —  3)  Eine 
sehr  übersichtliche  Darstellung  von  Wallis'  Methode  hat  Reiff  gegeben:  Ge- 
schichte der  unendlichen  Reihen,  Tübingen  1889,  8",  6—13.  —  4)  Wallis, 
Opera  I,  469  tF.  —  ö)  Gregory  ist  1638  zu  Aberdeen  geboren  und  starb  1675, 
nachdem  er  zuerst  zu  St.  Andrews,  dann  zu  Edinburg  Professor  der  Mathe- 
matik gewesen. 
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Zeit  auch  Wallis  eine  konvergente  Faktorenreihe  zur  Berechnung 
der  Zahl  n  angegeben.  Das  Problem  der  Kreisquadratur  gab  also 
den  ersten  Anstoß  zur  Bildung  solcher  unendlicher  Prozesse,  und  ähn- 
lich bot  auch  die  Quadratur  von  Flächenräumen,  welche  von  anderen 
krummlinigen  Kurven  begrenzt  werden,  die  Veranlassung  zur  ersten 
Erfindung  der  unendlichen  Potenzreiheu.  Nicolaus  Mercator'j 
(Kaufmann),  ein  Deutscher,  der  1620  in  Holstein  geboren  wurde, 
aber  den  größten  Teil  seiner  Lebenszeit  in  England  zubrachte,  wo  er 
1687  starb,  suchte,  nachdem  schon  Brouncker  die  gleichseitige 
Hyperbel  quadi-iert  hatte-),  in  seiner  „Logarithmotechnia"  1668*)  nach 

einem  Ausdruck  für  die  von  der  Hyperbel  y  =  -  . — ,  einer  Asymptote 
und  zwei  Ordinalen  eingeschlossene  Fläche  imd  gewann  denselben, 
indem  er  auf  den  Gedanken  kam,  den  Quotienten  — . —  durch  Divi- 
sion*) in  eine  Reihe  zu  entwickeln  und  das  Integral  der  einzelnen 
Glieder  derselben  nach  einer  der  damals  bereits  bekannten  Methoden 
auszuwerten.  Von  Gregorius  a  St.  Vincentio  und  anderen  war 
gezeigt  worden,  daß  die  Flächenräume  zwischen  der  Hyperbel  imd 
einer  ihrer  Asymptoten  diirch  Logarithmen  ausgedrückt  werden 
können,    so    daß    damit    immittelbar    die    Entwickehmg    log  (1  +  x) 

OC'         x^         x^ 

=  X ^  +  -;; T  -\-  ■  ■  ■  •  gewonnen  war. 

2  3  4  " 

Doch  wenn  auch  die  mathematische  Welt  durch  Mercators 
Publikation  mit  dem  enorm  wichtigen  Gedanken,  der  in  der  Bildung 
der  Potenzreihen  liegt,  tatsächlich  zuerst  bekannt  gemacht  wurde, 
weshalb  man  ihm  mit  Recht  die  Erfindung  der  Potenzreihen  zuschreibt, 
so  hatte  doch  Isaak  Newton  diesen  Gedanken  schon  mehrere  Jahre 
früher  gefaßt,  ja  sogar  wesentlich  weiter  gefördert.  Newton  ward  1643 
in  Woolsthorpe  in  England  geboren  als  ein  ebenso  schwächliches  Kind 
wie  der  große  Kepler,  erreichte  aber  dennoch  ein  Alter  von  mehr 
als  84  Jahren,  indem  er  1727  starb.  Von  1660  ab  studierte  er  in 
Cambridge,  woselbst  der  ims  schon  bekannte  Isaac  Barrow  (1630 — 
1677)  auf  seine  mathematische  Bildung  einen  großen  Einfluß  aus- 
übte. Ihm  folgte  er  16(59  im  Lehramte  zu  Cambridge  nach,  wurde 
aber  schon  1696  mit  der  Stellung  eines  Aufsehers  der  Münze  betraut, 
wodurch   seine   Tätigkeit    für    die    exakten   Wissenschaften   ein   Ende 


1)  Mercator  ist  auch  Verfasser  einer  Trigonometria  sphaericorum  loga- 
rithmica.  Dantisci  1651  in  8",  die  uns  aber  nicht  näher  bekannt  ist.  —  2)  The 
Squaring  of  the  Hyperbola  bey  an  infinite  series  of  rational  Numbers.  P.  T. 
13.  April  1662.  —  3)  Abgedruckt  bei  Maseres,  Scriptores  logarithmici.  I,  167  fF. 
—  4)  Solche  Divisionen  hatte  allerdings  Wallis  schon  früher  ausgeführt,  die 
Erfindung  lag  also  sozusagen  in  der  Luft. 


Die  Trigonometrie  bis  7,uin  Beginne  des  18.  Jahrhunderts.  fil 

fand.    Alle  seine  hervorragenden  Erfolge,  seine  unvi'igleichlichen  Eiit 
deckungen  fallpii  dalier  in  die  Zeit  von   KifiC)  liis   KütG. 

Aus  einem  Briefe  Newtons  an  Heinrich  Oldenburg  (um 
1615  — 1677),  der  damals  Seliretiir  der  Royal  Society  war,  vom 
24.  Oktober  1()7()')  wissen  wir  nur,  daß  er  sich  schon  vor  1666,  in 
welchem  Jahre  er  vor  der  Pest  fliehend  Cambridge  verließ,  mit  un- 
endlichen lleihen  l)eschül'tigte  und  damals  bereits  im  Besitze  der 
Binomialreihe  war.  Die  in  seinem  Charakter  begründete  Scheu,  seine 
Entdeckungen  kund  zu  geben,  scheint  ihn  jedoch  an  einer  Veröffent- 
lichung gehindert  zu  haben  und  erst  16t)!l  legte  er  die  später,  teil- 
weise 1704,  ganz  erst  1711  unter  dem  Titel  „De  analysi  per  aequa- 
tiones  numero  terminorum  infiuitas"  veröffentlichte  Abhandlung  Barrow 
vor,  der  sie  im  Juli  desselben  Jahres  an  John  Collins  (1625 — 1683) 
sandte,  damit  sie  dieser  dem  Prüsidenten  der  Royal  Society  Lord 
Brouncker  mitteilen  möge.-)  Merkwürdigerweise  hat  keiner  der 
beiden  einflußreichen  Männer  auch  nur  einen  Finger  gerührt,  die 
Epoche  machende  Arl)eit  den  P.  T.  einzuverleiben,  vielleicht  da  sie 
die  Tragweite  der  Schrift  unterschätzten, 

Diese  wichtige  Abhandlung'')  enthält  nun  die  erstmalige 
Entwickelung  der  trigonometrischen  und  zyklometrischen 
Reihen,  auf  die  Newton  durch  die  Behandlung  der  Probleme  der 
Quadratur  und  der  Rektifikation 
verschiedener  Kurven  geführt  ward. 
Seine  Methode  zur  Auffindung  der 
Quadraturen  besteht  einfach  darin? 
den  Ausdruck  für  die  Ordinate  y 
der  Kurve   in  Funktion   von  x   in      ^  A  K  B        C 

Fig.  10. 

eme  unendliche  Reihe  zu  entwickeln 

und    diese    dann    gliederweise    zu    integrieren.     So    erhält  er  für  die 

Kreisfläche*),   indem  er  y  =  j^«^  —  x"  schreibt   und  )/a^  —  a;-  =  «  — 

X~  X^  t**  5  T^ 

^ w—,  —  Tw~r  —  .,  1 ',   -    etc.    bildet,    dui-ch    Integration    die    Fläche 

2a        8a'        lüo-'        128a'  '  ° 

CBBL  (Fig.  10)  =  ax  -f-  .f-,  -  ^,  -  r^  etc.  Die  Rekti- 
^     "  6  a        40  a"        112  a-^        1152  a' 

fikation   des  Kreises*)   aber  wird   auf  folgende  Weise  vollzogen.     Sei 

AE  =  1,  AC  =  i,  HGBK  ein  unendlich  kleines  Rechteck    (^rectan- 


1)  Dieser  Brief,  der  zur  Mitteilung  an  Leibniz  bestimmt  war,  findet  sich 
an  mehreren  Stellen  abgednickt,  so  bei  Wallis,  Opera  III,  634  fF.  und  im 
Commercium  epistolicmn  J.  Collins  etc.  Londini  172-2,  Xo.  LV — LXV  und  Aus- 
gabe von  Biot  und  Lefort  1856,  125.  —  2)  Commercium  epist.  Ed.  Biot. 
53 — 54.  —  3)  Dieselbe  steht  in  Newtons  Werken,  Edit.  Horsley  I,  257  ff.  und 
in  der  von  Collins  gleich  nach  ihrer  Mitteilung  genommenen  Abschrift  im  Com- 
mercium No.  II — Xn.  —  4)  Commercium  N"o.  V.  —  5)  Ebenda  Xo.  X. 
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gulum  indefinite  parvuni),  dann  ist  BK  oder  GH  das  Moment  der 
Basis  AB  =  x  und  HD  das  Moment  des  Bogens  AD,  und  es  besteht 
die  Proportion  BK  (=  HG)  :  HD  =  BT  :  DT  =  BD  {=  Yx  -  x^) 
:  DC  {=  i)  =  1  :  — .  •     Also  ist  HD,   das  Moment  des  Bogens 

^    -^        2yx  —  x^ 

AD.=  —  =  t: i  (= -j^   in   unserer   Schreibweise,   wenn    ,? 

'        2}/x-  x'-        ^x-x-  ^      da- 

den   Bogen   AD  bezeichnet").      Hieraus   folgt   durch   Entwickelung    in 

eine  Reihe  und  Integration: 

^  =  arc.  AD  =  x-  +  ^  a"  +  j„  x-  +  —  x-+:^^x'+  ^g^,  .r-   etc. 

Setzen  wir,  wie  jetzt  gebräuchlich,  ^  =  q  ~  ^°^ -^ "=  sinvers  z  —  .-,, 
so  haben  wir  die  Reihe: 

I)  aresmvers  {x  +  ^)=x'  1 1  +  ^x  +  ^^,x'+  ^^a;^  ^^x*+  ^^le^  ' '  'J ' 

Indem  Newton  weiter  BC  =  x  und  den  Radius  CA=  1  setzt,  er- 
hält er  für  arc  LZ*  =  aresin  a;  die  Reihenentwickelung: 

n)     z  =  arcsmx  =  x  +  lx'>  +  ^^x^  +  ^^x''  +  ~x'  +  ^^x''  etc. 

Um  hieraus  die  Reihe  für  sin  x  zu  finden,  kehrt  er  die  obige 
Reihe  um,  indem  er,  wenn  z.  B.  2  bis  zur  9.  Potenz  gewünscht  wird, 
die  Glieder  vom  elften  Grade  an  vernachlässigt  und  dann  aus  der 
Gleichung 

wie  er  sich  ausdrückt,  die  Wurzel  zieht 'j.     So  erhält  er: 

ni)  a:  =  sin  ^  =  2  -  i  ^^  +  ^l^  ^'  "  i  ^'  +  ^  ^'  etc. 

Die  Cosinusreihe  gewinnt  er  hieraus,  indem  er 

IV)  }/l=^=cos.=  l-i.^  +  ^^-4.«  +  ^.«-^^.-etc. 

bildet.  Überdies  gibt  er  das  Gesetz  der  Koeffizienten  dieser  sämt- 
lichen Reihen,  welches  unschwer  zu  erkeiiuen  war,  im  S.  Kapitel 
eigens  an.  Newtons  Methode  ist  nach  zwei  Seiten  hin  von  Be- 
deutung:  einmal  erkennt  man,  daß  ihm  die  Reihenentwicklung  der 
Funktionen  nicht  Selbstzweck,  sondern  nur  ein  Mittel  war.  um  Inte- 
grationen ausführen  zu  können,  und  dann  tritt  hier  zum  erstenmal 
die  deutliche  Erkenntnis  des  Zusammenhanges  von  Diflerentialquotieut 


1)  Wie  dies  zu  geschehen  hat,  gibt  er  im  Vorhergehenden  an. 
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und  Integral   auf,    wenn  er  auch  die  später  von    ilim  eingeführte  Be- 
zeichniintf  I'Muxioii   um!  Flucute  noch  nicht  gel)raucht. 

CoUiiis,  statt  Newtons  l)ahnl)recheude  Abhandlung  zur  Ver- 
öffentlichung zu  bringen,  teilte  .lames  Gregory,  der  sich,  wie  wir 
wissen,  lebhaft  mit  der  Kreisquach-atur  beschäftigte,  zu  Beginn  des 
Jahres  1(370  jene  Reihe  mit,  die  Newton  für  das  Kreissegment  er- 
halten hatte  (S.  61).  Gregory  bemühte  sich  lange  vergeblich,  die- 
selbe abzuleiten,  und  als  ihm  dies  endlich  gelang,  fand  er  auch  die 
Reihe  für  arcsiu  .r,  die  er  Collins  in  einem  Briefe  vom  19.  Dezember 
desselben  Jahres  mitteilte')  und  in  einem  weiteren  Briefe  vom  24. 
desselben  Monates^)  die  Reihen  für  sin^  und  cos  e  beifügte.  Als  ilin 
hierauf  Collins  noch  mit  einigen  anderen  Reihen  aus  Newtons 
Abhandlung  bekannt  gemacht  hatte,  sandte  er  diesem  am  15.  Februar 
1671  wiederum  mehrere  Reihen^),  die  er  inzwischen  mit  seiner  Methode, 
welche  er  jedoch  nirgends  auseinandersetzte*),  erhalten  hatte.  Ist  *• 
der  Radius,  a  der  Bogen,  t  die  Tangente  und  s  die  Sekante  (also  Be- 
zeichnungen, wie  sie  ähnlich  schon  Wallis  und  andere  benützt  hatten), 
so  lauten  diese: 

V)  a=t-     g-,    +    ^,    +     ^--0    +     g— 8  , 

-yy.  *    _  I  *'         I         ^"'^      J_      ^''"'      _L        ^^*°       _L 

-irTT\  ,    "°     1      ^"'     ,      61"''     ,      277  0"     , 

VII)  s  =  r  +  -  +  ..-,  +  -^^  +  ^^^,,  +  .  .  . 

Damit  waren  also  die  Reihen  für  arctg,  tg  und  sec  gefimden: 
Indem  er  ferner  t  =  log  tg  x  (Tangens  arteticialis),  s  =  log  sec  x  setzte 
und  den  ganzen  Quadranten  mit  q  und  '2a  —  q  mit  e  bezeichnete,  er- 
gaben sich  ihm  noch  die  Reihen: 

vm)        s  =  -  -f  ^^,  +  7^0  + 


r     '     12r-'    '  .i6r^    '     2520)-'    '     28350r' 
6»^'    '     24 r'  ^  5040 r^    '    72576 r' 


1)  Commercium  epist.  No.  XVIII.  —  2)  Ebenda  No.  XIX.  -  3)  Ebenda 
No.  XX.  —  4)  Sein  Neffe  David  Gregory  (1661^)708)  gab  in  seiner  Exer- 
citatio  geometrica  de  dimensioiie  figuraruni,  Edinbourg  1684  in  4"  39 — 40  eine 
Ableitung  der  arctg-Reihe,  wie  sie  wabrscheiulieh  James  Gregory,  in  dessen 
Nachlasse  sich  nichts  darüber  vorfand,  vollzogen  habe.  Die  Methode  ist  aber 
im  Wesentlichen  dieselbe  wie  die  Newtons,  und  letzterer  sagt  auch  in  einem 
für  Leibniz  bestimmten  Briefe  vom  24.  Okt.  1676:  „Sub  eo  tempore  Jac.  Gre- 
gorius,  ex  unica  iiuadara  serie  e  meis,  quam  D.  CoUinius  ad  eum  transmiserat, 
post  multam  considerationem  (ut  ad  Collinium  rescripsit)  pervenit  ad  eandem 
Methodum..."  Commercium  epist. LYU.  Desgleichen  Collins  in  dem  Briefe  vom 
21.  Februar  1701  an  Bertet  in  Paris:  „D.  Jac.  Gregorius  apud  Scotos  nuperrime 
inciciit  in  eandem  Methodum."     Ebenda  XXII. 
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denen  er  außerdem  die  durch  Unikelir  aus  denselben  erlialteuen 
Keihen  für  den  Bogen  in  Funktion  von  log  see,  resp.  log  tg  beifügte. 

Nachdem  hiermit  die  wichtigsten  trigonometrischen  und  zyklo- 
metrischen  Reihen  gefunden  waren,  trat  ein  anderer  Kämpe  auf,  dessen 
Tätigkeit  allerdings  für  unsere  Wissenschaft  weniger  von  Bedeutung 
ist,  als  für  die  aus  derselben  Zeit  datierende  Erfindung  des  Differential- 
kalküls: wir  meinen  Gottfried  Wilhelm  Leibniz,  den  großen  Gegner 
Newtons.')  1646  geboren,  bezog  er  bereits  1661  die  Leipziger 
Universität,  1667  kam  er  in  Beziehung  zu  dem  ehemaligen  kur- 
mainzischen  Minister  Job.  Christ,  von  Boineburg,  durch  den  er 
mit  Oldenburg  bekannt  wurde,  welcher  1673  seine  Ernennung  zum 
Mitgüed  der  Royal  Society  vermittelte.  1672  und  73  war  er  zeit- 
weise in  Paris,  wo  er  den  Kreis  berühmter,  damals  dort  anwesender 
Gelehrter,  daiimter  auch  Huygens,  kennen  lernte  und  immer  tiefer 
in  mathematische  Spekulationen  eindrang.  Auch  in  London  und  in 
den  Niederlanden  hielt  er  sich  vorübergehend  auf  imd  ließ  sich  1670 
in  Hannover  nieder.     Daselbst  starb  er  am   14.  November  1716. 

Für  uns  sind  seine  Versuche,  deu  Kreisunifang  durch  eine  Reihe 
darzustellen  von  Interesse.  Anknüpfend  an  die  Kettenbnichentwicke- 
lung  Brounckers  und  die  Produktformel  von  Wallis  suchte  er 
nämlich  zunächst  nach  einer  ähnlichen  Darstellung  der  Kreisfläche, 
wie  sie  Mercator  für  die  Hyperbelfläche  erhalten  hatte,  und  fand 
hierbei  (jedenfalls  vor  Oktober  1674-))  die  nach  ihm  benannte  Reihe 

--  =  1—  —  -|-  —  —  —  +••  Er  hielt  dieselbe  für  neu,  da  ihm  Olden- 
burg erst  am  12.  April  1675  Gregorys  Arcustangensreihe  mitteilte, 
machte  aber  Oldenburg  erst  am  27.  August  1676  mit  ihr  bekannt^) 
und  übergab  sie  1682  in  den  Acta  Eruditorum  (p.  41flF.)  der  Öfl'ent- 
lichkeit,  ohne  jedoch  jemals  seine  Ableitung  anzugeben.  Dieselbe 
fand  sich  erst  in  seinem  Nachlasse  und  wurde  von  Gerhardt  publiziert*). 
Die  Reihen  für  Cosinus  und  Sinus,  deren  letztere  ihm  Olden- 
burg ebenfalls  in  dem  erwähnten  Briefe  vom  12.  AprU  1675  über- 
mittelt hatte,  leitete  Leibniz  in  einer  1693  in  deu  Acta  Erud.  ge- 
dinickten  Abhandlung  ab.*)     Die  hier  erwähnte  neue  Methode  ist  die 


1)  Das  Folgende  ist  Cantor  III,  2,  29 — 33  entnommen.  —  2i  In  einem  Briefe 
vom  26.  Okt.  1G74  an  Oldenburg  schrieb  er:  „  .  .  .  inveni  serieni  Nnmerorum 
valde  simplicem,  cujus  summa  exacte  aequatur  Circumferentiae  Circuli;  posito 
Diametrum  esse  unitatem."  Leibniz'  Schriften  v.  C.  J.  Gerhardt,  1.  Abtl.  B  1, 
1849,  8",  55.  Die  Abhandlung  über  seine  Reihe  hatte  er  auch  Huygens  zu- 
geschickt. Vgl.  ebenda  B  ü,  16.  —  3)  Ebenda  I,  117.  —  4)  A.  a.  0.  V,  106  ff. 
—  5)  Die  Sinus-  und  Cosinusreihe  hatte  er  Oldenburg  mit  kurzer  Skizzierung 
seiner  Methode  in  dem  erwähnten  Briefe  von  1676  bereits  übermittelt,  Ger- 
hardt I,  118. 
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der  unbestimmten  Koeffizienten,  welche  er,  wie  aus  der  eben  an- 
ifeführten  Handsclirit't  hervorzugehen  scheint,  schon  seit  1676  zum 
Zwecke  der  Keihenentwickehmg  verwendete. 

Übrigens  hatte  Leibniz  die  genannten  Reihen  schon  zwei  Jahre 
früher  in  der  unter  dem  Titel  „Quadratura  arithmetiea  communis 
Sectionum  Conicarum,  quae  ceutrum  habent  etc."  in  den  Acta  Erud. 
erschienenen  Abhandlung  ohne  Beweis  veröffentlicht  und  gab  in  der- 
selben außerdem  noch  Reihen  für  log  -. — ,  log  (1  +  cosa;),  log  (1  —  cosa:), 


log(l  —  cos^.r)  und  log]/l  —  cos^a;  =  log  sinx  in  Funktion  von  cosa; 
an,  die  nachmals  Jacob  Bernoulli  sämtlich  in  seinem  vierten  Auf- 
satze über  unendliche  Reihen  (1698,  Opera  J.  Benioullii  p.  853)  mittelst 
Differentialrechnung  bewies. 

Nachdem  Newton  von  der  Leibnizschen  Reihe  Kenntnis  er- 
halten hatte,  kam  er  in  jenem  schon  erwähnten  Briefe  vom  24.  Oktober 
1676  an  Oldenburg  auf  dieselbe  zu  sprechen  imd  bemerkte,  daß, 
wenn  man  mit  ihr  n  auf  20  Dezimalen  erhalten  wollte,  nicht  weniger 
als  ÖOOOOOOOUO  Glieder  zusammengerechnet  werden  müßten,  wozu 
etwa  lUOO  Jahre  nötig  wären,  während  l)ei  Anwendung  der  Ai'cussinus- 
Reihe  hierzu  55 — 60  Terme  ausreichten,  wenn  man  aresin  45"  nähme; 
noch  schneller  aber  komme  man  mit  aresin  30"  oder  arcsin  60"  zum 
Ziele.  Auf  diese  Weise  bestimmte  Newton  ;r  auf  14  Dezimalen 
richtig  (p.  137).  Außerdem  zeigte  er  in  demselben  Briefe'),  wie  man 
mit  Hilfe  seiner  Reihen  die  Herstellung  der  Sinustafeln  vereinfachen 
kann,  indem  er  zunächst  an  einer  Figur  nachwies,  wie  sich  die  Sinus 
und  Cosinus  vielfacher  Winkel  oder  der  Summen  a  -\-  ß,  «  +  2/ü  ... 
a  -\-  nß  successive  berechnen  lassen,  so  daß  aUes  von  der  Bestimmung 
der    Grundfunktionen    eines    einzigen    Winkels    abhängt.      Ist    dieser 

Winkel  x°  und  90" :  a;"  =  n,  (v)'=  2,4694  . . .,  so  setze  man  z  =  (ßA' 

2  4694 

=  — r^~>  dann  geben  drei  oder  vier  Glieder  der  Cosinus-Reihe  den 

cos  a;".  So,  sagt  er,  könne  man  zuerst  einen  Winkel  von  5"  annehmen 
und  dann  die  Tafel  von  fünf  zu  fünf  Grad  berechnen;  auf  dieselbe  Weise 
ließen  sich  hernach  die  Funktionswerte  der  einzelnen  oder  der  halben 
Grade  interpolieren  und  nach  Berechnung  von  zwei  Dritteln  der  Tafel 
erhalte  man  das  letzte  Drittel  durch  bloße  Additionen  und  Sub- 
trakionen.  Zur  Berechnung  der  Zehntel-  und  Hundertstel-Grade  aber 
müsse  man  sich  einer  anderen  Methode  bedienen.  Die  hier  angeführte 
stelle  ist  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  sie  die  erste  ist,  an  welcher 


1)  Briefwechsel    Ed.  Gerhardt    I,  1,  14u  — 141.     Commercium   LXII,   Ed. 
Biot-Lefort  139—140. 
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die  Herstellung  einer  trigonometrischen  Tafel  mit  Hilfe   der  Reihen 
gelehrt  wird.') 

Wir  erwähnten  oben,  daß  Jakob  Bernoulli  (1654  —  1705),  Pro- 
fessor in  Basel,  einige  von  Leibniz  zuerst  aufge.stellte  Reihen  ab- 
leitete, indem  er  sich  der  Differentialrechnung  bediente.  Es  war 
dies  der  ältere  der  beiden  Brüder,  die  sich  um  die  Ausbildung  der 
ueuerfundenen  Rechnungsart  so  hohe  Verdienste  erworben  haben, 
und  zugleich  der  älteste  jener  berühmten  Mathematikerfamilie,  deren 
Arbeiten  teils  den  Übergang  von  den  Entdeckungen  Leibniz'  und 
Newtons  zu  den  unsterblichen  Schöpfungen  Eulers  bildeten,  teils  die 
erstem     mit    Glück    fortsetzten.      Außer    Bernoullis    grundlegenden 

Arbeiten  in  der  Reihenlehre  ist 
für  uns  eine  Anwendung  des  In- 
finitesimalkalküls bemerkens- 
wert, durch  welche  er  den 
Inhalt  eines  sphärischen  Drei- 
ecks darzustellen  suchte.^)  Mit 
Erläuteiamg  derselben  wollen 
wir  dieses  Kapitel  schließen. 
Sei  ABC  ein  bei  C  recht- 
winkliges sphärisches  Dreieck 
(Fig.  11),  D  der  Pol  von 
ÄC,  I  der  Kugelmittelpunkt, 
lA,  IC  und  IF  Radien  =  r; 
ferner  seien  AF,  D  F,  DC, 
Z)0  Quackanten  größter  Kreise 
und  CH  und  OG  die  Sinus 
der  Bögen  AC  und  AO.  Ist  endlich  OC  ein  unendlich  kleiner 
Teil  des  Bogens  A C  und  tg  FF  =  tg-^  BAC  =  t,  IH  =  z,  GU^dz, 
so   ergeben   sich  folgende  Beziehungen:    HC  (=  yr^—  zy  :  IC  =  HG 

:  OC,  oder  0C  =  --^- ,  weiter  ist  IF  (=  sin  AF)  :  HC  (=  sin  A  C) 

yr-  —  z' 


1)  Es  wären  noch  verschiedene  Bemerkungen  Newtons,  die  sich  auf  tri- 
gonometrische Reihen  beziehen,  anzuführen.  Da  dies  jedoch  der  Platz  nicht 
erlaubt,  so  erwähnen  wir  nur  noch  seine  Lösung  der  Aufgabe  „die  Tangente 
zu  finden,  die  einem  Bogen  möglichst  nahe  kommt"  (Comm.  ep.  L.  Ed.  Biot- 
Lel'ort  110 — 111,  13.  Juni  1676),  die  eine  von  Huygens  in  seiner  Kreisquadratur 
gegebene  Lösung  an  Genauigkeit  übertriiFt.  Auch  möge  hier  erwähnt  werden, 
daß  Newton  sich  schon  in  den  Principien  (I,  Sectio  6,  Lemma  28)  mit  der 
Frage  nach  der  Möglichkeit  der  Kreisquadratur  beschäftigt  und  daselbst  einen 
ungenügenden,  später  von  D'Alembert  (Opuscula  IV,  66)  und  Ruffini  (siehe 
weiter  unten)  angegriö'eueu  Beweis  l'ür  die  Unmöglichkeit  der  Lösung  gibt.  — 
2)  Acta  Erud.   1691,  287—288. 
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=  tg  EF  :  tg  C'i)';   d.  h.  r  :  -j/r«  -  ^s  =  < :  t',  t'  =  '  ^'■' ~  '*^  =  tg  Bü, 

und    da    ferner    sec  HC  :  tg  56'  =  r  :  sin  BC,    so    liat   man    sin   BC 

rt  l/)"*  —  «* 
= ^  ,_zr^^:-;^,  und  das  Flächendifferential  ist  dann  OC  ■  sin  BC 

yt' {r'  -z^)  +  r*' 

rHdz 
~  wTrrsZTT^fx'Ti )  ))Cm"s  integrale  =  area  Trianguli  ABC".     Dieser 

Integralausdruck  wird  nun  durch  ein  ebenes  Flächenstück  dargestellt. 
Aus  I  wird  nämlich  mit  Radius  IM  ==  .--  ein  Halbkreis  be- 
schrieben und  die  Kurve  PQll  so  konstruiert,  daß  ihre  Ordinate  HQ 
die  dritte  Proportionale  zu  HN  und  dem  Radius  der  Kugel  ist,  dann 
stellt  AHQIi  die  Oberfläche  des  sphärischen  Dreiecks  dar. 

Wir  haben  die  Ableitung  Beruoullis  skizziert,  einmal  da  uns 
die  Art  uud  Weise,  wie  er  das  Integi'al  geometrisch  ausführt,  von 
historischem  Interesse  zu  sein  scheint,  und  dann  auch,  weil  hier 
zum  erstenmal  die  höhere  Rechnung  auf  ein  trigonometri- 
sches Problem  angewendet  wird. 

Außerdem  müssen  wir  aber  noch  hervorheben,  daß  sich  Ber- 
noulli  in  seinen  Formeln  der  Schreibweise  sin.,  tang.  und  sec.  durch- 
weg bedient  und  zwar  derart,  daß  er  das  Argument,  z.  B.  AC,  dem 
Zeichen  nachsetzt,  also  ungefähr  wie  wir,  sin  ■  A  C  schreibt;  während  also 
die  übrigen  Analysten,  wie  Wallis,  Gregory,  ja  selbst  Newton  uud 
Leibniz  nur  einzelne  Ruchstaben  als  abkürzende  Bezeichnungen 
trigonometrischer  Linien  gebrauchten,  wendet  Jakob  Bernoulli  die 
Silben  sin.,  tang.  und  sec.  bereits  als  Funktionszeichen  auf  ver- 
änderliche Bögen  (wie  AC)  an,  wenn  er  sich  auch  des  Wortes 
„Funktion"  hier  noch  nicht  bedient;  dasselbe  tritt  wohl  erst  ein 
Jahr  später  (1692)  auf^),  aber  auch  da  noch  nicht  für  die  trigono- 
metrischen Linien. 

Wenden  wir  bei  dem  Abschluß  dieses  Kapitels  den  Blick  noch 
einmal  auf  den  durchmessenen  Weg  zurück,  so  sehen  wir  zunächst, 
daß  in  der  zweiten  Hälfte  des  17.  Jahrhunderts  die  Logarithmen  fast 
ausschließlich  bei  trigonometrischen  Rechnungen  benutzt  wurden,  und 
daß  sich,  wenn  auch  nur  ganz  allmählich,  das  Bedürfnis,  die  lang- 
atmigen Regeln  durch  eine  Formelsprache  zu  ersetzen  oder  doch 
wenigstens  abkürzende  Bezeichnungen  für  die  trigonometrischen  Linien 
einzuführen,  geltend  machte.  Die  Einwirkung  der  Fermat-Descartes- 
sehen  Geometrie  zeigte  sich  in  der  Konstruktion  der  Sinus-,  Tangenten- 
und  Sekantenkurven,  und  der  Vorzug  analytischer  Umformungen  vor 
rein   geometrischen   Betrachtmigen    trat  namentlich    in   den   Beweisen 


1)  Vgl.   hierüljer   M.  Caiitor   III,  i,  21i>   uud    hierzu    Eueströni    in    Bibl. 
math.   laoi,  lOü. 
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der  Ne  per  sehen  Analogieen  zutage.  Wie  in  jener  Zeit  die  wesent- 
lichsten Fortschritte  in  der  reinen  Trigonometrie  von  den  Engländern 
gemacht  wurden,  so  kommt  auf  ihre  Rechnung  auch  die  erfolgreiche 
Weiterförderung  der  Kenntnisse  von  den  Winkelschnitteu  und  den 
Teilmigsgleichuugen,  während  die  Probleme  der  näherungs weisen 
Rektifikation  und  Quadratur  des  Kreises,  die  schon  ein  Jahrhundert 
früher  die  Niederländer  besonders  beschäftigt  hatten,  durch  Huygens 
ihre  größte  mit  den  alten  Mitteln  erreichbare  Vollendung  erhielten. 
Neue  Gesichtspunkte,  namentlich  für  die  Geometrie  eröffnete 
endlich  die  Erfindung  der  unendlichen  Reihen  und  die  gi'oßartige 
Schöpfung  des  Infinitesimalkalküls,  insofern  durch  ihn  die  Reihen- 
entwickelungen gefördert  wurden,  und  unzählige  neue  Probleme  in 
Angrifl:'  genommen  werden  konnten,  die  selbst  wieder  in  der  Folge 
zur  Bereicherung  der  Goniometrie  beitragen  sollten. 


3.  Kapitel. 

Die  Entwicklung  der  Trigonometrie  im  18.  Jahrhundert  his  zum 

Auftreten  L.  Eulers. 

§  1.    Die  ersten  allgemeinen  Formeln  zur  Bestimmung  der  trigono- 
metrischen Funktionen  vielfacher  Winkel. 

Wie  wir  wissen  hatten  sich  schon  Vieta,  Bürgi,  Oughtred 
und  Wallis  mit  der  Bildung  der  tiigonometrischen  Funktionen  viel- 
facher Winkel  aus  denen  des  einfachen  Winkels  mit  Glück  befaßt 
und  die  Bildungsgesetze  der  Zahlenkoeffizienten  mit  Hilfe  der  figu- 
rierten Zahlen  nachgewiesen,  aber  allgemeine  Formeln  für  sin  nx 
und  cos  nx  aufzustellen  lag  ihnen  noch  fem;  der  Gedanke  an  solche 
Darstelluuffen  trat  viebuehr  erst  auf,  als  die  unendlichen  Reihen  ent- 
standen.  Und  in  der  Tat  finden  wir  die  erste  Formel  dieser  Gattung 
in  jenem  ersten  Briefe  vom  13.  Juni  1676,  den  Newton  durch 
Oldenburg  auLeibniz  richtete.')  Darin  führt  er  als  Beispiel  seiner 
allgemeinen  Methode  der  Reihenumkehr  die  Aufgabe  an,  die  Sehne 
eines  BogenS  zu  bestimmen,  der  sich  zu  einem  Bogen,  dessen  Sehne 
bekannt  ist,  wie  n  :  1  verhält.  Ist  x  die  Sehne  des  gegebenen  Bogens 
vmd  d  der  Durchmesser,  so  lautet  die  Lösung  dieser  Aufgabe,  deren 
Ableitung  er  nicht  mitteilt:  die  Sehne  des  gesuchten  Bogens  = 
,    l  —  nn  ,    ,     9  —  «n         „  ,   25  — wn       ^   ,   49  —  nn        j. 


1)  Commercium  epistol.  Ed.  Biot  106. 
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wobei  nach  einer  damals  viel  ^gebrauchten  Schreibweise  die  großen 
Buchstaben  das  jedpsnial  vorlicrs^^hende  Glied  bedeuten.  Setzen  wir 
d  =  2,  X  =  sin  (f  und  führen  für  A,  1>  .  .  .  ihre  Bedeutungen  ein,  so 
erhalten  wir  die  uns  wohlbekannte  Reihe'): 

,    (1— m')w    .    ,        ,    (1  —  w») (9  —  n*)n    .    . 
sin  M  (p  =  n  um  (p  +    -  sin'  <p  +  ~ ■— —  snr  q>  +  ■  ■  ■ 

Die  fehlende  Ableitung  iiat  De  Moivre  in  einer  kleinen  Ab- 
handlung in  den  P.  T.  1(398,  No.  240,  190—193  nachgeliefert,  indem 
er  zunächst  allgemein  die  Aufgabe  löste,  aus  der  Gleichung:  az  -\-  hz^ 
+  cz'^  +  ■  •  ■  =  <l  y -\-  Inj'  -\-  i  i/  -\-  ■■■z  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke 
setzte  er  z  =  Ay  +  By^  -\-  Cy'^  +  •  •  •  und  bestimmte  durch  Einführung 
dieses  Wertes  in  die  obige  Gleichung  die  Koeffizienten  A,  B  etc., 
deren  rekurrentes  Bildungsgesetz  er  genau  angab.  Indem  er  dann  im 
speziellen  in  die  Gleichung  aresin  z  =  n  aresin  y  die  bekannte  Arcussinus- 
Reihe  einführte,  erhielt  er  Newtons  angeführte  Entwicklung.  So- 
wohl Newton  als  De  Moivre  fügten  dieser  Reihe  die  Bemerkung 
bei,  daß  sie  nur  für  ein  ungerades  ganzzahliges  n  eine  endliche 
Reihe  wird,  nahmen  also  offenbar  ihre  Gültigkeit  für  ein  beliebiges  n 
beweislos  an. 

Die  Reihe  Newtons,  sowie  Moivres  Beweis  scheinen  wenig 
beachtet  worden  zu  sein  (auch  die  Historiker  haben  sie  bisher  ganz 
übersehen),  denn  im  Jahre  1700  machte  Johann  Bernoulli  auf  die 
Notwendigkeit  ähnlicher  Entwicklungen  für  beliebiges  n  bei  der  Quadra- 
tur von  Segmenten  der  Zykloide  aufmerksam-)  und  kündigte  an,  daß 
er  eine  solche  Formel  gefunden  habe.  Nachdem  sich  dann  sein 
Bruder  Jakob  im  Dezember  desselben  Jahres  dahin  ausgesprochen 
hatte ^),  daß  die  Aufgabe  der  Winkolteilung  nur  dann  algebraisch  sei, 
wenn  sie  in  ganzzahligen  Verhältnissen  ausgeführt  werde,  dagegen 
transzendent,  wenn  man  eine  unbestimmte  Teilung  in  ganz  beliebigem 
Verhältnis  verlange,  veröffentlichte  Johann  im  Aprilheft  1701  der 
Acta  Erudit.  die   bereits  erwähnte  Reihe  in  folgender  Form.*)     Ist  a 


die  Sehne  eines  gegebeneu  Bogens,  der  Kreisradius  =  1  und  b  =  Yi  —  a- 
die  Supplementarsehne,  und  bedeuten  x  imd  //  die  entsprechenden 
Sehnen  des  w-fachen  Bogens,  so  ist: 

,„   ,      n— 2    ,„   o  ,  (n  — 3)(m  — 4)    ,^   r      («  — 4)(m  — 5)(w  — 6)    ,„   ,  , 
1  X  •  ö  1  ■  iJ  •  ö 

und   wenn  man  a   mit  x,  b  mit  y   und   umgekehrt  vertauscht,   so   er- 


1)  Für  spezielle  Werte  von  n  steht  sie  bei  Vieta  Opera  299.  —  2)  Acta 
Erud.,  Juni  1700,  268.  Opera  Joh.  Bernoullii  I,  331—332.  —  3)  Ebenda,  1700, 
551.  Opera  Jak.  Bernoullii  TI,  892.  —  i)  Acta  Erud.,  1701,  170  ff.  Opera 
386—392. 
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hält  man  die  Formel  für  die  «-Teilung.  Führt  mau  statt  der  Sehnen 
den  Sinus  ein,  so  lautet  die  Formel: 

sin  nx  =  sin  x 

■  J2»-»cos"-'x  -  "^  2"-^  cos"-3  .c  +  ('t-3)(w-4)g„_,^^^„_s^^ j 

Vergleichen  wir  dieselbe  mit  einer  von  Vieta  gegebenen  (Opera 
Edit.  Schooten,  297),  so  erkennen  wir,  daß  sie  keineswegs  neu  war, 
wie  Bernoulli  behauptete,  sondern  der  Fortsehritt  nur  in  der  all- 
gemeinen Aufstellung  derselben  lag.')  Dasselbe  gilt  auch  von  den 
beiden  Reihen: 

sin  »X  =  n  sin  x  cos""'a;  —  ( „ )  sin^a;  cos"~^  x  -{-  l    \ 
cos  nx  =  cos"a;  —  ( .,)  sin'a;  cos"~-a-  +  (1 ) 

welche  er  noch  anführt,  und  die  wir  für  ein  ganzzahliges  n,  wenn 
auch  nicht  in  allgemeiner  Form,  ebenfalls  bereits  bei  Vieta  fanden 
(Tl.  I,  S.  165).  Einen  Beweis  für  diese  Formel  hat  Johann  Ber- 
noulli nicht  mitgeteilt^),  ein  solcher  wurde  von  Jakob  Hermann 
in  den  Acta  Erud.  von  1703  gegeben  und  zwar,  indem  Hermann 
genau  wie  Vieta  verfahrend  die  Formeln  bis  «.  =  9  an  der  Figur 
entwickelte  und  dann  auf  ein  beliebiges  ii  schloß. 

Hermann  war  ein  Schüler  Jakob  Bernoullis,  der  daher  den 
Inhalt  seiner  Ai'beiten  über  diesen  Gegenstand  schon  vor  der  Ver- 
öffentlichung  kannte.  Da  er  aber  bei  seinen  eigenen  Untersuchungen 
einen  ganz  anderen  Weg  als  Hermann  beschritten  hatte,  so  ver- 
öffentlichte er  dieselben  im  Jalu-e  1702  in  den  Memoires  der  Pariser 
Akademie.^)     Die  daselbst  mitgeteilten  allgemeinen  Formeln  lauten: 

a-nx  ^    g      X  -t       4.6.8.10      ^  4-6.810.12U        ^"l"-' 

,         „        w«     „    ,    H«  {n-  —  4)     ,        n-  (n-  —  4)  (w»  —  16)     g    ,  , , 

wobei  X  die  Sehne  des  einfachen  Bogens,  a  die  des  «-fachen  und  b 
die  Supplementarseline  bedeuten.  In  der  ersten  Formel  erkennen 
wir  die  bereits  von  Newton  gegebene.  Auch  sie  wurden  geometrisch 
abgeleitet,  indem   man  zunächst   durch  fortgesetzte  Verdoppelung   die 


1)  Bernoulli  glaubte  übrigens  diese  Fonneln  für  ein  beliebiges  ganz- 
zahliges, gebrochenes  und  irrationales  n  gebrauchen  zu  dürfen:  um  die  Kon- 
vergenz der  entstehenden  Reihen  kümmerte  er  sich  nicht.  —  2)  Er  bemerkt 
allerdings,  daß  er  einen  solchen  für  die  erste  Formel  dem  Marquis  de  l'Hosiiital 
brieflich  mitgeteilt  habe.  —  3)  Brief  vom  13.  Juli  1702  a.  a.  0.  281—288.  — 
4)  Für  spezielle  Werte  von  n  steht  diese  Formel  wie  die  vorhergehenden  bei 
Vieta,  Opera  299. 
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Quadrate  der  Sehne  («-)  und  der  Sui)i)lementarsehne  (/r)  eines  geraden 
Vielfachen  des  Bof^ens  herstellte,  und  dann  wurde  mittelst  der  Methode 
der  unliestiinniten  Koefhzienten  die  Wurzel  gezogen.  Das  Bilduiigs- 
gesetz  der  Koeffizienten,  welche  in  «"  und  b^  auftraten,  wurde  wie 
früher  aus  der  Betrachtung  der  figurierten  Zahlen  geschlossen,  wobei 
sich  diese  Formeln  zugleich  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  n  verall- 
gemeinem ließen.  Aus  seinen  allgemeinen  Formeln  ergaben  sich  dann 
leicht  die  Cosinusreihe  und  die  Reihe  für  den  Sinusversus,  bezüglich 
deren  er  auf  Leibniz  verweist,  dessen  einschlägige  Abhandlung  wir 
S.  65  anführten. 

Durch  die  Arbeiten  der  beiden  Bernonlli  neu  angeregt  kam 
die  Frage  nach  der  Multiplikation  und  der  Teilung  der  trigono- 
metrischen Funktionen  nicht  sofort  wieder  zur  Ruhe.  Zunächst  unter- 
suchte Thomas  Fantet  de  Lagny  (1G60 — 1734)*)  dieselbe  Frage 
für  die  Tangenten  und  Sekanten  und  zwar  überhaupt  zum  ersten- 
mal, wobei  er  behauptete^),  daß  die  Eigenschaften  dieser  Linien 
wesentlich  einfacher  seien,  als  die  des  Sinus  und  Cosinus  und  sich 
unmittelbar  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ergeben,  ohne  daß  man 
sie  wie  jene,  mit  dem  Kreis  in  Beziehung  zu  setzen  brauche.  Um 
aus  b  =  tg  X  imd  dem  Radius  a  die  Tangeute  des  Winkels  w.r  zu 
bilden,    gibt    er    nun   folgende   Regel:    1)    Entwickle   («  +  b)"  =  a"  + 

(    )  rt"~*  &  -f  •  ■  •,  2)  Nimm  als  Nenner  eines  Bruches  das  erste,  dritte, 

fünfte  Glied  etc.  und  als  Zähler  das  zweite,  vierte,  sechste  etc.  dieser 
Entwicklung  midtipliziert  mit  er,  imd  gib  3)  den  Gliedern  im  Zähler 
und  Nenner  abwechselnd  die  Zeichen  -f  und  — ,  dann  stellt  dieser 
Bruch  die  Tangente  von  nx  dar. 

Um  femer  sec  nx  aus  sec  a"  =  c  zu  bilden,  bediene  dich  desselben 
Nemiers  wie  bei  tg  nx  und  als  Zähler  nimm  c",  wenn  n  ungerade 
ist,  und  ac",  wenn  n  gerade  ist.  Nach 
dieser    Regel    wird    also    z.  B.    tg  5  a;  = 

— s T^r-m — : — l — n-       und        sec  o  X    = 

Die   Ableitung   wird 


durch  Induktion  gemacht,   indem  zunächst 

■^  ABC  =  X  (in  Fig.  12)  verdoppelt,  daim 

verdreifacht  etc.   wird,   ist   dann   i?^.' =  «  =  Radius,    AC=b,    so    ist 

6  =  tg  .r,  2)C=tg2a:,  EC  =  ig'ix  etc.,  und  diese  lassen  sich  leicht 


1)  Lagny  war  zu  Lyon  geboren,  wurde  169.'j  Mitglied  der  Pariser  Aka- 
demie, 1697  Professor  der  Hydrographie  zu  Roebefort,  dann  Direktor  der  Bank 
in  Paris  und  zuletzt  Konservator  der  k.  Bibliothek.  —  2)  Histoire  et  Memoires 
de  Paris  1705,  26.  August,  p.  256. 
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successive  aus  a  und  h  ausdrücken.    Ebenso  findet  Lagny  die  Regel 
für  die  Sekanten  AB  =  c  =  sec  x,  BD  =  sec  2x,  BE  =  sec  ix  etc. 

Eine  wichtige  Folgerung,  die  wir  nicht  übergehen  dürfen,  zieht 
Lagny  aus  seinen  Formeln.  Zunächst  gibt  er  an,  daß  für  nx  =  90" 
tg  nx  =  r\3  ist,  also  der  Nenner  in  den  Ausdrücken  verschwindet, 
wodurch  man  die  Teilungsgleichungeu  für  die  Tangente  erhält,  z.  B. 
für  bx  =  90»,  a^  -  lOa^'lß  +  5a?**  =  0,  fc  =  tg  ^  =  tg  18».  Wird 
aber  nx  >  90»,  und  liegt  dieser  Bogen  im  2.  Quadranten,  so  ist  der 
Zähler  +,  der  Neimer  — ,  also  die  Tangente  negativ,  liegt  er  im 
3.  Quadranten,  so  sind  Zähler  und  Nenner  — ,  also  die  Tangente  positiv 
und  für  den  4.  Quadranten  ist  der  Zähler  — ,  der  Nenner  +,  also 
die  Tangente  wieder  negativ,  „et  au  dessus  de  quatre  droits  cela  re- 
commence  dans  le  meme  ordre  ä  rinfini".  Er  hat  hier  (a.  a.  0.  p.  263) 
zum  erstenmal  die  Zeichen  der  Tangente  für  Winkel  ver- 
schiedener Quadranten  richtig  bestimmt  und  auch  die  Perio- 
dizität der  Funktion  erkannt. 

Während  Lagny  das  allgemeine  Gesetz  zur  Bildung  von  ignx 
und  sec  »a;  nur  in  Worten  darstellte,  gab  ein  Jahr  später  Jakob 
Hermann^)  die  allgemeinen  Formeln  für  ein  beliebiges  ganzes  oder 
gebrochenes  n  an,  indem  er  sich  zunächst  die  Additionstheoreme 
in  der  Form :  tg (k  -\-  ß)  :  iga  -\-  igß  =  r' :  )"  —  tg «  tg /3  und  sec («  +  ß) 
:  r  =  sec  k  sec/3  :  r^  —  tg«  tg/3  geometrisch  verschaffte,  eine  Form,  die 
wir  an  keiner  früheren  Stelle  finden  konnten-),  und  diese  dann  wieder- 
holt anwendend  auf  die  allgemeine  Formel  schloß.  Weiter  ging 
Johann  BernouUi,  indem  er  1712^)  statt  der  bloß  induktiven  Ab- 
leitimg eine  rechnerische  für  jene  Formeln  gab.  Schon  1702*)  hatte 
er  nämlich  den  Zusammenhang  zwischen  den  Arcusfunktionen 
und  dem  Logarithmus  einer  imaginären  Zahl  entdeckt,  indem 
er   das  Differential  t^— j — z  dz   durch   die  Substitution  z  =        .        i  in 

1)  Acta  Erud.  1706,  256—263.  Er  sagt  hier,  in  der  Hist.  de  l'Acad.  von 
1703  sei  p.  64  bemerkt,  Lagny  habe  die  allgemeinsten  Formeln  für  Tangente 
und  Sekante  gefunden,  da  sie  jedoch  weder  dort  noch  in  den  Memoires  des- 
selben Jahres  angeführt  seien,  so  teile  er  die  seinigen  mit.  Die  Arbeit  Lagnys 
von  1705  scheint  ihm  also  nicht  bekannt  gewesen  zu  sein.  —  2)  Montucla, 
Histoire  des  mathem.,  Paris  an  X,  III,  277  bemerkt  unrichtigerweise.  Fr.  Christian 
Maier  sei  der  erste  gewesen,  der  (1727)  die  Additionstheoreme  der  trigono- 
metrischen Funktionen  aufstellt,  und  an  ihn  schließt  sich  H.  Bosmans  in 
Anm.  10  zu  seinem  „Le  Traitö  des  Sinus  de  Michiel  Coignet",  (Braxelles  1731) 
im  allgemeinen  an.  —  3)  Acta  Erud.,  Juni  1712,  274—277,  Opera  I,  511 — 514. 
Er  führt  hier  Lagnya  Regel  zuerst  in  Worten  an,  ohne  jedoch  ihn  nach  Her- 
mann zu  nennen  und  teilt  dann  die  Formel  mit.  —  4)  Memoires  de  TAcademie 
de  Paris  1702,  veröffentlicht  1704,  289—297,  Opera  I,  393—400.  Vgl.  auch 
P.  Stäckel,  Bibl.  math.  1900,  110—111. 
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die  Form  — -q-p  (U  («'  =  Y—  1)  überzuführen  lelirte,  und  nun  ver- 
wendete er  diesen  „logarithme  imaginaire"  zur  Aufstellung  der  Formel 
für  igrix.     Ist  niimlifh  iax  =  z,  tgnx  =  y,  so  besteht  die  Ditferen- 

,.,,.,            c>  ■        <i^           c  ■     dii        ,       ndz         ndz            du           dii 
tialgieichung  2tn -,-  ,    ,  =  2i  -.— ,    ,  oder ; ■. — :  =  — --. -f  ., 

und  durch  Integration  ergibt  sicli  (z  —  /)"  (?/  +  i)  =  (z  -\-  i)"  (y  —  /). 
Führt  man  die  I'otenzeu  und  l'rocUikte  auf  beiden  Seiten  aus,  so  hebt 
sich  das  Imaginäre  weg  und  man  erhält  durch  Auflösung  nach  y  die 
gesuchte  Formel  für  ;/  =  tg  nx. 

Merkwürdig  ist  übrigens,  daß  weder  Lagny,  noch  Hermann, 
noch  auch  Bernoulli  bemerkten,  daß  sich  ihre  mühsam  gesuchten 
Formeln  direkt  hätten  hinschreiben  lassen,  wenn  sie  die  ihnen  ge- 
läufigen Entwicklungen  für  sin  nx  und  cos  nx  in  Fimktion  von  sin  x 
nnd  cos  a:  (siehe  S.  69)  znm  Quotienten  formiert  und  dann  Zähler 
und  Nenner  mit  cos''a;  dividiert  hätten.  Erwähnen  wir  noch,  daß 
sowohl  Hermann  als  auch  Bernoulli  die  Gültigkeit  der  Formeln 
für  beliebiges  ii  hervorheben,  allerdings  ohne  diese  Behauptung  irgend- 
wie zu  begründen! 

Übrigens  kam  Bernoulli  später')  noch  einmal  auf  die  Ent- 
wicklung von  tg  nx  zurück,  indem  er  einen  allgemeinen  Beweis  mit 
Vermeidung  des  Imaginären  anstrebte,  dabei  aber  genau  Hermanns 
Gedankengang  einschlug,  den  er  nur  näher  ausführte.  Er  entwickelte 
nämlich  zunächst   geometrisch   tg  («  +  j3  +  J'  +  ■  ■  •)    in    der  Form: 

(Ä-C  +  E-G  +  J ):{1-B+D-F  +  H ),    wobei 

A  die  Summe  der  Kombinationen  zur  ersten  Klasse  aller  Tan- 
genten (tg «,  tg  ^,  tg  y  ■  ■  •),  B  die  zur  2.  Klasse,  C  die  zur 
3.  Klasse  u.  s.  w.  bedeuten,  ohne  jedoch  den  Induktionsschluß  zu  be- 
gründen (also  das  Additionstheorem  in  der  allgemeinsten  Gestalt),  und 
setzte  dann  a  =  ß  ^=  y  ■  ■  ■,  n  au  der  Zahl,  woraus  jene  Formel  un- 
mittelbar folgte.  Noch  weniger  begiiindet  aber  wurde  der  Übergang 
von  einem  ganzzahligen  zu  einem  beliebigen  w.  ^) 

Durch  die  Arbeit  Lagnys,  welcher  seine  Regel  für  tg  ».r  direkt 
aus   dem    rechtwinkligen  Dreieck    gesehöjrft   hatte,    wurde  Christian 


1)  Acta  Erud.  1722,  361,  Opera  II,  526.  —  2)  Am  Schlüsse  dieser  Ab- 
handlung gibt  er  an,  daß  er  erst  nach  Abfassung  derselben  entdeckt  habe,  daß 
das  Problem  schon  1706  in  den  Acta  Erud.  gelöst  worden  sei.  hebt  aber 
gleichzeitig  die  Bedeutung  seines  allgemeinen  Additionstheorems 
für  die  Tangente,  als  dort  noch  nicht  gegeben,  ganz  gebühi-end  hervor. 
Recht  glaubwürdig  klingt  die  Behauptung  gerade  nicht,  wenn  man  bedenkt, 
daß  Joh.  Bernoulli  jeden  Jahrgang  der  Acta  Erud.  sicher  kannte,  da  diese 
damals    das  Hauptorgan  in  Deutschland  waren. 
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Wolf  angeregt,  die  entsprechende  Formel  für  sin  wx  auf  demselben 
Wege,  also  ohne  den  Ptolemäischeu  Satz  vom  Sehnenviereck  aufzu- 
stellen, was  ihm  auch  ohne  besondere  Schwierigkeit  in  einer  kleinen 
Abhandlung  in  den  Acta  Erud.  1707  (p.  313  £P.)  gelang.  Eine  ähn- 
liche Ableitung  gab  dann  1709  auch  der  Graf  F.  E.  Herberstein^), 
sowohl  für  sin  nx  als  für  tg  nx,  ohne  daß  dadurch  etwas  besonders 
Neues  geleistet  worden  wäre.  Endlich  gab  De  la  Hire  in  den  Pa- 
riser Memoiren  1710  eine  neue  geometrische  Ableitung  des  Additions- 
theorems für  die  Sehnen  zweier  Winkel  und  zeigte,  „wie  man  analytisch 
durch  fortgesetzte  Anwendung  desselben  die  Dreiteilung,  Fünfteilung 
u.  s.  w.  erhalten  könne."  Dabei  gab  er  die  geometrische  Lösung  der 
Dreiteilung  mittelst  der  gleichseitigen  Hyperbel  und  der  Fünfteilung 
mittelst  einer  Kurve  dritter  Ordnung. 

Auf  Johann  BernouUis  Methode,  mit  dem  imaginären  Loga- 
rithmus tg  nx  zu  bestimmen,  kam  sehr  viel  später,  nämlich  1738,  der 
Engländer  John  Machin  (f  1751),  Professor  der  Astronomie  am 
Gresham  Colledge  und  Sekretär  der  Royal  Society,  wieder  zurück^), 
indem  er  die  Entwicklung,  die   er  vor  vielen  Jahren  gefunden  haben 

f^ZT^h  —  r  —  ri" 
will,     in    der    Formel     angab:    T—  L — \-  ■  p,     dabei     war 

r  -\-  t\    -\- r  —  t\ 

p2  =  —  r^,  T^  =  —  p  gesetzt,  t  =  igx  und  T=tgnx  und  r  bedeutete 
den  Radius.     In  unserer  Schreibweise  lautet  die  Formel  für  r  =  1 

(1  +  i  tg  x)"  —  (1  —  i  tg  X)"       .  3s 

^  {1  +  i  tg  X)"  +  {l-i  tg  xf 

Man  erkennt,  daß  kein  Unterschied  mit  BernouUis  Formel  besteht, 
die  der  Verfasser  jedoch  ignoriert;  er  bemerkt  nur,  die  Entwicklung 
sei  schon  bekannt.  Ähnlich  stellt  er  dann  auch  die  Reihen  für 
sin  nx  und  cos  nx  dar,  wodurch  er  auf  die  von  Jakob  Bernoulli 
gegebenen  Formeln  kommt,  die  übrigens  in  der  Zwischenzeit  (1726) 
noch  einmal  von  F.  C.  Maier*),  dem  wir  noch  öfter  begegnen  wer- 
den, aus  dem  Additionstheorem  für  sin  a;  und  cos  a;  rechnerisch 
entwickelt  worden  waren. 


1)  Acta  Erutl.  1709.  ~  2)  P.  T.  1738  Nr.  447,  p.  207  ff.  —  3)  Im  Zähler 
sollten  hier  Minuend  und  Subtrahend  vertauscht  sein,  damit  tg  nx  positiv  wird. 
In  gewissem  Sinne  steht  diese  Gleichung  mit  dem  Satze  von  Mo i vre  im  Zu- 
sammenhang, auf  den  wir  im  nächsten  Paragraphen  zu  sprechen  kommen.  — 
4)  Commentarii  Academ.  Petropolitanae  p.  53  ff. 
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i;  2.     Die    Sätze    von    De    Moivre    und    Cotes.     Dififerentialtrigono- 
metrie  des  letzteren. 

Abraham  De  Moivre  (1667 — 1754)  war  in  Vitry  in  der  Cham- 
pagne geboren,  kam  in  jungen  Jahren  nach  England,  lebte  daselbst 
später  in  London,  wo  er  sich  hauptsächlich  durch  Stundengeben  er- 
nährte, und  wurde  1697  Mitglied  der  lloyal  Society.  Seine  Arbeiten 
schlössen  sich  so  enge  an  Newton  an,  daß  man  ihn  wohl  einen 
Schüler  desselben  nennen  kann. 

Wir  sahen  schon,  daß  er  sich  1698  mit  dem  Multiplikations- 
und Teilungsproblem  beschäftigte,  und  dieser  Richtung  gehören 
noch  mehrere  Arbeiten  an,  in  welchen  er  jenen  Satz  niederlegte,  der 
später  seinen  Namen  erhielt.')  Zunächst  veröffentlichte  er  17(17  in 
den  P.  T.")  eine  kurze  Notiz,  in  der  er  „eine  gemischte  Gattung  von 
Gleichungen"  löste,  „deren  Wurzeln  sich  nach  Art  der  Cardanschen 
Formel  darstellen  lassen".  Die  beiden  Gleichungen  waren  in  folgen- 
der  Form  enthalten,  je  nachdem  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 

nahm : 

,    (m*  —  1)  n    ,    ,    (n-  —  1)  (n*  —  9)  w    ^ 

wy  ±  — 3!"^  y'  + -j-, y^ 

(n-  —  1)  (m*  —  9)  (m*  —  25)  w     ,    , 
±   ^ TT^ ■ —  tf  +  ■■  ■  =  a 

+ 
n  ist  hierbei  eine  ganze  ungerade  Zahl.    In  der  zweiten  Gleichung 
erkennen    wir    sofort   die  von  ihm  1698  behandelte  Newtousche  Ent- 
wicklung   für    a  =  sin  ncp,    y  =  sin  cp.     Die    Wurzeln    dieser    beiden 
Gleichimgen  gab  er  ohne  Ableitung  in  der  Form  an: 


y  =  1  yyi  +  a^+  a  -  il/yTT^ 

imd 


y 


i  Ka  +  |/^2-zn:  +  i  y  a  - -j/^^^ri . 


Seine  späteren  Arbeiten  zeigen,  daß  er  aus  der  angenommenen  Form 
der  Wurzeln  durch  Wegschaffen  der  Irrationalitäten  die  Gleichungen 
gewonnen  hatte. 

Als  spezielles  Beispiel  für  die  zweite  Gleichung,  die  also  für 
«<1  die  M-Teilungsgleichimg  der  Fimktion  Sinus  ist,  nahm  er 
a  =  gj  und  n  =  5  an,  wodurch  die  Gleichung  in  by  —  20y-'  +  16(/-^  =  *^ 
übergeht,  die  die  Wurzel 


1)  Eine  nähere  Ausführung  über  die  Entdeckungsgeschichte  des  Moivresehen 
Theorems  habe  ich  in  der  Bibliotheca  math.  U,  1901,  p.  97—102  -oröfFentlicbt. 
—  2)  Nr.  309,  p.  2368—2371. 
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M  =  1  "1/61    I    -i/_  175,     ,      1  l/ei  _  •!/_    WL 
i»  2    '    61     1^    r  4096    T^     2    '   64  r  4096 

hat.     Diese    gibt,    „da    man    die    fünften    Wurzeln    ausziehen    kann", 

2/  =  i  (i  +  T  l^-^5)  +  Ht  -  T  y-'l5)  =  T-  ..Wenn  man  aber",  so 
fährt  Mo i vre  fort,  „die  Wurzel  nicht  direkt  ziehen  kann,  oder  dies 
doch  schwieriger  scheint,  so  kann  man  es  durch  die  gewöhnlichen 
Sinustafeln  folgendermaßen  bewerkstelligen:  Es  ist  a  =  l\  =  0,95312 
=  sin  72"  23'  imd  der  5'»  Teil  dieses  Winkels  ist  14"  28',  dessen 
Sinus  0,24981  oder  näherungsweise  =  j  ist.  Gerade  so  verfährt  man 
bei  Gleichungen  höheren  Grades."  Durch  dieses  Beispiel  gibt  Mo i vre 
doch  wohl  zu  erkennen,  daß  er  damals  schon  im  Besitze  seines  Satzes 
war,  indem  die  obige  Gleichung  für  a  =  sin  wqp,  »/  =  sin  qp  in  die 
Gestalt: 

(/  =  -i  y  sm  wqp  +  ^  cos  ntp  +  \  y  sm.  ntp  —  i  cos  n^)  =  sm  (p 

übergeht.  Diese  Schreibweise  findet  sich  allerdings  bei  ihm  nicht, 
aber  auch  in  den  „MisceUanea  analytica"  von  1730,  die  man  bisher 
immer  als  die  Quelle  des  Moivreschen  Satzes  angeführt  hat,  ist 
dies  nicht  der  Fall,  sondern  es  heißt  daselbst')  fast  genau  so  wie  in 
dem  ersten  Aufsatze:  wenn  l  und  x  die  Cosinus  zweier  mit  dem  Halb- 
messer 1  beschriebener  Bögen  A  und  B  sind  und  A  =  nB  ist,  so  ist 


X  =  I  n  +  yp  — 1  -\-  ^Vl  —  YP  —  l,  oder  in  unserer  Schreibweise: 

1  i_ 

cos  -B  =  I  (cos  nB  +  i  sin  nB)"  +  |  (cos  nB  —  i  sin  nB)".  Der  Unter- 
schied besteht  nur  darin,  daß  hier  der  Zusammenhang  mit  der 
Winkelteilung  direkt  ausgesprochen  wird,  während  er  im  ersten 
Aufsatze  absichtlich  verschleiert  und  nur  durch  das  Beispiel  verraten 
ist.-)  Übrigens  hat  De  Moivre  vor  den  MisceUanea  analytica  noch 
eine  zweite  Notiz  1722  veröffentlicht ^j,  in  der  er  auf  einem  etwas 
anderen  Wege  dasselbe  Theorem  entwickelte. 

Acht  Jahre  nach  der  Veröffentlichung  der  MisceUanea  kam  er 
dann  noch  einmal  auf  sein  Theorem  zu  sprechen*),  indem  es  ihm  in- 
zwischen gehmgen  war,  nicht  nur  wie  früher  die  Summe  zweier  «""■ 
Wurzeln  aus  gewissen  komplexen  Zahlen  in  reeUe  Form  zu  bringen, 

"/ 

sondern  Va  +  iYb    direkt   auszuziehen.     Indem   er  die  Rechnung 

1)  Vgl.  Cantor  m,  2,  646.  —  2)  P.  T.  Nr.  374,  p.  228—2.30.  —  3)  Nach  dem 
p.  14  in  den  MisceUanea  Mitgeteilten  scheint  er  zu  diesen  Betrachtungen  durch 
den  Vergleich  von  Hyi^erbelsektoren  gekommen  zu  sein.  Vgl.  hierüber  S.  Günther, 
Die  Lehre  von  den  Hyperbelfunktionen  1»81,  p.  13—14.  —  4)  De  Reductione 
Radicalium  ad  simpliciores  terminos,  seu  de  extrahenda  radice  quacunque  data 
ex  Binomio  a  -\-  y^ b  ,  vel  a  -\-  ")/—'&.  Epistola  ad  W.  Jones.  P.  T.  XL, 
1738,    Nr.  451,    p.  463—478. 
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zuuilchst  l'ür  n  =  3  durchf'ülirte  uikI  dfiiin  auf  ilire  (jiülti<fkt'it  für  einen 
allgenieiuen  Wert  von  n  schloß,  stellte  er  folgende  Vorschrift  zur 
Berechnung  dieser  Wurzel  auf:  *)   „Dieselbe  sei  gleich  x  +  /  Yy ,   setzt 

man  dann  ya--\-b  =  m  und    =  ?'^))    denkt    sich    einen    Kreis 

mit  dem  Radius  ]/>»  besclirieben,  nimmt  auf  ihm  den  Bogen  A,  dessen 

Cosinus   -  -    ist,  schreibt  C  für  den   ganzen  Kreisumfang   und    bildet 
m'' 

,.     ,...    ,1^1      C  —  AÜ  +  A2C  —  A2C  +  A,  ,       , ,   ,  , 

die    Winkel   ~,    ,  , , ' —  etc.  n  an   der  Zahl, 

SO  sind  die  Cosinus  dieser  Bögen  für  denselben  Radius  ebenso 
viele  Werte  von  x,  vrährend  y  =  m  —  x-  ist.  Hierbei  ist  zu  be- 
achten, daß  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  <  90"  sind,  positiv, 
diejenigen  der  Winkel  >  OO"  negativ  zu  nehmen  sind."  Außerdem 
gibt  er  noch  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Wurzeln  für  ein 
gerades  und  ein  ungerades  n  richtig  an. 

Dadurch  erst  war  der  Satz  in  der  allgemeinsten  Weise  aufgestellt, 
und  nur  die  Herstellung  einer  allgemeinen  Eudformel,  wie  sie  nach- 
mals Euler  gab,  ist  zu  vermissen,  während  die  Uavollständigkeit  des 
Beweises  in  den  geringen  Anforderungen  an  Strenge ,  die  man  in 
jener  Zeit  überhaupt  stellte,  begründet  lag. 

In  enger  Beziehung  zu  dem  Satze  von  Moivre  steht,  oder  kann 
wenigstens  in  solche  gebracht  werden,  das  sogenannte  Theorem  von 
Cotes,  welches  die  bekamite  Zerlegung  des  Binoms  «'  +  ?/■,  wo  A 
eine  positive  ganze  Zahl  ist,  in  Faktoren  darstellt.  Der  Engländer 
Roger  Cotes  (1682 — 171(j)  gehörte  zu  den  begabtesten  Mathema- 
tikern jener  Zeit,  und  Newton,  mit  dem  er  viel  korrespondierte, 
hielt  große  Stücke  auf  ihn.  Cotes'  Schi*iften,  die  er,  zu  früh  dem 
Leben  entrissen,  nur  teilweise  vollendet  zurückließ,  wurden  von  seinem 
Freunde  und  Nachfolger  auf  dem  von  Thomas  Flu  nie  gegründeten 
Lehrstuhle  der  Astronomie,  Robert  Smith,  unter  dem  Titel  „Har- 
mouia  mensurarum"  1722  in  4"  herausgegeben.  Unter  den  hiuter- 
lasseuen  Papieren  fand  sich  auch  das  erwähnte  Theorem  ^j  in  geome- 
trischer Gestalt,  aber  ohne  Beweis  angeführt.  Noch  im  selben  Jahre 
(1722)  gab  Pemberton  einen  jedoch  sehr  komplizierten  Beweis  des- 
selben*), dann  erbrachte  Moivre  von  den  rekurrenten  Reihen  ausgehend 
einen   solchen    und   endlich   bewies    den    Satz    Johann    Bernoulli^), 


1)  A.  a.  0.    p.  475.    —    -2)  Hier  muß    — ^ —  =  p  .stehen!    —     3)  Harmoiiia 

men.suranim  p.  113 — 114.  —  4;  In  „Epistola  ad  amicuni  de  Cotesii  inventis" 
1722,  4",  p.  13 — 28.  —  ö)  Dieser  übrigenä  noch  recht  umständliche  Beweis 
üudet  sich  in  Opera.  IV,  p.  67  —  76.  Auch  noch  eine  andere  Abhandlung  Ber- 
uouUis  (Kbenda  p.  58 — 67)  beschäftigt  sich  mit  der  Zerspaltung  von  1  +  x"    in 
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indem  er  sich  auf  seine  1701  gefundene  Reihe  für  sin  ii(p  stützte 
(siehe  S.  69);  keiner  aber  fand  den  innigen  Zusammenhang  des  Theo- 
rems mit  der  trigonometrischen  Auflösung  von  x"  +  1  =0,  welcher 
durch  den  Satz  von  Moivre  hergestellt  wird,  obwohl  Bernoullis 
Lösung  sehi'  nahe  daran  streifte. 

Um  später  nicht  mehr  darauf  zurückkommen  zu  müssen,  wollen 
wir  gleich  hier  Cotes'  übrige  Verdienste  um  die  Trigonometrie  be- 
sprechen. Zunächst  kannte  er,  wie  Moivre,  die  Periodizität  der 
trigonometrischen  Funktionen  sehr  wohl,  denn  er  zeichnete  die 
sieh  periodisch  wiederholende  Tangenten-  und  Sekantenkurve  für  zwei 
Kreisumläufe  des  Argumentes  richtig;')  femer  gab  er  einen  „Mo- 
dulus  Canonis  Trigonometrici"  an-)    und    verstand    darunter    die  Zahl 

-^ —  =  57",  2957795130  ■  ■  •  =  57"  17'  44",  deren  reziproker  Wert 
-^  =  0,0174532925  •  •  •    ebenfalls    richtig    angeführt    wird.     Die    Be- 

180 

Zeichnung  „Modulus"  für  diese  Zahlen,  die  zur  Reduktion  von  Längen- 
in  Gradmaß  und  umgekehrt  dienen,  hat  sich  bis  auf  unsere  Zeit 
erhalten.'*)  Endlich  stellte  Cotes  die  Regeln  für  die  Differen- 
tiation trigonometrischer  Funktionen  wenigstens  erstmalig 
zusammen  in  seiner  hinterlassenen  „Aestimatio  errorum  in  mixta 
mathesi  per  variationes  partium  trianguli  plani  et  sphaerici",  indem 
er  damit  eine  Fehlerschätzung  bei  astronomischen  und  geodätischen 
Aufgaben  verband.  Er  schuf  also  hier  die  Grundlagen  einer 
Differentialtrigonometrie,  die  in  der  Praxis  von  großer  Wichtig- 
keit wurde.  ^) 

Zunächst    stellt    er    in    drei    Lemmen    die    Sätze    — -. — ^  =  cos  x, 

— ^-^  =  sec-  X  und   _!£!L:'  =  tg  rc  sec  x    geometrisch  auf*)    und  leitet 

dann  28  Theoreme  für  die  ebenen  und  sphärischen  Dreiecke  ab, 
indem    er    immer    zwei    von    drei    unabhängigen    Dreiecksstücken    als 


Faktoren.  S.  Klügel  hat  in  seiner  „Aualytiscbeu  Trigonometrie",  Braunschweig 
1770,  8",  96 — 10.5  den  Beweis  Bernoullis  zugleich  erweitert  und  vereinfacht; 
auch  bemerkt  er  in  seinem  Mathematischen  Wörterbuch  I,  564,  daß  De  Moivre  in 
den  Miseellanea  analytica  den  Satz  auf  die  Zerlegung  von  r""  —  ^.r"  a"  cos  k  -f  a"" 
ausdehnte. 

1)  In  den  der  Harmonia  mensurarum  angehängten  Opera  miseellanea  78—79. 

—  2)  Ebenda  94—96.  —  3i  Vgl.  hierüber  E.  Hammer,  Lehrbuch  der  ebenen 
und  sphärischen  Trigonometrie.  2.  Aufl.  1897,  547,  Anmerk.  2.  —  ij  A.  a.  U. 
1—22.    Hierauf  hat  schon  Cantor  lU,  2,  412—414  die  Aufmerksamkeit  gelenkt, 

—  5)  Die  Formeln  werden  in  Sätzen  ausgesprochen.  So  z.  B.  die  erste: 
„Variatio  minima  cujusvis  arcus  circularis  est  ad  Variationem  minimam  Sinus 
eiusdem  arcus  ut  Radius  ad  Sinum  eomplementi." 
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konstant  voraussetzt,  dem  dritten  eine   unendlich  kleine  Veränderung 

(1.  Ordnung)    beilegt    und    die    hieraus    resultierenden   Veränderungen 

der    übrigen    Stücke    studiert.     Sind    z.  B.    in    dem    Dreieck    AJiC  in 

Fig.  13  «^  B  und  Seite  AB  konstant  und  wächst 

BC  (=  x)     um     die     unendlich     kleine    Strecke 

CD  (=  dx),   so  geht  A  ABC  in  AADB  über 

und  Seite  AC  (=  y)  in  AD  (=  y  -{■  dy);  da  man 

nun   bei  unendlich  kleiner  Veränderung  (variatio 

minima)  ^  CED  und  -^ACE  als  rechte  Winkel 

auffassen  muß,  so  folgt  CD  :  DE  =  1  :  sin  DCE, 

oder  sin  DCE  =  cos  AGB  =  -z^ß  (=  i  .)  >  ^'^^^'  "^^'^  siL'li  (Jotes  aus- 
drückt: „Die  kleinste  Veränderung  der  zweiten  dem  gegebenen  Winkel 
anliegenden  Seite  verhält  sich  zur  kleinsten  Veränderung  der  gegenüber- 
liegenden, wie  der  Kadius  zum  Sinus  des  Komplementes  des  der  festen 
Seite  gegenüberliegenden  Winkels."  Das  2.  Theorem  gibt  unter  den- 
selben Voraussetzungen  die  Gleichung  -r-  =  -~^  u.  s.  w. 

Nach  Aufstellung  dieser  Theoreme  gibt  Cotes  an,  wie  dieselben 
praktisch  zu  verwenden  seien,  indem  er  annimmt,  man  habe  etwa  den 
Fehler  einer  Größe  A  zu  bestimmen,  die  von  den  Größen  B,  C,  D 
abhängt,  so  daß  der  gesuchte  Fehler  sich  aus  den  bekannten  Fehlern 
dieser  Größen  zusammensetzt.  Dann  bestimme  man,  sagt  er,  die 
Flusion  von  A  nach  der  Newtonschen  Methode  (d.  h.  man  diftereu- 
tiiere  A),  setze  dann  die  gegebenen  F'ehler  statt  der  Fluxionen  der 
Größen  B,  C,  D  und  erhält  hiermit  den  Fehler  von  A.  Da  aber 
gewöhnlich  nicht  die  Größen  selbst,  sondei'n  ihre  trigonometi-ischen 
Funktionen  vorkommen,  so  bediene  man  sich  zur  Bestimmung  ihrer 
Fluxionen  der  vorausgeschickten  drei  Lemmeu.  Ein  Beisjjiel  hierzu 
veranschaulicht  die  Methode. ') 

§  3.     Die    Zyklometrie    bis    Euler.     De   Lagnys    neue    Goniometrie. 

Tafelberechnungen. 

Wir  haben  im  vorigen  Kapitel  gesehen,  daß  am  Ende  des 
17.  Jahrhunderts  durch  die  Erfindung  unendlicher  Prozesse,  wie  der 
Bildung  von  Faktoreufolgen,  von  unendlichen  Kettenbrüchen,  von  kon- 
vergenten unendlichen  Reihen,  neue  und  praktische  Mittel  gewonnen 
worden  waren,  um  das  Verhältnis  des  Kreisumfanges  zum  Durch- 
messer beliebig  genau  zu  berechnen.  Die  Aufgabe  der  nächsten  Zeit 
war  es,  die  gefundenen  Reihen  so  umzugestalten,  daß  eine  möglichst 


1)  A.  a.  Ü.  I).  20.     Siehe  dasselbe  bei   Caiitor  111.  •_>.  4U. 
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geringe  Gliederzalil  zu  dem  fraglichen  Zwecke  genügte.  Dies  leistete 
der  uns  schon  bekannte  Astronom  John  Machin  (f  1T51),  der  der 
Untersuchungskommission  in  dem  bekannten  Prioritätsstreite*)  zwischen 
Newton   und    Leibniz    über   die  Ei-findung  der  Diiferentialrechnung 

angehörte.     Seine  Methode  bestand  darin,  daß  er  —  als  die  Diiferenz 

zweier  Bögen  darstellte,  deren  Tangenten  durch  einfache  Brüche  aus- 
drückbar sind.-)  Die  Bögen  wurden  dann  mit  der  Arcustangens-Reihe 
Gregorys  bestimmt.  Es  sei  tg « =  |,  dami  gibt  das  Additions- 
theorem tg  4  K  =  Jjg  =  1  +  jY^  und  da  tg  --  =  1 ,  so  ist  die  Tangente 
von  4«  nur  um  ^  größer  als  die  von  — ,  also  auch  der  zugehörige 
Bogen  nur  wenig  größer  als  ^,  sei  demnach  -—  =  4«  —  x,    so    folgt 

a;  =  -i«  -  X '  *g  ■"'^  =  1  _|_  tg  4a  =  1  !)_  120  =  2^  ;  also  hat  man  - 
=  4  arctg  l  —  arctg  ^,  oder  durch  Einführung  der  Reihen  und  Zu- 
sammenziehen derselben : 


_  16  4    _  1  16 4 1    1  16 4 

^~Y^^~3b^~  239'     '    5  5^  ~  239^  —  .  .  •  . 

Mit  dieser  Reihe  berechnete  er  jr  auf  100  Dezimalen. 

Mach  ins  Berechnung  der  Zahl  jr  war  ein  wesentlicher  Fort- 
schritt gegenüber  den  Bemühungen  von  Halley^)  und  Abraham 
Sharp  (1699),   welche   durch   direktes  Einsetzen  der  Tangenten  von 

-— ,  — ,  -^  und  —   in  die  Arcustangens-Reihe  ;r  auf  13  bis  72  Stellen 

bestimmten.  Die  meisten  dieser  Rechnungen  führte  der  zuletzt  genannte 
Sharp^j,  der  gewandteste  und  unermüdlichste  Rechner  des  18.  Jalu'- 
hunderts,  aus. 

Weiter  noch  als  diese  alle  aber  trieb  der  Franzose  De  Lagny 
die    Berechnung    von    jc.     Er    hatte,    wie    er    sagt^),  1682   die   Reihe 


1)  Cantor  III,  2,  305  und  364.  —  2)  Seine  Reihe  selbst  findet  sich  zuerst 
veröffentlicht  in  W.  Jones'  Synopsis  palmariorum  matheseos  1706,  8",  p.  263,  wo 
er  auch,  wie  schon  erwähnt,  die  Bezeichnung  n  zum  erstenmal  gebraucht.  Die 
Ableitung  der  Reihe  aber  wurde  erst  1758  von  Maser  es  publiziert,  der  in  seiner 
„Dissertation  on  the  use  of  the  Negative  Signe  in  Algebra"  einen  eigenen  Beweis 
mitteilte  und  dann  Machins  Ableitung  beifügte.  Vgl.  auch  Mas  er  es,  Scriptorea 
logarithmici  III,  1796.  Einleitung  p.  TU  und  157—164.  —  3)  Siehe  ebenda 
ni,  139  ff.  —  4)  A.  Sharp  (1651— 1742j  ist  in  Little  Horton  bei  Bradfbrd  ge- 
boren, war  zuerst  Handlungslehrling,  dann  Schulmeister,  Buchhalter,  Gehilfe 
de8  Astronomen  Flamstee d  und  zuletzt  Privatmann  in  seiner  Vaterstadt.  Die 
Resultate  seiner  Rechnungen  (vgl.  Maseres,  Script,  log.  lU,  139 — 154)  sind  in 
Sherwins  Mathematical  tables  1705,  p.  59,  1706  etc.  veröffentlicht.  —  5)  Me- 
moires  de  l'Academie  de  Paris.     Annee  1719,  144. 
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Gregorys  für  dou  Arcustangens  selbständig  gefunden  und  berechnete 


■n 


mit  ihr,  wie  llailey  und  Sharp  von     -  ausgehend,  indem  er  immer 

ein  positives  und  das  darauf  folgende  negative  Glied  vereinigte,  %  auf 
127  Dezimalen');  w^aa  aber  weit  wichtiger  ist,  und  von  den  Historikern 
bisher  übersehen  wurde,  ist  der  Umstand,  daß  Lagny  in  diesem  Auf- 
satze (p.  141)  bereits  den  Satz  ausspricht,  daß,  wenn  die  Tangente 
eines  Bogens  eine  rationale  Zahl  ist,  der  Bogen  selbst 
irrational  sein  muß,  ein  Satz,  der  später  Lambert  zum  Ausgangs- 
punkt für  seinen  Beweis  der  Irrationalität  von  n  diente.  Der  von 
Lagny  hierfür  angedeutete  Beweis  ist  allerdings  nicht  viel  wert.  Das 
Gleiche  gilt  von  einem  geometrischen  Beweise  für  die  Unmöglichkeit 
der  Quadratur  des  Kreises,  den  Saurin  (1659 — 1737)  in  den  Me- 
moiren der  Pariser  Akademie  von   1720  veröffentlichte. 

In  Deutschland  wurde  im  Jahre  1726  das  Problem  der  Her- 
stellung rasch  konvergenter  Reihen  zur  Berechnung  der  Zahl  %  von 
dem  uns  schon  bekannten  F.  C.  JVlaier  aufgenommen"),  welcher  aus 
der  von  ihm  berechneten  Reihe  für  die  Sehne  vielfacher  Bögen  (S.  74j 

(j3            'i-a''        3*  •  5*  ■  a' 
die   Arcus -Reihe  a  -f  ^—^,  +  -,  ^^^  -| ^y-^^^^ [-....    («  =  Sehne) 

entwickelte,  die  ihm  für  «  =  -^  =  ,-,  y  =  1  +  ^  .  3 .  g.  +  ^  .  4  .  5  .  2^ 
+  5 — ~A — a — n — ^  +  •  -  ■    ergab-     5    Glieder    derselben    liefern    bereits 

3,1415  und  jedes  weitere  Glied  vermehrt  die  Summe  um  eine  Dezimale. 
Auf  die  Kreismessung  beziehen  sich  auch  de  Lagny s  Arbeiten 
über  Goniometrie,  welche  in  den  Jahrgängen  1724,  1725,  1727  und 
1729  der  Pariser  Memoires  erschienen.  Der  Name  Goniometrie,  der 
hier  zum  erstenmal  auftritt,  bedeutete  bei  Lagny  übrigens  nicht,  was 
wir  heute  darunter  verstehen,  sondern  de  Lagny  faßte  durch  ihn  die 
verschiedenen  Messungsmethoden  eines  Winkels  zusammen. 
Solcher  Methoden  unterscheidet  er  vier:  1)  Die  rein  geometrische 
Goniometrie,  bei  welcher  man  nur  den  Zirkel,  d.  h.  den  Ki'eisbogen 
zur  Messung  des  Winkels  anwendet,  2)  die  rein  analytische  Go- 
niometrie, welche  lehrt,  dem  analytisch  bestimmten  Winkel  sich 
ohne  Grenze  anzunähern.  So  ist  z.  B.  durch  die  Zahlen  3,  4,  5  für 
die  Seiten  eines  ebenen  rechtwinkligen  Dreiecks  ein  Winkel  bestimmt, 
den  man  aus  cUesen  Zahlen  mittelst  der  unendlichen  Reihen  so  genau 


1)  Die  Kechnung,  von  der  er  sagt,  sie  sei  mit  äußerster  Leichtigkeit  aus- 
zuführen, verspricht  er  später  zu  geben,  was  aber  nicht  geschah.  —  2)  Comment. 
AcaJ.  Petrop.  III,  61.  An  die  hier  verwendete  Methode  hat  Euler  in  einem 
Briefe  an  Goldbach  (Correspondance  mathem.  von  Fuß,  St.  Petersburg  1843, 
8",  I,  46)  einige  Bemerkungen  angeknüpft. 

V.  B  r  a  u  n  m  ü  b  1 ,  Geschichte  der  Trigonometrie.    U.  6 
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berechnen  kann  als  man  will'),  3)  die  rein  arithmetische  oder  tri- 
gonometrische Methode;  darunter  versteht  er  die  Berechnung  des 
Winkels  mittelst  einer  trigonometrischen  Tafel,  und  endlich  4)  eine 
aus  2)  und  3)  zusammengesetzte  Methode  der  Goniometrie, 
mit  welcher  mau  einen  Winkel  bis  auf  Terzen  genau  bestimmt. 

Um  mit  der  ersten  Methode  die  Größe  eLues  graphisch  gegebenen 
Winkels  «  ia  Graden,  Minuten  und  Sekunden  zu  bestimmen,  entwickelt 
er,  in  modemer  Ausdrucksweise,  den  Quotienten  in  den  Ketten- 
bruch  §1  -\ ~ —         ,    indem  er  die  Quotienten   durch  Abtragen 

des  gegebenen  Bogens  auf  dem  Bogen  180"  so  lange  bestimmt,  bis 
ein  so  kleiner  Rest  bleibt,   daß   er  vernachlässigt  werden  kann.     Ist 

JQQO 

dann  der  Wert  des  Kettenbruches  =  w,   so  ist  =  a.^) 

Die  zweite  Methode  besteht  darin,  den  Winkel  mittelst  der  Tan- 
gente aus  der  Arcustangens-Reihe  zu  bestimmen.  Ist  der  Winkel  y 
des   bei  A  rechtwinkligen  Dreiecks  ABC  mit  den  Seiten  a^  h^  c, 

a  <  2c  zu  bestimmen,  so  gibt  der  Taugentensatz  tg  "  ^  ^  =  tg(45"  — y) 
b—  c 


b-\-  c 


und  hieraus  mittelst  der  Reihe  -^  45"  —  y  und  y  selbst,  so 


genau  als  man  wilP);  ist  aber  a  ^  2c,  so  setzt  mau  tg  -|-  =  — r — 
imd  verfährt  ebenso.  Die  di-itte  und  vierte  Methode  bedürfen  keiner 
weiteren  Erläuterung. 

Im  zweiten  Memoii-e  von  1725  zeigt  Lagny,  wie  man  einen 
Bogen,  der  im  Gradmaße  gegeben  ist,  mit  beliebiger  Genauigkeit  ins 
Längenmaß  umrechnen  kann,  indem  er  ihn  zwischen  zwei  rationale 
Brüche  mit  den  Zählern  1  und  Nennern,  die  sich  um-  um  eine  Einheit 
unterscheiden,  einschließt.  So  z.  B.  liegt  arc  1'  zwischen  ^^j  und  ~g. 
Die  Rechnung  wird  für  1',  1"  u.  s.  w.  bis  1''  ausgefühi-t!  Am  Schlüsse 
der  Abhandlung  bemerkte  er  noch,   daß  es   am    rationellsten  sei,  den 


1)    Er 

gibt 

diesen     Winkel 

auf     36"   52 

'    11" 

37'"  53"'    29^'  24"  29"' 

55 

""   10^^   2^  -f, 

oder     3^  — , 

so 

daß     der 

Unterschied 

kleiner    ist    als 

1  : 

54419558400000000000  des  rechten  Winkels.  - 

-  2)  Er  führte  hierzu  folgendes 

ße 

ispiel    an 

(Mämoires   de   FAc.  1 

724, 

248  ff). 

Durch  Abtragen  eines  Winkels 

erhält    man 

180» 

'     a         r 

'  +  V 

-  +  ^ 

,    -^  =  2;    also 
's 

63 

180»-  13 

2. 

=  4,  fe  = 

=  1,  äs 

=  5,    q^  =  2,    und 

damit  w 

""  13 

Somit 

'^^  "  -        63 

= 

37°  8'  34' 

,2 

-    3)  Hier  wird 

der 

Tangentensatz 

statt  der 

Tangente  selbst 

genommen,  um  einen  kleineren  Bruch  und  damit  eine  rascher  konvergente  Reihe 
zu  erhalten. 
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Quadranten  in  ^O",  einen  Grad  in  32',  eine  Minute  in  32"  u.  s.  w.  zu 
teilen  „c'est  le  sujet  d'une  dissertiition  preliminaire  d'une  Trigono- 
metrie Fran9oise  ou  reforraee". ' )  Er  plante  die  Abfassung  einer 
solchen  Trigonometrie,  was  aber  unterblieb. 

Im  III.  Memoire  (1727)  kommt  Lagny  noch  einmal  auf  die 
Arcustaugens-Keihe  z  —  l  2^  -\-  l  s^  —  ]  z''  +  ■  •  ■  zu  sprechen,  schreibt 
für  z    .    1   ,  ,  faßt  je  ein    positives   und  ein  negatives  Glied  zusammen 

und   l)estimnit  das  allgemeine  Glied  der  entstehenden  Reihe  in  der 

p  {in  -f-  3)  r-  +  (»a  +  6)  j-  +  2     2) 

l<orni  -^ — --    -J— ^ ■ —    -,—j-i-  '     Laut  man  hier,  sagt  er,  a  von 

(4rt  +  1)  (4  a  +  3)  ()•  +  l)*''  +  3  '        °        ' 

0  bis  oo  alle  Werte  durchlaufen,  so  erhält  man  alle  Glieder  der  Reihe, 
und  außerdem  gibt  er  noch  die  Grenze  der  Annäherung  an,  die  man 
bekommt,  wenn  man  bei  einem  bestimmten  Gliede  abbricht.  Aus  dem 
Umstände  endlich,  daß  der  Bogen  sich  durch  eine  unendliche,  nach 
der  Tangente  fortschreitende  Reihe  darstellt,  oder  wie  er  sich  aus- 
drückt, durch  eine  Gleichung  von  unendlich  hohem  Grad,  glaubt  er 
sich^),  allerdings  mit  Unrecht,  zu  folgenden  Schlüssen,  welche  das 
früher  (S.  81)  von  uns  Mitgeteilte  näher  ausführen,  berechtigt: 
„Wenn  das  Verhältnis  des  Radius  zur  Tangente  eines  Bogens  ent- 
weder in  Zahlen  oder  dui'ch  eine  endliche,  bestimmte  numerische 
Gleichung  gegeben  ist ,  so  ist  es  unmöglich  eine  numerische 
Gleichung  zu  finden,  welche  das  Verhältnis  dieses  Radius  und  dieser 
Taugellte  zu  dem  entsprechenden  Bogen  ausdrückt.  Dalier  ist  es 
auch  unmöglich,  dieses  Problem  geometrisch  durch  Schnitt  zweier 
geometrischer  (algebraischer)  Kurven  zu  lösen.  Ebenso  ist  es,  wenn 
das  Verhältnis  des  Radius  zum  Bogen  durch  irgend  welche  Zahlen 
oder  durch  irgend  welche  numerische  Gleichung  gegeben  ist,  unmög- 
lich, die  diesem  Bogen  entsprechende  Tangente  numerisch  oder  durch 
irgend  welche  numerische  Gleichung  zu  bestimmen'';  und  als  KoroUar 
wird  noch  lieigefügt:  „Nur  die  Probleme,  welche  sich  durch  endliche 
und  bestimmte  analytische  Gleichungen  darstellen  lassen,  können  durch 
Schnitte  algebraischer  Kurven  gelöst  werden.  Also  ist  die  Rektifika- 
tion der  Kreisbögen  durch  den  Radius  und  durch  die  Tangente 
geometrisch  unmöglich,  weil  sie  analytisch  unmöglich  ist." 

Wir  müssen  in  diesen  Sätzen,  die  Lagny  allerdings  nicht  exakt 
beweisen  koimte,  gewissermaßen  Vorahnungen  der  späteren  Beweise 
für  die  L-rationalität  imd  die  Transzendenz  der  Zahl  ;r  erkennen. 

Gleichzeitig  mit  der  immer  mehr  fortschreitenden  Ausbildung  der 


1)  A.  a.  0.  291  und  Memoires  17-29,  14  ff.  —  2)  Ich  fülii-e  dies  hier  des- 
wegen ausdrücklich  au,  weil  die  Aufstellung  des  allgemeinen  Gesetzes  der  Reihe 
eiue  für  die  damalige  Zeit  ganz  exzeptionelle  Präzision  verrät.  —  3)  A.  a.  0. 
p.  124— 1-25. 

6* 
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analytischen  Methoden  der  Trigonometrie  trat  auch  eine  Reform  in 
dem  Berechnungsverfahren  trigonometrischer  Tabellen  ein. 
Wir  sahen,  daß  Newton  schon  in  dem  Briefe  vom  24.  Oktober  1676 
darauf  hinwies,  wie  man  die  neuen  Reihen  der  trigonometrischen 
Funktionen  zur  Herstellung  von  Tafeln  verwenden  könne,  und  am 
Schlüsse  seiner  Ausführungen  bemerkt  er,  daß  mau  zur  Bestimmung 
der  Sinus  der  Zehntel-  und  Hundertstel- Grade  eine  andere  Methode,  als 
die  direkte  Reihenberechnung  mit  Vorteil  verwenden  könne.  Damit 
hatte  er  oifenbar  ein  Interpolationsverfahren  im  Auge,  das  er, 
wie  wir  schon  früher  (S.  52)  sahen,  in  seinen  Prinzipien  kurz  aus- 
einandersetzte und  dann  in  einem  „Methodus  diö'erentialis''  übersckrie- 
beueu  Aufsatze,  der  aber  erst  1711  von  W.  Jones  (1675 — 1749)') 
mit  Erlaubnis  des  Autors  veröffentlicht  wurde,  näher  besprach.  Das 
Verfakren,  welches  heute  noch  unter  Newtons  Namen  bekannt  ist, 
beruht  darauf,  durch  die  Endpunkte  einer  Reihe  äquidistauter  Ordi- 
naten  eine  parabolische  Kurve  zu  legen  —  ein  Gedanke,  den  übrigens 
vor  Newton  schon  James  Gregory-)  hatte,  der  damit  die  später 
nach  Simpson  benannte  Regel  zur  Ausführung  näherungsweiser 
Quadraturen  fand.  Auch  Newtons  Zweck  war  zunächst  kein  anderer, 
er  erkannte  aber  sofort  auch  die  Verwendbarkeit  seiner  Methode  zur 
TabeUenberechnung.  ^)  In  den  Prinzipien  gab  er  hierfür  zwei  Schluß- 
formebi,  im  Methodus  differentialis  aber  zeigte  er  nur,  wie  man  durch 
successive  Differenzeubildung  die  unbestimmten  Koeffizienten  der 
parabolischen  Kurvengleichung  n.  Grades  finden  kann,  wenn  n  -]-  1 
Paare  zusammengehöriger  Abszissen-  und  Ordinatenwerte  gegeben 
sind^'j;  seine  Methode  unterscheidet  sich  daher  wenig  von  jener 
Ozanams.  Übrigens  hatte  schon  vor  der  Veröffentlichung  des  „Me- 
tliodus  differentialis"  R.  Cotes  eine  1707  verfaßte  Ableitung  der 
Newtonschen  Methode  seinen  Zuhörern  (1709)  vorgetragen  und  in 
einer  Abhandlung  „De  methodo  differentiali  Newtoniana"  niedergelegt; 
jedoch  wurde  dieser  Aufsatz  erst  nach  seinem  Tode  im  Anhange  zur 
Harmonia  mensurarum  von  Smith  herausgegeben. 

Aber  Newton  hat  nicht  nur  diese  unter  seinem  Namen  allgemein 
bekannte  Methode  angegeben,  sondern  noch  vier  allgemeine  Formeln 
entwickelt,  welche  die  sogenannte  Interpolation  aus  der  Mitte  in  ihrem 
vollen  Umfang  behandeln.  Da  dieselben  jedoch  für  die  uns  hier  allein 
interessierende  Tafelberechuung  nicht  von  Bedeutung  sind,  gehen  wir- 
nicht  weiter  darauf  ein.-') 


1)  Dictionary  of  national  Biographies  XXX,  173.  —  2)  James  Gregory, 
Exercitationes  geometricae,  London  1668,  vgl.  G.  Heinrich  in  Biblioth.  math. 
3.  Serie,  I,  1900,  90—92.  —  3)  Siehe  S.  66  Anm.  1.  —  4)  Ausführlicher  bei 
Cantor    III,   2,   372 — 37ö.    —    5)    Eine  genauere  Auseinandersetzung  über   die 
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Was  Newtons  bereits  erwähnte  Bemerkung  zur  Tafelbereehnung 
mittelst  unendliclier  Reihen  anhingt,  so  hat  er  selbst  solche  Berech- 
nungen nicht  (lurchgefülirt;  dies  geschah  erst  durch  den  unermüd- 
lichen Abraham  Sharp  zu  Beginn  des  18.  Jahrhunderts.  In  einem 
von  Masercs  im  HI.  Bande  der  „Scriptores  logarithmici"  fl29 — VdH) 
mitgeteilten  Auszuge  aus  Sharps  Rechnungen  werden  mehrere  von 
diesem  angewandte  Methoden  angegeben.  Zunächst  macht  er  die  Be- 
merkung, daß  die  Sinus-  und  (Josinusreihen  für  Winkel,  welche  nahe 
am  Beginn  oder  am  Ende  des  Quadranten  liegen,  am  besten  konver- 
gieren, und  zeigt  dann,  wie  man  mit  der  direkten  Berechnung  dieser 
Funktionen  aus  den  Reiiieu  für  Winkel  von  0"  bis  30"  und  von  60" 
bis  iX)"  ausreicht,  um  dieselben  wenigstens  in  Intervallen  von  ö'  für 
die  Winkel  von  30"  bis  üO"  durch  bloße  Subtraktion  zu  erhalten.  So 
gibt  z.  B.  cos  29"  55'  =  sin  60"  05'  vermindert  um  sin  0"  5'  den 
sin  59"  55',  sin  89"  55'  -  sin  29"  55'  =  sin  30"  05 'i)  u.  s.  w.  Ferner 
lehrt  er ,  wie  man  aus  sin  5 '  die  Sinus  beliebiger  Vielfachen  be- 
stimmen kann,  zeigt,  daß  man  die  Winkel  des  mittleren  Quadranten- 
drittels mit  der  Formel  sin  (30"  —  a)  +  Y'd  sin  «  =  sin  (30"  +  «)  aus 
denen  des  ersten  Drittels  oder  mittelst  ]/3  sin  (60"  -f  «)  —  sin  (90"  —  «) 
=  sin  (30"  +  «)  aus  denen  des  letzten  Drittels  findet,  u.  s.  w.  Will 
mau  endlich  die  Sinus  von  Winkeln,  die  von  Minute  zu  Minute  fort- 
schreiten, bestimmen,  so  ist  es  zweckmäßiger,  sin  1'  direkt  mit  der  Reihe 
als  durch  ein  Näherungsverfahren  zu  berechnen!  Nach  Mas  er  es'  An- 
gabe^) wurden  Sharps  sämtliche  Rechnungen  von  Gardiner  in  einer 
Neuauflage  von  Sherwins  Logarithmentafel  1741  publiziert.  Er 
selbst  veröffentlichte  nur  pseudonym  (A.  S.  Philomath)  im  Jahre  1741 
eine  „Geometry  improved",  London.     4".') 

Die  eben  erwähnte  Tafelsammlung  Sherwins  erschien  zum  ersten- 
mal  im  Jahre   1705   unter   dem    Titel  Mathematical  Tables  .  .  .  with 
their  Construction  and  Use  bey  Mr.  Briggs,  Mr.  Wallis,  Mr.  Halley  . . 
Mr.    Abr.    Sharp",    während    das    Vorwort    mit    Sherwins    Namen 


ersten,  die  Interpolation  betreffenden  Arbeiten  findet  sich  in  unserer  Abhandlung 
in  Biblioth,  math.  1901,  II,  86 — 96.  Hieraus  führen  wir  nur  an,  daß  zwei  der 
Newtonscheu  Formeln  bisher  irrtümlicherweise  Jakob  Stirling  zugesehrieben 
wurden,  der  1730  eine  größere  Schrift  „Methodus  differentialis,  sive  tractatus 
de  summatione  et  interpolatione  seriei-um"  schrieb,  die  die  Quelle  für  alle 
späteren  Arbeiten  über  Interpolation  wurde. 

1)     Man    beweist     dies     leicht     mittelst     der     Formel     sin  u    —    sin   ^ 

=  2  sin  "-^-P  ■  cos  ^4~^-   ~    -)  ^-  ^-  0-  Einleitung  VI.   —    3)  Poggendorff, 

Biogr.  liter.  Handwörterbuch,  H,  917.  In  dieser  Geometrie  sind  nach  Angabe 
Delambres  (Hist.  del'  Astro.  mod.  E,  91)  Sharps  Methoden  zur  Herstellung 
der  Tafeln  eingehend  erörtert. 


86  3.  Kapitel. 

unterzeichnet  ist.  Die  zahlreichen  Ausgaben,  von  denen  die  aus  dem 
Jahre  1742  von  W.  Gardiuer  besorgte  die  beste  sein  soll,  laufen 
durch  das  ganze  18.  Jahrhundert.  Sie  enthalten  Tafeln  der  Sinus, 
Tangenten  und  Sekanten,  sowie  ihrer  Logarithmen  auf  7  Dezimalen 
und  zwar  für  jede  Bogenminute. ') 

Außer  Sherwin- Gardiners  vielbenützter  Tafelsammlung  er- 
wähnen wir  noch  Dodsons  „The  calculator",  London  1747,  .S",  eine 
sehr  ])raktische  Sammlung  in  mäßigem  Umfang  (174  S.),  welche  die 
verschiedenartigsten  Hilfstafeln  enthielt,  wie  z.  B.  eine  Tafel  der 
Bogenmaße  für  alle  Grade,  für  alle  Minuten,  Sekunden  und  Terzen 
(7  stellig),  die  Sinus  versus  der  Bögen  und  die  zugehörigen  Kreis- 
segmente für    alle  15'  des  Quadranten,    die    ersten  9  Vielfachen   von 

12  Konstanten  wie  ti,   —,    -'-  u.  s.  w.  auf  7  Stellen,  7  stellige  Zahlen- 

logarithmen,  Antilogarithmen,  Logarithmen  der  Sinus  und  Tangenten, 
und  die  ersten  1000  Vielfachen  des  Modulus  0,43429  .  .  .  u.  dgl.  m.-) 

§  4.     Elementare  Trigonom.etrie. 

Überblickt  man  die  trigonometrische  Literatur  in  der  ersten 
Hälfte  des  18.  Jahrhunderts,  so  erkennt  man,  daß  es  immer  mehr 
nötig  wü-d,  zwischen  Originalarbeiten  zu  unterscheiden,  welche, 
wie  schon  in  der  zweiten  Hälfte  des  17.  Jahrhunderts  in  den  sich 
mehr  und  mehr  verbreitenden  Zeitschriften  der  Akademieen  und  ge- 
lehi-ten  Gesellschaften  niedergelegt  wurden,  und  den  reproduktiven 
Arbeiten,  die  die  neuen  Resultate  mehr  oder  weniger  schnell  auf- 
griffen und  teils  zu  rascher  Orientierung  in  Sammelwerken,  teils  zu 
pädagogischen  Zwecken  in  Lehrbüchern  vereinigten.  Da  wir  in  erster 
Linie  den  Fortschritt  unserer  Wissenschaft  im  Auge  haben,  so  müssen 
wir  uns  vornehmlich  mit  der  ersteren  Gattung  von  Schriften  be- 
schäftigen und  können  die  Literatur  der  Lehrbücher  nur  insoweit 
berücksichtigen,  als  sie  zu  diesem  Fortschritte  beitrug  oder  ein  Bild 
davon  gibt,  wie  rasch  und  inwieweit  die  neuen  Errungenschaften 
allgemeiner  bekannt  wurden. 

Da  ist  es  nun  zunächst  Newtons  fundamentales  Werk,  die  „iVi-ith- 
metica  universalis"^),  und  zwar  darin  das  Kapitel  über  die  arithmetische 


1)  Genaueres  über  die  verschiedenen  Ausgaben  findet  man  bei  Glaisher 
a.  a.  0.  p.  129 — 131.  —  2)  Vgl.  eine  genauere  Angabe  bei  Glaisher  a.  a.  0. 
p.  95. —  3)  Dasselbe  erschien  zuerst  1707  von  William  Whiston  (1667—1752), 
Newtons  Nachfolger  im  Lehramte,  wie  es  scheint,  gegen  seinen  Willen  heraus- 
gegeben, wurde  dann  1722  mit  mannigfachen  Verbesserungen  von  Newton  alier- 
mals  aufgelegt  und  1732  in  Leyden  von  G.  J.  s'Gravesande  zum  drittenmal 
publiziert.    Wir  zitieren  nach  der  letzten  Auflage. 
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Bohandlung  geometrischer  Probleme,  welches  unsere  Aufmerksamkeit 
fesselt.  Newtou  löst  hier  eine  Reihe  von  Dreiecksaufgaben  durch 
Anwendung  algebraischer  Iveclmuug  und  gelangt  dabei  zu  Formeln, 
die  teils  nach  Inhalt  und  Form,  teils  in  der  angewandten  Schreib- 
weise als  neu  zu  bezeichnen  sind. 

So  findet  sich  bei  der  Lösung  des  X.  Problems  (p.  104),  aus  der 
Basis  AB,  der  Summe  der  Seiten  AC -\- BC  und  dem  Winkel  C  an 
der  Spitze  des  Dreiecks  ABC  die  Seiten  und  die  Winkel  zu  be- 
stimmen, bereits  eine  Formel  angewendet,  die  bisher  dem  Astronomen 
Mollweide  (1774  — 1S:?5)  zugescliriebeii  wurde  und  dessen  Namen 
trägt.  Sie  lautet  in  Newtons  Schreibweise  AB  :  (AV -\-  B C) 
=  sin.  ang.  ACE  :  sin.  ang.  AEC,  wol)ei  E  auf 
der  Basis  durch  die  Halbierungslinie  des  Win- 
kels C  ausgeschnitten  wird.  „Zieht  man  dann, 
heißt  es  weiter,  von  dem  -^AEC  und  seinem 
Komplemente  BEC  j  -^  C  ab,  so  bleiben  die 
Winkel  B  und  A  übrig." 

Führen  wir  imsere  Bezeichnungsweise  ein  und  ei-setzen  <^  AEC 

C  Gl  C\ 

durch  Ji  +  -  ,  so  kommt  (Fig.  14):  c:{b  -\-  d)  =  %va.—  :  sin  [B  +  ~\, 

oder,  was  dasselbe  ist:  c  :  (6  +  «)  =  sin  —  :  cos  — ~ ') 

Wichtig  sind  noch  die  Probleme  XI  und  XII:  „Aus  drei  Seiten 
eines  ebenen  Dreiecks  die  Winkel  und  den  Flächeninhalt  zu  bestimmen, 
und  die  Segmente  der  Basis,  sowie  die  Höhe  zu  berechnen"  (p.  105—107). 
Zunächst  setzt  hier  Newton  AB  =  a,  AC  =  h,  BC=c  und  findet 
Winkel  A  aus  dem  Satze:  „Ut  2 ah  ad  medium  proportionale  inter 
a  -\-b-\-cxa-\-h  —  c+a~h-\-cx--a-\-h-\-c,  ita  radius  ad 
sinum  anguli  A",  d.  h.  wenn  wir  a  mit  c  vertauschen: 

sin  A  =  y(a  +  &  +  c)  (c  -f  6  -  a)  (c  —  6  +  a)  (-  c  +  6  +  a) :  2ch, 
eine  Formel,   die   hier   zum  erstenmal  auftritt.     Durch  ähnliche  Sätze 

bestimmt  er  auch  sinvers  A  =  ^—^ ~ ^!^  ,  tg  — ,  ctg  —  und 

2oc  '    o  2  '      °  2 

A  A  .         .        .  r^ 

sin  — ,  sowie  cos—  ,   welche  wohl  bekannt,  aber  nicht  in  dieser  Form 

gegeben  waren.  Die  Heronsehe  Dreiecksformel  für  den  Inhalt  des 
Dreiecks  endlich  wird  genau  in  der  ims  geläufigen  Weise  geschrieben. 
Aber  im  XII.  Problem  gibt  er  noch  eine  andere  Darstellung  dieser 


1)  In  dieser  Form  gibt  sie  Mollweide.  Zach,  Monatliche  Korrespondenz 
XVIII,  396;  bei  Newton  ist  also  nur  sin  {AEC)  nicht  durch  cos  y- — - — I  er- 
setzt! An  Newtons  Lösung  anschließend,  hat  Graf  Herberstein  in  den  Acta 
Erud.  1711,  324 — 325  eine  etwas  andere  aber  keineswegs  bessere  gegeben. 


88  3.  Kapitel. 

Formeln,  indem  er  den  Dreiecksumfang  einführt,  wie  das  früher  schon 
Caswell  getan  hatte  (S.  47—48). 

Indem  wir  noch  eine  neue  Ableitung  der  Teilungsgleichungen, 
die  Newton  in  Problem  XXIX  (p.  125 — 126)  mitteilt,  die  sich  aber 
schon  in  seinem  Briefe  vom  24.  Oktober  1676  an  Oldenburg  findet, 
erwähnen,  wenden  wir  uns  zur  Mitteilung  einiger  Ergänzungen  tri- 
gonometrischer Lehren,  welche  Christian  von  Wolf  (1679 — 1754) 
um  jene  Zeit  gab.  Wolf)  war  Philosoph  imd  Mathematiker,  lehrte 
seit  1703  in  Leipzig,  1707 — 1723  in  Halle,  mußte  aber  1723  wegen 
religionswidriger  Bestrebungen  die  preußischen  Laude  verlassen.  Durch 
Friedrich  den  Großen  1740  wieder  zurückberufen,  wurde  er  zum 
Freihemi  ernannt  und  lehrte  bis  zu  seinem  Tode  in  Halle.  Während 
seines  ersten  Aufenthaltes  daselbst  verfaßte  er  1710  „Anfangsgi'ünde 
aller  mathematischen  Wissenschaften"  in  4  Bänden,  die  eine  wieder- 
holte Aiiflage  erfuhren.  Ein  Auszug  aus  ihnen  fand  1717 — 1772 
zehn  Auflagen  und  war  das  vielgebrauchteste  Lehrbuch  jener  Zeit 
in  Deutscliland.  Außerdem  schrieb  er  für  gelehrte  Kreise  die  „Ele- 
menta  matheseos  universae"  (1713 — 1743)^)  und  ein  „Mathematisches 
Lexikon".  Im  4.  Bande  der  Anfangsgründe  (1711)  spricht  Wolf  in 
der  Einleitung  zu  den  Sinus-  und  Tangenteutafeln  von  einer  Ver- 
einfachung der  Nep ersehen  Regel  für  das  rechtwinklig  sphärische 
Dreieck,  teilt  sie  jedoch  erst  in  der  Ausgabe  von  1717  mit.  Der  von 
ihm  vorgeschlagene  Wortlaut^)  entspricht  genau  jenem,  der  noch 
heute  bei  uns  im  Gebrauch  ist,  so  daß  wir  annehmen  dürfen,  derselbe 
stamme  von  Wolf;  er  wurde  durch  die  große  Verbreitung,  die  die 
„Elementa"  fanden,  allgemein  bekannt.  Den  ersten  Teil  jener  Regel, 
die  er  auch  logarithmiscb  ausspricht,  beweist  er  mit  alleiniger  Ver- 
wendung des  Sinussatzes,  den  zweiten  Teil  mit  der  Tangentenregel 
von  Abü'l  Wafä.  Sonst  ist  von  seiner  Trigonometrie  nur  an- 
zuführen, daß  er  sich  der  Bezeichnungen  Sinus,  Cosinus,  Tangens  und 
Cotangens  bedient  imd  in  den  Proportionen,  in  denen  er  alle  Sätze 
schreibt,  die  nicht  nur  in  Worten  angegeben  werden,  verschiedene  Ab- 
kürzungen verwendet.     Die  Formelschriften  der  Engländer  kennt  er 


1)  Vgl.  Cantor  lU,  2,  270.  —  2)  1743  erschien  noch  eine  Editio  novissima 
zu  Genf.  —  3)  In  der  Ausgabe  von  1717  ist  im  ersten  Teile  die  ebene,  im 
dritten  Teile  die  sphärische  Trigonometrie  behandelt  (p.  137 — 172).  Seite  144 
und  152  stehen  die  beiden  Teile  der  Neperschen  Regel:  ,,Der  Sinustotus  mit 
dem  Cosinus  des  mittleren  Teiles  ist  gleich  den  Sinibus  der  abgesonderten  und 
den  Cotaugentibus  der  anliegenden,  dabei  muß  man  aber  merken,  daß  man  im 
sphärischen  Triangel  für  die  Seiten  AB  und  BC  (Katheten)  die  Komplemente 
zu  90",  in  den  geradlinigen  aber  vor  die  Sinus  und  Tangentes  die  Seiten  selber 
annimmt." 
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ebensowenig,  wie  die  4  Neper sehen  Aualogieen  und  den  Halbwinkel- 
satz.  Auch  ist  in  den  spätem  Aus<jaben  sowohl  der  „Anfau<,;sgi-iinde" 
als  auch  der  „Elenieiita  iiiatlieseos"  keine  Ijomerkeuswerte  Vermehriuig 
der  trigonometrischeu  Hilfsmittel  eingetreten,  obwohl  sich,  wie  wir 
bald  sehen  werden,  dem  Bearbeiter  so  umfang-  und  einflußreicher 
Hilfsbücher  manches  Neue  in  der  Zwischenzeit  dargebcjten  hätte. 
Übrigens  zeichnen  sich  Wolfs  Schriften  durch  übersichtliche  und 
leiclitfaßliche  Darstellung  aus,  worin  jedenfalls  die  Beliebtheit  der- 
selben ihre  Begründung  findet. 

Außer  seinen  umfangreichen  Werken  hat  Wolf  auch  noch  einige 
Abhandlungen  in  den  Acta  Erud.  veröffentlicht.  Wir  weisen  nur  auf 
eiuc  hin'),  in  welcher  er  ilhnlicli  wie  schon  Cavalieri  (S.  37)  eine 
trigonometrische  Methode  angibt,  aus  den  Logarithmen  zweier  Zahlen 
den  Logarithmus  ihrer  Summe  oder  Differenz  zu  finden.  Ist  log  a 
und  log  h  gegeben  und  log  {a  +  h)  gesucht,  so  setze  man  in  dem  bei 
Ji  rechtwinkligen  A  ABC  AB=  Yä,  BC^Yh,  dann  ist  AC=ya  +  b 
und  log  tg  >•!  =  2  log  b  -—  |-  log  a.  Schlägt  man  zu  log  tg  A,  log  sin  A 
in  der  Tafel  auf,  so  folgt  log  sin  A  =  |  log  &  —  v  log  (ffl  +  b),  also 
log  (a  +  &)  =  2  log  sin  A  -f  log  h.  Ebenso  kann  man  log  («'"  -f  i"^) 
aus  log  a'"  und  log  b'"-  bestimmen.  Ähnlich  erhält  man  für  log  (a  —  b) 
=  2  log  cos  C  +  log«,  wenn  man  AC  =  ]/«,  AB  =  Yb  setzt. 

Auf  dem  Standpunkte  der  „Elementa"  Wolfs  stehen  mehr  oder 
weniger  alle  Lehrbücher,  die  in  jener  Zeit  erschienen,  so  z.  B.  Johann 
Friedrich  Weidlers  (1691  oder  liJ92 — 1755)  „Institutiones  mathe- 
maticae",  Vitembergae  1718,  8",  ein  Werk,  das  ebenfalls  sehr  ver- 
breitet war  und  noch  1750  und  1784  vermehrte  Neuauflagen  erfuhr.-) 
Es  bietet  nichts  Bemerkenswertes,  indem  selbst  in  den  spätem  Auf- 
lagen nur  längst  bekannte  Dinge  reproduziert  sind  und  die  alte 
schwerfällige  Schreibweise  beibehalten  ist.  Noch  mekr  gilt  dieses 
Urteil  von  den  „Institutionum  mathematicarum  libri  tres",  Viennae 
1714,  4",  des  Jesuiten  Ernesto  Vols,  die  sich  noch  durch  besondere 
Unübersichtlichkeit  auszeichnen,  und  auch  J.  B.  Wiedeburgs 
(1087—1766)  „Einleitung  zu  den  mathematischen  Wissenschaften"  von 
1726  und  1735,  sowie  seine  „Institutiones  mathematicae"  von  1718, 
wie  endlich  Johann  Andreas  Hegners  (1704 — 1777)  „Elementa 
Arithnieticae  et  Geometi-iae"  von  1739  bewegen  sich,  was  Trigono- 
metrie   anlangt,    nur    in    den   alten   ausgetretenen   Geleisen.     Des   uns 


1)  Acta  Erud.  1716,  p.  257  if.  Er  führt  hier  au,  daß  seine  Regel  einfacher 
sei,  als  eine  von  Muschelius  de  Moschau  in  Ephemeridibus  Academiae  Leo- 
poldinae  Dec.  EI.  A.  IV,  p.  102  gegebene.  —  2)  1727  erschien  sogar  eine  schwe- 
dische Übersetzung.     Vgl,  Bibliotheca  math.  1886,  93 — 94, 
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schou  bekannten  Petersburger  Akademikers  Jakob  Hermann  „Abrege 
des  Mathematiques  pom-  lusage  de  sa  Majeste  Imperial  de  toutes  les 
Russies",  t.  I,  Petersbourg  1728,  enthält  nm-  eine  ganz  kurze  ebene 
Ti-igonometi'ie  und  des  dänischen  Astronomen  Peter  Horrebow 
(1679—1764)  „Elementa  matheseos",  Hafniae  1732  und  1740,  in  welchen 
sich  ebenfalls  eine  ebene  Trigonometrie  findet,  liefern  nur  das  eine  Be- 
merkenswerte, daß  daselbst  der  Tangentensatz  unter  Einführung  jenes 
Hilfswinkels  umgeformt  wird,  den  wir  bei  Thomas  Streete(S. 44)  fanden. 
Ähnlich  stand  es  in  der  ersten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  auch 
in  Frankreich  und  Italien.  In  Frankreich  wurden  noch  Dechales' 
Cours  und  Ozanams  Trigonometrie  fleißig  benützt,  und  die  „Nou- 
veaux  traites  de  trigonometrie  rectiligne  et  spherique"  von  Depar- 
cieux,  die  1741  in  einem  dicken  Quartbande  erschienen,  bieten  einen 
einzigen  halbwegs  neuen  Satz.     Es  ist  dies  unsere  Formel: 

,     A  1  -1  /sin  (s  —  ä)  sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c) 

"2         sin  (s  —  o)      y  sin  s  ' 

die  aber,  wie  alle  daselbst  angegebenen  Sätze,  nur  in  Worten  aus- 
gesprochen   wird    und    zwar    noch    in    Form    der    zwei   Proportionen: 

sin  s  :  sin  (s  •—  c)  =  sin  (s  —  b)  sin  (s  ~  a)  :  x^  und  sin  (s  —  «):>•  =  a; :  tg  —  . 

Deparcieux  benutzt  nicht  einmal  die  Worte  Cosinus  und  Cotangens, 
geschweige  denn  abkürzende  Bezeichnungen  oder  gar  Formeln.  Wert- 
voll waren  nur  die  dem  Werke  angehängten  siebenstelligen  Tafeln 
für  Sinus,  Tangens  und  Secans  für  alle  Minuten  und  die  achtstelligen 
Tafeln  der  Logarithmen  der  Sinus  und  Tangenten  für  Winkel  von 
10'  zu  10'.  Beigegeben  ist  noch  eine  ausführliche  trigonometrische 
Behandlung  der  Gnomonik.  Wenig  mehr  bietet'  des  Professors 
Dominique  Fran^ois  Rivard  (1697—1778)  Werk:  „Trigonome'trie 
rectüigne  et  spherique",  Paris  1750  in  8"  und  1757,  dem  eine  um- 
fangreiche Tafelsammluug  unter  dem  Titel  „Tables  de  siaus,  tangentes 
et  secantes  et  de  leui-s  logarithmes"  1743  vorherging.  Er  verwendet 
zwar  die  vier  Grundfunktionen  und  schreibt  dafür  S,  cos,  T,  cot,  aber 
die  Darstellung  ist  noch  völlig  die  alte,  die  alle  Sätze  in  Worten 
angibt  und  nur  in  Proportionen  rechnet;  imd  obwohl  schon  1748 
Eulers  „Introductio  in  Analysin  infinitorum"  erschienen  war,  weiß 
sich  Rivard  doch  mit  den  Funktionen  der  Winkel,  die  einen  Qua- 
dranten überschreiten,  noch  keineswegs  abzufinden. 

Ebensowenig  Rühmenswertes    können    wii-    über   den   „Cours    de 
mathematique"  von  Camus')  berichten,  und  der  Umstand,  daß  dieses 


1)  Angemerkt  mag  hier  werden,  daß  sich  im  zweiten  Teile  des  vierbändigen 
Werkes  eine  HUfstafel  zur  Berechnung  der  Logarithmen  der  Sinus  auf  13  Stellen 
befindet. 
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Werk  von  1750  ab  eine  Reihe  von  Auflagen  erlebte  (z.  B.  1768  die  4.), 
zeigt,  wie  wir  gleich  hier  bemerken  wollen,  daß  Eulers  Arbeiten  nur 
huigsam  zur  Erii(ihuiig  des  allgemeinen  Niveaus  trigonometrischer 
Kenntnisse  in  Frankreich  beitrugen. 

In  Italien  stand  die  „Universalis  Trigonoinetria"  (Bologna  1705 
in  8")  des  Bologneser  Professors  üemminiano  llondelli  (1652-1735) 
noch  völlig  auf  dem  Standpunkte  Cavalieris  und  wurde  nur  ver- 
faßt, da  des  letzteren  Schriften  vergriffen  waren.  Da  das  Werk 
aber  noch  1760  und  1793  Neuauflagen  erfuhr,  ist  wohl  der  Fort- 
sciiritt   in   Italien   noch   lanyrsanier   gewesen,   als   in   den   Ländern   der 

OD? 

deutschen  Zunge.  Dieses  Urteil  wird  bestätigt  durch  die  Trigono- 
metria  sjihaeriea"  des  römischen  Jesuiten  Roger  Joseph  Boscovich 
(1711 — 1787),  die  1745  in  8"  in  Rom  erschien.  Auch  hier  finden 
sich  noch  die  Definitionen  des  Rhäticus  für  die  6  trigonometrischen 
Funktionen,  und  den  allbekannten  stets  in  Worten  angeführten  Sätzen 
werden  nur  zwei  neiiere  zugesellt,  denen  wir  übrigens  in  der  eng- 
lischen Literatur  bei  Thomas  Baker  begegneten  (S.  48,  dritte  und 
vierte  Gleichung).  Ebensowenig  bringen  Boscovichs  „Elementa  mathe- 
seos",  Romae  1752,  8",  etwas  Neues,  ja  sie  enthalten  sogar  den  falschen 
Satz,  daß  die  sämtlichen  Funktionen  für  Winkel  im  zweiten  Quadranten 
denen  der  entsprechenden  spitzen  Winkel  gleich  seien.  Dagegen 
müssen  wir  auf  eine  graphische  Auflösung  der  6  sphärischen  Funda- 
mentalaufgaben hinweisen,  die  er  in  seiner  „Trigonometriae  sphericae 
constructio",  Romae  1737  in  4"  veröffentlichte.  Die  daselbst  befolgte 
Methode  hängt  mit  jener  des  Analemmas  eng  zusammen,  vereinfacht 
jedoch  dieselbe  nicht  unwesentlich.') 

In  England  erschien  um  jene  Zeit  ebenfalls  eine  Menge  von 
Schriften,  die  teils  die  Trigonometrie  allein  behandelten,  teils  als 
Kompendien  der  gesamten  Mathematik  Kapitel  über  Trigonometi'ie 
enthielten.  Aber  sie  alle  scheinen  Oughtreds  Fortschritte  kaum  zu 
eiTcichen,  geschweige  denn  zu  überbieten.  Leider  kennen  wii-  John 
Goodens^)  „Compendium  trigonometriae  planae  et  sphaericae"  in  8* 
imd  12",  Lüttich,  John  Wittys  „Tractatus  de  sphaera",  1714,  des 
Astronomen  John  Keills  „Elementa  trigonometriae  planae  et  sphae- 
ricae", Oxford  1715,  John  Wilsons  „Principia  trigonometriae  succincte 
demonstratae"  Lugd.  Batav.  8",  1718,  und  endlich  John  Hodgsons 
„Systema  niatheseos",  Londini  1723,  4",  nur  dem  Namen  nach,  da- 
gegen zeigt  uns  der  Umstand,  daß  ein  Buch  wie  William  Haw- 
neys  „The  doctrine  of  plane  and  spherical  Trigonometry"  noch  1725 

1)  Ygl.  hierüber  unsere  Abhandlung  „Zur  Geschichte  der  Trigonometrie 
im  18.  Jahrhundert",  Bibliotheea  math.  Et,  1901,  106—107.  —  2)  Er  lebte  als 
Jesuit  in  Belgien  und  starb  1720.     Quetelet  Histoire  etc.  275. 
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erschemen  koimte  (London  in  S"),  daß  wenigstens  die  Lehrbüclier  in 
der  Tat  Ouglitreds  Standpunkt  noch  nicht  einmal  erreicht  hatten. 
Denn  in  diesem  umfangi-eicheu  Buche  finden  sich  selbst  die  Bezeich- 
nungen für  die  Kofunktionen,  sowie  eine  abkürzende  Schreibweise  der 
Funktionen  nur  ab  und  zu  verwendet,  von  einer  Formelschreibung 
überhaupt  nicht  zu  reden.  Von  dem  eisernen  Bestände  der  alten 
Trigonometrie  verwendet  Hawney  außer  den  bekannten  geometrisch 
gewonnenen  Lehrsätzen  auch  noch  die  Orthogonaljirojektion  der  Kugel 
auf  die  Ebene  eines  größten  Kreises  und  zeigt,  wie  man  mit  ihr 
graphisch  die  Bestimmung  der  sphärischen  Dreiecke  vollziehen  kann, 
und  in  einem  Anhange  gibt  er,  jedoch  ohne  jede  Begründung,  Regeln 
zur  ..arithmetischen"  Auflösung  ebener  Dreiecke  ohne  Tafelbenützung, 
welche  auf  den  Gebrauch  der  uns  längst  bekannten  Fonnel  des 
Snellius  hinauskommen  (I.  Tl.,  S.  242).  Nur  einen  englischen  Schrift- 
steller vermögen  wir  anzuführen,  der  wie  Oughtred  und  Wallis  von 
einer  abküi-zenden  Bezeichnungsweise  ausgedehnten  Gebrauch  machte, 
es  ist  dies  William  Jones,  dessen  „Synopsis  palmariorum  matheseos" 
wir  schon  früher  (S.  80,  Anm.  2)  nannten.  Li  diesem  kleinen  1706 
erschieneneu  Büchlein  gibt  er  eine  Übersicht  der  meisten  bis  dahin 
bekannten  goniometrischen  Formeln  und  Reihen,  indem  er  Sinus  =  s, 
Tangens  =  t,  Secans  =  f,  Sinusversus  =  v  schreibt  und  die  komple- 
mentären Funktionen  durch  Beifügung  eines  Accentes  bezeichnet.  Später 
(1747j  kam  er  in  einem  in  den  P.  T.  (No.  483j  abgedruckten  Briefe  au 
Martin  Folkes  (1690—1754)  noch  einmal  auf  die  Goniometrie  zurück 
und  gab  daselbst  eine  sehr  übersichtliche  „Table  of  the  Relations  of 
Goniometi'ical  Sines",  aus  welcher  er  eine  Menge  von  Formeln  erschloß, 
von  denen  wir  nur  einige  anführen  wollen,  um  den  Charakter  derselben 
zu  zeigen:  Wenn  Ä,  B,  C  irgend  welche  Winkel  sind,  Z  =  A -\- B, 
X  =  A  —  B,  E=\{A  +  B+  C)  und  r  der  Radius  ist,  so  ist  z.  B. 
f  rxv,C-r~X=  s,n-BxsH-A  und  |  rxv,Z-r,C=  sHx sH-G. 
Die  horizontalen  Striche  wurden  damals  ziemlich  allgemein  statt  der 
Klammem  gebraucht!     Ein  anderes  Formelpaar  war  folgendes: 

1 


s«  +  ^  +  y  +  ---  =  S'-  S'"  +S^^S''^ 


s'a  +  ß  +  y  +  ---  =  S-S"+S^-S"''^ +  ■■■>< 


1 


Hier  ist  unter  iS'  das  Produkt  aller  Cosinus  der  Winkel  a,  ß,  y  .  .  ., 
n  an  der  Zahl,  unter  S',  S",  S'"  .  .  .  sind  die  Summen  aUer  Produkte, 
gebildet  aus  je  einem,  je  zwei,  je  drei  .  .  .  Sinus  in  die  übrigen  n  —  1, 
n  —  2,  u  —  3  .  .  .  Cosinus  dieser  Winkel  verstanden.  In  dieser  All- 
gemeinheit erscheinen  die  Additionsformeln  hier  zum  ersten- 
mal.   Eine  ähnliche  Formel  stellt  er  auch  für  tg  (a  -\-  ß  +  y  ■  ■  ■)  auf 
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und  leitet  dann  aus  diesen  Gleicliuugen  die  bereits  bekannten  Formeln 
für  sin  n  u,  cos  n  a,  tg  n  u  u.  s.  w.  ab,  welche  in  verschiedenen  Formen 
geschrieben  werden.  Neu  war  wohl  die  Form  der  Gleichung  ig  na 
=  nt  +  Af'')--  +  Bt-')-^  +  Cfr-''  +  Dt^r-'*  +  ■  •  •,  worin  A 
=  -  w"  +  H  n',     B  =  «1"^  -  nn'"  +  An',    C  =  -  w'"  +  nti^  +  Bn' 

-  An",    I)  =  w^"'  -  MM^"  +  Cn'  -  Bn"  +  An"^  u.  s.  w.    bedeuten, 

während   **   =(o)>   "    ^(s)'   **"'^(4)  u- '^^  ^-  '^''• 

Außer  Jones  ist  noch  ein  Mathematiker  zu  erwähnen,  weniger 
von  Bedeutung  durch  seine  Schreibweise  —  er  bedient  sich  häufig 
der  Abkürzungen  sin.,  co.-sin.,  tang.,  co.-taug.,  die  er  den  Winkeln 
voransetzt,  ohne  jedoch  andere  Formeln  als  Proportionen  zu  schi'eiben 

—  als  durch  einige  Sätze,  auf  deren  praktische  Verwendbarkeit  er  in 
England  wohl  zum  erstenmal  aufmerksam  machte.  Es  ist  dies  Thomas 
Simpson  (1710 — 17(31).  Seine  „Trigonometry  plane  and  spherical" 
erschien  in  erster  Auflage  1748,  uns  liegt  nur  die  zweite  von  1765 
vor,  der  wir  das  Folgende  entnehmen.  Zunächst  bestimmt  Simpson 
die  Zeichen  der  Funktionen  im  zweiten  Quadranten  sämtlich  richtig, 
definiert  sie  aber,  wie  damals  noch  allgemein  gebräuchlich,  nur  als 
Linien  im  Kreise,  dessen  Radius  r  er  in  der  Rechnung  beibehält. 
Die  Sätze  werden  alle  in  Worten  ausgesprochen  und  geometrisch  ab- 
geleitet und  die  Fundamentalaufgaben  mit  nur  wenigen  dieser  Sätze 
abgeleitet.  Dann  fügt  er  aber  noch  einige  „Eigenschaften  der  Drei- 
ecke" hinzu,  die  unser  Interesse  erregen.  So  gibt  er  z.  B.  (61 — 62) 
elegante  geometrische  Ableitungen  jener  beiden  Formeln  der  ebenen 
Trigonometrie,  die  bisher  dem  Astronomen  Moll  weide  zugeschrieben 
wurden.  Allerdings  ist  auch  Simpson  nicht  der  Erste'),  der  sie 
fand,  denn  der  einen  von  ihnen  begegneten  wir  schon  bei  Newton 
(S.  87)  und  beide  werden  wir  vereinigt  und  rechnerisch  abgeleitet 
tiei  Friedrich  Wilhelm  Oppel  (1748)  noch  trefieu. 

Außerdem  enthält  das  Buch  noch  eine  Reihe  anderer  interessanter 

Dreieckssätze;  so  werden  z.  B.  die  Gleichungen  abgeleitet  b  -\-  a:p  —  q 

C       .    B  —  A         ,   j  .      C  B—A  j 

=  cos  Y  :  sm  -— ^ —  und  //  —  f  :  j>  —  (/  =  sin  —  :  cos  — - — ,  wo  a,  o,  c 

die  Dreiecksseiten  und  p  imd  q  die  Abschnitte,  die  die  Höhe  des 
Dreiecks  auf  AB  macht,  bezeichnen.  Dieselben  folgen  direkt  durch 
Verbindung  der  bekannten  Proportion:    li  -\-  (i  :  p  —  q  ^  c  :  b  —  a  im.d 


1)  Sie  scheinen  nämlich  in  der  ersten  Auflage  von  Simpsons  Schrift 
nicht  zu  stehen,  da  sie  Cantor,  dem  die  letztere  vorlag,  nicht  tnvähnt,  Cantor 
III,  2,  533 — 535.  Vgl.  Näheres  über  ihre  Geschichte  in  unserer  Abhandlung  „Zur 
Geschichte  der  Trigonometrie  im  18.  Jahrhundert",  Bibliotheca  math.  II,  1901, 
103—105. 
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einer  analogen  mit  den  beiden  eben  angefülarten  Sätzen.  Ferner  führt 
Simpson  auch  den  schon  von  Streete  und  Anderson  benützten 
Hilfswinkel  (S.  44)  geometrisch  auf  sehr  elegante  Weise  ein  und  gibt 
wie  früher  Cavalieri,  (S.  37j  die  trigonometrische  Auflösung  der 
Gleichungen   2.  Grades,   indem   er   z.  B.  aus  ax  —  x-  =  V,   x    mittelst 

der  beiden  Gleichungen  |  a  :&  =  >•:  sin  9  und  r  :  ig  —-q)^  =  b  :  x  findet. 

Aus  den  Sätzen  über  sphärische  Trigonometrie  endlich  wollen  Avir 
E       nur  die  beiden  direkt  aus  dem  Sinussatze  und  der 
Tangentenregel  abgeleiteten  Formeln  erwähnen: 

tg  — o-  :  tg  — „—  =  tg  -^~  :  tg 


2       ■    o       2  "2  »2 

u nd  sin  («'  +  a) :  sin  (a  —  a)  =  tg  '^  '^-'^ :  tg  ^~~^ , 

wobei  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  ABC  und  ADE  in  Fig.  15 
a  =  BC,  a'  =  I)E,  h  =  AC,  h' =  AE,  und  c  ^  AB,  c  =  AD  bedeuten. 
Wir  wissen,  daß  hervoi'ragende  Mathematiker,  wie  John  New- 
ton, Wallis  und  andere,  schon  am  Ende  des  17.  Jahrhunderts  ab 
und  zu  rechnerische  Ableitungen  komplizierterer  trigonometrischer 
Formeln  aus  einfacheren  versucht  hatten,  systematisch  aber  wurde  die 
algebraische  Rechnung  doch  erst  im  18.  Jahrhundert  in  die  Tri- 
gonometrie eingeführt  und  zwar  durch  den  Jesuiten  Jakob  Kresa 
und  den  Petersburger  Akademiker  Friedrich  Christian  Maier. 
Kresa')  (1649 — 1715)  knüpfte  in  seinem  Werke  „Analysis  speciosa 
Trigonometriae",  1720,  Pragae,  8",  Opus  posthumum,  an  ein  Werk^J 
seines  Ordensgenossen  Hugo  d'  Omerique  au,  das  die  Geometrie 
auf  analytischem  Wege  behandelte,  und  für  das  Kresa  eine  Von-ede 
geschrieben  hatte.  Wenn  auch  seine  Bezeichnungsweise  noch  in 
mancher  Beziehung  schwerfälliger  ist  als  die  der  Engländer,  so  liegt 
doch  in  der  konsequenten  Anwendung  der  Rechnung  ein  unverkenn- 
barer Fortschritt.  Kresa  schreibt  statt  Cosinus  Sinus  secundus  =  S2, 
statt  Cotangens  Tangens  secunda  =  T2,  statt  Cosecans  Secans  se- 
eunda  =  8  2  und  drückt  fast  durchweg  sämtliche  Funktionen  durch 
den  Sinus  aus,  wodurch  seine  Rechnungen  natürlich  kompliziciier 
werden;    den   Sinus    setzt   er   gleich   x   oder  y,  dann   lautet   z.  B.  das 


Additionstheorem      des      Sinus     >S'  =  "^ — — - — 


■") 


1)  In  Mähren  geboren,  lehrte  er  in  Prag,  in  Olmiitz  und  in  Madrid,  wo 
ihm  die  Nobili  in  Menge  zuströmten.  Er  beherrschte  9  Sprachen.  Acta  Erud. 
1721.  —  2)  Analysis  geometrica  sive  nova  et  vera  methodus  resolvendi  tam 
problemata  Geometrica  quam  Arithmeticas  quaestiones,  (iadibus  1698.  in  i".  — 
3j  Vgl.  die  S.  72  Anm.  2  angeführte  Bemerkung  Montuclas,  der  Fr.  Ch.  Maier 
die  erste  Aufstellung  der  Additionsformeln  zuschreibt. 


rtic  Kiitwieklung  d.  Trifjonometrie  im  18.  .Tahrh   bi«  zum  Auftreten  L.  Eulers.     95 

Da  sich  übrigens  Ivresa  auch  zur  Bezeichnung  der  Strecken  in  geo- 
metrischen Figuren  der  Buchstalion  x,  y,  z  u.  s.  w.  bedient,  so  wird  hier- 
durcli  die  Übersichtlichkeit  seiner  Formeln  sehr  beeiuträclitigt.  Um  ein 
Urteil  über  seine  Methode  zu  ermöglichen,  teilen  wir  die  Behandlung 
der  Aufgabe,  aus  der  Basis  HC  =  <;  eines  ebenen  A  ABC,  dem  Gregen- 
winkel  JiA  ( '  und  der  Fläciie  desselben  das  Dreieck  zu  berechnen, 
mit.  Es  wird  sin  BAC  =  a  gesetzt,  cos  BAC  =  b,  BC  =  c,  AB  =  x, 
AC  =  g  und  die  Höhe  AJ)  auf  die  Seite  BC  =  d.  Ist  dann  sin  ABC  =  y, 
dann     folgt    aus    A  ABC    BC  .  .  S  .  BAC  ::  AC . .  S  .  ABC,    oder 

c..a::z.."-^  =  y.  Im  A  ^Z)5  ist  S  .  ABB  . .  AD  ::  S  .  ABB  . .  AB, 

d.  h.    —  .  .  d  ::»•..  x,     also     -^-^   =  d r,     also     axz  =  cdr,     oder 

a  .  .  c  ::  dr  .  .  xz,  also  ist  xz,  A.h..  AB  .  AG  (wofür  er  stets  AB:  AC 
schreibt)  gefunden.     Nun  ist  aber  nach  einer  bekanuten  Analogie: 

r  . .  82  (anguli  BAC)  1) ::  2xz  .  .  xx  -\-  zz  —  cc, 

woraus  sich  xx  -\-  zz  —  cc  und  hiermit  xx  +  zz  ergibt.  Addiert  man 
jetzt  hierzu  das  bereits  bekannte  2xz,  so  hat  man  das  Quadrat  der  Summe 
AB  -\-  AC  und  dui-ch  Subtraktion  erhält  man  das  Quadrat  der  Diffe- 
renz u.  s.  w.  —  Bemerkeuswert  ist  übrigens,  daß  Kresa  die  Engländer 
sehr  wohl  kennt,  denn  er  zitiert  Gas  well,  das  „Lexicum  Technicum" 
von  John  Harris  und  die  „Mathematical  Tables"  von  Richard 
Mount  und  Thomas  Page;  er  ist  also  jedenfalls  durch  das  Studium 
ihrer  Schriften  zum  Teil  auf  seine  Behandlungsweise  geführt  worden, 
nur  hätte  er  etwas  mehr  von  ihrer  weit  besseren  Bezeichnungsweise 
annehmeu  dürfen. 

Einen  weiteren  Fortschritt  machte  die  analytische  Trigonometrie 
unter  dem  schon  mehr  erwähnten  Friedrich  Christian  Maier 
(Mayer),  welcher  ihr  zwei  Aufsätze  im  IL  und  IV.  B.  der  Kommen- 
tarien der  Petersburger  Akademie  widmete.  In  dem  1.  Aufsatze  vom 
Jahre  1727,  der  den  Titel  „Trigonometria"  führt  (p.  12 — 30),  beginnt 
der  Verfasser  allerdings  mit  der  fehlerhaften  Ajigabe,  daß  die  Tan- 
gente eines  stumpfen  Winkels  positiv  sei,  während  er  für  die  übrigen 
Fimktionen  das  Zeichen  richtig  angibt;  ebenso  gibt  er  das  Zeichen 
für  Tangente  und  Cotansente  von  Winkeln  im  dritten  und  für  die 
Cotangeute  von  solchen  im  vierten  Quadranten  falsch  au;  es  fehlt 
ihm  eben  die  Erkenntnis,  daß  beim  Durchgang  durch  das  Unendliche 
ein  Zeichenwechsel  eintritt,  ein  Umstand,  der  übrigens  auch  noch  lange 
nach  Euler  nicht  genügend  gewürdigt  wurde.  Übrigens  ist  Mai  er 
in  Deutschland  der  Erste,  der  überhaupt  von  trigonometrischen  Linien 
solcher  Winkel  spricht,  die  den  zweiten  Quadranten  übersteigen!  Auch 
beeinflussen  jene  Fehler   seine   späteren  Untersuchungen  nicht,   da  er 
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sie  ausdrücklicli  nur  für  spitze  Winkel  anstellt.  Seine  „neue"  Methode 
bestand  nun  darin,  daß  er  sowohl  für  die  Funktionen  einzelner  Winkel, 
als  auch  für  die  ihrer  Summen  und  Differenzen  eigene  Buchstaben 
einführte,  aus  ihnen  Formeln  herstellte  und  mit  diesen  algebraisch 
rechnete.     So  z.  B.  wird  das  Additionstheorem  für  den   Cosinus 

durch  die  beiden  Formeln  ausgedrückt:  und  — ^ — ,  das  für 

T  -\-  t 

die  Tangente  durch  rr  ^rr-^^ 

°  Tt  —  rr 

Besonderes  Gewicht  legt  Mai  er  auf  direkt  logarithmierbare  Formeln 

und  entwickelt  daher  z.  B.  die  folgenden 

5— s  _  c +J7  _  B  _  Jl         S  —  s  _  c+C  _  B         ^  +i  _  e  —  C  _  A 
c~C  ~  S+1-  '~  A^   Q'        ^27r  ""     26     ~  V '        ^2b~  '~  ~¥n~  ~  T  ' 

deren   Bedeutung   erkannt   wird,   wenn   man   beachtet,   daß  iS  =  sin  u, 

C  =  cos  ß,     s  =  sin  ß,     c  =  cos  ß,     B  =  cos  — ^- ,     ^  =  sin  —^—  , 

^  =  tg  "  ~^- ,    ft  =  sin  — ^-^ ,    h  =  cos  — — -     bedeuten.      Übrigens 

werden  diese  Formeln,  die  ihrem  Inhalte  nach  längst  bekannt  waren, 
noch  geometrisch  abgeleitet. 

Die  Einführung  des  bekannten  Hilfswinkels  von  Thomas  Streete 
zur  Berechnung  des  Tangentensatzes  geschieht  dagegen  auf  analyti- 
schem Wege.  Ist  die  kleinere  Dreiecksseite  =  c,  die  größere  =  r, 
t  die  Tangente   der   halben  Summe  der  Gegenwinkel  und  y  die  ihrer 

halben  Differenz,  so  ist  zunächst  nach  dem  Tangentensatz  -^^  =  —  • 
'  o  j.  —  e       y 

Betrachtet    man   jetzt    die    größere    Seite    als   Radius    imd   c    als   den 

Cosinus    eines   Winkels    (.<:),    „den    man    aus    dem    Kanon    bestimmen 

V    I    C        ~  V  V         /  3C  \ 

kann",    so    ist   nach   einer   früheren   Formel    7^^^  ^  TW  >    Vi^  ""  ^o'ö) : 

also   auch  y  =  -^ ,   also  logarithmierbar. 

Der  Cosinussatz  der  sphärischen  Trigonometrie  wird  in  folgender 

Form  geschi'ieben:  „Der  Cosinus  eines  Winkels  =  ~^-= >•;  ist  dieser 

Winkel  =  JS,  so  bedeutet  q  =  cos  b,  C  =  cos  c,  c  =  cos  a,  S  =  sin  c, 
s  =  sin«  in  unserer  Schreibweise.  Indem  nun  Maier  hieraus  sinvers  B 

Ss  +  Cc 

■ n 

=  r ~^- —  =  2  sin^  --,   bestimmt,  findet  er  sin-  —  =  r^ ;r-5 

Ss  2  '  2  2/Ss 

=  r^    „ o     •      Außerdem    bemerkt    er,    daß    aus    dem    Cosinussatz 

sämtliche  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie,  sowohl 
für  das  schiefwinklige,  als  auch  für  das  rechtwinklige  Drei- 
eck abgeleitet  werden  können,  hat  aber  diese  Ableitung  selbst 
nicht  gegeben.    Dennoch  geht  hieraus  hervor,  daß  Maier  seinen  Vor- 
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giiiiLi'cru  iiii  Tiefe  dos  Kiiil)lickcs  in  ilen  Ziisiinimenhang  und  <lie 
Bildung'  der  Koniielu   weit  über  war. 

Diese  seine  Metliode  wendet  Maier  in  dem  zweiten  Aufsatze  1728 
auf  ein  „Problenia  trigonometrico-sphaericum"  au,  wek-lies  lautet: 
„Wenn  zwei  spliiirisclie  Dreiecke  so  in  eiuauderliegen,  dali  zwei  gleiche 
Stücke  sich  decken,  und  anlierdeui  vier  andere 
Stücke  gegeben  sind,  so  können  die  sechs 
übrigen  gefunden  werden."  Er  löst  jedoch  nur 
den  Fall,  daß  in  dem  Dreieck  FZS  (Fig.  16) 
ZP,  -^  SFZ  ='t,^SZF^  cc,  und  in  A  PZs 
■^sPZ  =  t'  und  -^sZP  =  cc'  gegeben  sind 
und  PS  =  Ps  ist.  Die  astronomische  Be- 
deutung der  Aufgabe  ist  unmittelbar  zu  er- 
kennen, wenn  man  beachtet,  daß  P  der  Pol, 
Z  das  Zenit,  S  und  s  zwei  Sternörter  mit 
gleicher  Deklination  sind.     Die  Formel,  zu  welcher  er  gelangt,  lautet 

AM  —  am  ,     .  r>  »^      i  ■     i      nt         l  ■     i' 

y  = ^— ,   wobei  y  =  cos  PZ,  A  =  sin  t,  M  =  ctg  «,  a  =  sin  f , 

ni  =  ctg  K,  C  =  cos  t,  c  =^  cos  /'  ist.  Zur  praktischen  Ausführung 
der   Rechnung   bedient   er  sich  dann  wieder  seiner   früheren  Formeln, 

indem    er   c  —  C  = setzt,    wobei    iV^=sin— "^ — ,   »j  =  sin — — 

bedeutet.  Ähnliche  noch  schwierigere,  wenn  auch  praktisch  wenig 
nützliche  astronomische  Aufo-alien  löste  Maier  unter  beständicjer  An- 
Wendung  seiner  Bezeichnuugsweise  und  der  damit  möglichen  analyti- 
schen Umformungen  im  V.  Bande  derselben  Petersburger  Berichte 
(1730),  und  seine  Methode  fand  auch  Anklang,  indem  sie  von  ver- 
schiedenen Autoren  ähnlicher  Abhandlungen,  wie  von  Daniel  Ber- 
noulli'),  von  Jakob  Hermann'-j  imd  von  Wolfgang  Krafft'j  au- 
gewendet wurde.  Auch  der  berühmte  Fi-anzose  Pierre-Louis  Moreau 
de  Maupertuis  (1G98 — 1759),  der  namentlich  durch  die  Lajjpländische 
Graibnessung  bekannt  wurde,  bediente  sich  in  seinen  Arbeiten,  wie  z.  B. 
in  seiner  „Astronomie  nautique"^)  1751,  der  Schreibweise  Maiers. 

Das  wichtigste  Werk  aber,  in    welchem  diese  Bezeichnungsweise 
angewendet  ist,  ist  unstreitig  die  „Analysis  triaugulorum"  von  Friedrich 


1)  Comiuentarii  Acad.  Petrop.  IV,  1729,  89.  Über  die  Geschichte  des  dort 
behaudelteu  Problems  vgl.  Correspondance  mathem.  et  physique  par  P.  H.  Fuß, 
Petersburg  1843.  II,  319  fl".  Brief  Daniel  Bernoullis  an  Goldbach  vom 
22.  September  1729.  —  2)  Comm.  Acad.  Petrop.  IV,  94.  —  3)  Ebenda  110.  — 
4)  Maupertuis,  Oeuvres  IV,  93  tf.  In  dieser  Schrift  finden  sich  auch  ähnliche 
Diti'orentialbetrachtungen,  wie  wir  sie  bei  Cötes  fanden.  Eine  sehr  interessante 
Biographie  Maupertuis'  hat  Emil  Du  Bois -Raymond,  Leipzig  1893, 
herausgegeben. 

V.  Brauumühl,   üeschiclite  der  Trigonometrie.    II.  7 
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Wilhelm  von  Oppel'),  174G  in  2"  erschienen.  Das  Ziel,  welches 
sich  der  Verfasser  der  Schrift  setzte,  aus  wenigen  geometrisch 
gewonnenen  Sätzen  die  ganzen  Formelsysteme  der  ehenen 
und  sphärischen  Trigonometrie  durch  algebraische  Rech- 
nung zu  entwickeln,  hat  er  tatsächlich  erreicht  und  damit  eine 
Absicht  verwirklicht,  die  vor  ihm  von  keinem  Autor  systematisch 
durchgeführt  worden  war;  allerdings  macht  die  schwerfällige  Be- 
zeichnungsweise die  Lektüre  seines  Buches  keineswegs  zu  einer  An- 
nehmlichkeit. Zunächst  entwickelt  er  die  wichtigsten  goniometri- 
schen  Formeln,  wobei  er  fast  durchweg  den  Cosinus  in  der  Form 
+  ]/«-  —  /-  ausdrückt  {a  ist  der  Sinus  totus,  der  überall  beibehalten 
wird,  und  /"  der  Sinus  eines  Winkels),  das  doppelte  Zeichen  betonend, 
indem  er  richtig  erkennt,  daß  derselbe  im  zweiten  Quadi-anten  negativ 
ist.     Unter  diesen  Formeln  fanden  wir  die  damals  noch  neue: 

U^c^cl^  =  a-  {h  +  (■  +  d)  {b  +  c~  d)  (d  +  h-  c)  {c  +  d  -  h), 
wo  n  den  Sinus  totus,  h,  c,  d  die  Sinus  dreier  Dreieckswinkel  bedeuten. 
An  die  Aufstellung  goniometrischer  Formeln  schließt  sich  die  Entwick- 
lung der  Formeln  zur  Berechnung  ebener  Dreiecke,  bei  deren  Durchsicht 
wir  der  Tatsache  begegnen,  daß  Oppel  bereits  jene  beiden  praktischen 
Formeln  gefunden  hat,  die  man  bis  heute  allgemein  dem  Astronomen 
Mollweide  (S.  87  und  93)  zuschrieb,  und  zwar  gibt  er  sie  in  einem 
Wortlaut  an,  der  sich  völlig  mit  demjenigen  deckt,  unter  welchem 
sie  noch  heute  gelehrt  werden. "j  Die  erste  Regel  lautet:  „Die  Basis 
des  Dreiecks  vei-hält  sich  zur  Differenz  der  Schenkel  wie  der  Sinus 
der  halben  Summe  der  Basiswinkel  zum  Sinus  der  halben  Differenz 
derselben",  und  ähnlich  die  zweite  für  die  Summe  der.  Schenkel.  Seine 
Ableitung  ist  folgende:  Nachdem  er  den  Tangentensatz  {(i-\-}i)  :  (n  —h) 

=  tg  "^-  :  tg  -— —  -  geometrisch  aufgestellt  hat,  berechnet  er  aus  ihm 
sin  "       " ,  resp.  cos  "—^     und  findet  z.  B.  im  ersten  Falle  sin  -   - 


=  {a-b)  sin  ^^-  : ]/(a  +  hf  -  4: ah  sm^  "-^'-'^  =  (a  -  b)  sin  — t"  =  «■; 
nachdem  bereits  vorher  der  Cosinussatz  durch  die  Foi-mel :  c'  =  «^  -f  b- 
—  2 ab  cos  y  =  (_a  -{-  bf  —  iah  sin"  "-~l  bestimmt  worden  war.  Be- 
nützt wird   die  zweite   dieser  Gleichungen  später  zur  Berechnung  der 


1)  Oppel  war  Oberberghauptmami  in  Freiberg  und  lebte  von  1720 — 1769. 
—  2j  Oppel  a.  a.  0.  §  84  und  8.5  p.  18.  Geschrieben  werden  die  Formeln: 
,■  =  (m  —  n)  p  :  AB  und  Ya"  —  v-  =  (»w  -f  n)  ya-  —  p'  :  AB.  Hier  i.st  a  der 
Sinus  totua,  v  der  Sinus  der  halben  Differenz,  p  der  Sinus  der  halben  Summe 
der  Winkel,  /«,  w  sind  die  Schenkel  und  AB  ist  die  Basis. 
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Winkel  eines  Dreiecks,  von  dem  mau  eine  Seite,  die  Summe  der 
beideu  iindorn  und  den  von  diesen  eingesclilossenen  Winkel  kenut. 
Im  Anschlüsse  an  die  Aufstellung  der  Hauptforineln  findet  sich 
(liuui  eine  Reihe  zum  Teile  schwieriger  Drei- 
(•(•ks;iiif'giil)en  l)('haii(lrlt ,  woliei  Oppel  zu 
nnmcluMi  neuen  Kesultaten  kommt.  S((  lieweist 
er  z.  B.  die  Gleichung')  sin  .1,  sin  /)\  sin  (\ 
=  siu  ylj  sin  7/3  sin  To  (Kig.  17),  die  ihn  zur 
Ableitung  des  Satzes  von  Oeva  fülu-t,  und  an  '*' 

einer  anderen  Stelle  findet  er  den  Siinis  eines  Dreieckswinkels  durch 
die  drei   lT('ihen  li,  i,  I;  in   der  eleganten  Form-j: 


«  ]/(-/A;  +  hh  +  hi)  (ik  +  kh  —  hi)  Qii  +  ilc  —  lch)  {kh  +  hi  —  ilc) :  2hi}r 

ausgedrückt. 

Völlig  neu  und  originell  ist  aucli  die  Begründung  seiner  im  zweiten 
Abschnitte  behandelten  sphärischen  Trigonometrie;  er  leitet 
nämlich  die  Fundaiuentalsätze  derselben  aus  dem  Netze  des  zum 
Kugeldreieck  gehörigen  Dreikants  ab.  Wii-  landen  diesen  Gedanken 
schon  bei  Caswell  (S.  47)  und 
R.  J.  Boscowich  (S.  91),  aber 
Oppel  gebührt  unstreitig  das 
Verdienst,  die  Methode  syste- 
matisch durchgeführt  zu  haben. 
Hierbei  verfuhr  er,  um  z.  B.  den 
Sinussatz  abzuleiten,  folgender- 
maßen. Er  klappte  die  beideu 
Seitenflächen  ABE  und  AFJJ 
des  Dreikants  (Fig.  18)  in  die 
Ebene  der  Seiteufläche  AEF  um, 
machte  AH  =  sin.  tot.,  und  kon 
struierte,  wie  aus  der  Figur  leicht  zu  ersehen,  die  Neigungswinkel 
MEß  und  MEß  der  Flächenwinkel  an  den  Kanten  AE,  resp.  AF. 
Ist  jetzt  sin  jö.4i''= /;,  sin  BAE  =  d,  so  ist  BE  :  BF  ==  d :  b,  oder 
Eß  :  Fß  =  d  :  /;;  aber  E ß  :  F ß  =  cosec  ßE3I  :  cosec  ßFM 
=  smßFM:suißE3I,  also  auch  d  :h  =  am  ßFM  :  am  ßE3I,  und 
die  Übertragung  dieses  Satzes  ist  durch  die  vorhergehenden  Erörte- 
rungen evident.  An  derselben  Figur  wird  dann  der  Cosinussatz  für 
die  Seiten  bewiesen.^)  Bezeichnen  wir,  um  die  Sache  übersichtlicher 
zu  machen,  -^BAE  mit  a,  <^  EAF  mit  l,  <^FAB  mit  c,  und 
<fiMFß    mit    u    und   setzen    AB=\,    so    hat   Oppel    schon   in   der 


1)  A.  a.  0.  §  150,  33.   —   2)  Ebenda  §  160,  35.   —  3)  Ebenda  S  '16,  56—57. 
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ebenen   Trigonometrie   die   Beziehung   FM  = r— ; für   das 

°  "  sin  0 

Kreisviereck  EAFM  bewiesen.  Nun  ist  aber  AE  =  cos«,  AF  =  cosc 
und     somit     FM  sin  h  =  cos  a  —  cos  c  cos  &.      Aber    BF  :  F M 

cos  a  —  cosc  cos  ?(  t^  /i       t--  n^  1  AI 

=   sin  c  :  ^^ =  t  ß:  1^  M   =   1   :  cos  a.       Also     cos  « 

sin  0  "^ 

cos  a  —  cos  c  cos  h        ,      ,     , .     y-«..  1 1      •      i  t     i  •  i  i 

= .    ,    . Auch  die  i^alle,  in  denen  die  hier  vorkomineuden 

sin  0  sm  c  ' 

Winkel  teilweise   stumpf  sind,   werden   in  Betracht   gezogen,  und  die 

dann  resultierenden  Zeichenäuderungen  bestimmt,  und  außerdem  wird 

der  Cosinussatz   noch   auf  eine   zweite  Art   aus   einem   anderen   Satze 

abgeleitet.      Endlich    wird    bemerkt,    daß    sich    aus    dem    Sinus-    und 

Cosinussatze   allein  sämtliche  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 

ableiten  lassen,  und  gezeigt,  wie  man  mittelst  des  Supplementar- 

dreiecks  zu  jeder  Formel  eine  reziproke  bilden  kann.')   Daran 

schließt   sich   die   Entwicklung   einer  großen  Zahl   von  Formeln,    und 

es  ist  nur  auffällig,  daß  Oppel  hierbei  nirgends  auf  bequeme  Logarith 

mierbarkeit   derselben   Rücksicht    nimmt ^),   es   kommt   ihm    eben   nur 

darauf  an,  die  Formeln  nach  Möglichkeit  rechnerisch  zu  gewinnen. 

Oppel s  Behandlungsweise,  wie  eine  Menge  seiner  Resultate  sind 
entschieden  originell  zu  nennen,  und  er  hätte  sicher  Nachahmer  ge- 
funden, wenn  nicht  in  des  gi-oßen  Eulers  Arbeiten  auch  hier,  wie 
so  oft,  das  Bessere  der  Feind  des  Guten  gewesen  wäre. 

Bevor  wir  uns  aber  zu  diesem  Manne  wenden,  wollen  wir  noch 
einmal  einen  kurzen  Rückblick  auf  die  Forschungen  werfen,  die  wir 
in  diesem  Abschnitte  besprochen  haben.  Dieselben  gipfeln  in  der 
erfolgreichen  Ausbildung  der  analytischen  Methoden  zur  allgemeinen 
Behandlung  der  Multiplikatious-  und  Teilungsformelri  goniometrischer 
Funktionen,  und  die  Einführung  des  Imaginären  durch  Johann  Ber- 
noulli  und  De  Moivre  eröfPuete  neue  Wege  zur  Lösung  der  Teilungs- 
gleichungen; Lagnys  und  Machins'  Arbeiten  boten  verbesserte  Hilfs- 
mittel zur  Berechnung  der  Zahl  w,  und  das  enorme  Rechentalent 
Sharps  förderte  sowohl  diese  als  auch  die  direkte  Bestimmung  der 
trigonometrischen  Funktionen  aus  den  Reihen  Newtons.  Dazu  kam 
die  Ausbildung  der  praktischen  Interpolationsmethoden  durch  letzteren 
und  seinen  Schüler  Stirling,  Methoden,  welche  von  da  ab  bei  der 
Tafelberechnung  eine  große  Rolle  spielten.  Nicht  so  bedeutend  waren 
die  Neuschöpfungen  in  dem  Gebiete  der  elementaren  Trigonometrie, 
die  nur  durch  wenige  Sätze  ergänzt  wurde,  und  nur  die  allmähliche 
Einführung    der   algebraischen  Rechnung,   teils   durch   Newton  und 


l 


1)  A.  a.  0.  §  77  in  Verbindung  mit  §  32  Sectio  IL  —  2)  So  finden  sich 
z.  B.  die  Neperschen  Formeln  nicht  unter  den  seinigen,  dagegen  eine  ganze 
Reihe  anderer,  die  dasselbe  leisten,  ohne  jedoch  direkt  logarithmierbar  zu  sein. 


•t.   Kapitol.    licoriliard   Kiili-r.  101 

andere  Engländer,  teils  durch  Kresa,  Maier  und  Oppel  deutete  die 
Richtun«^  an,  nach  wek'lier  eine  Vervollkommnung  der  alten  Methode 
erwünscht  und  möglich  war.  In  jiraktischer  Weise  geleistet  wurde 
eine  solche  erst  von  Kulcr,  durcli  dessen  geniale  Schöpfungen  unsere 
Wissenschaft  völlig  umgestaltet  wurde  und  jene  geschmeidige  Form 
erhielt,    in   der   sie  uns  noch  heute  die  vorzüglichsten  Dienste  leistet. 


4.  Kapitel. 
Leoiilianl  Kuler. 

§  1.     Eulers  Verdienste  um  die  Reform  der  Goniometrie. 

Die  beiden  letzten  Drittel  des  IS.  Jahrhunderts  beherrscht  in  der 
Entwicklung  der  mathematischen  Wissenschaften  Leonhard  Eulers 
gigantische  Gestalt.  Alle  Gebiete  mathematischen  Denkens  hat  sein 
schöpferischer  Geist  erweitert  und  vervollständigt,  manche  so  gut  wie 
neu  geschaffen,  manche  und  darunter  vor  allem  unsere  Wissenschaft 
von  Grund  aus  umtrestaltet.  Die  Richtung  seiner  natürlichen  Be- 
gabung  veranlaßtc  ihn  in  erster  Linie,  die  analytische  Form  aus- 
zubilden und  zu  immer  größerer  Vollkommenheit  zu  entwickeln,  und 
in  diesem  allgemeinen  Bestreben  erkannte  sein  Scharfblick  sofort, 
was  im  speziellen  der  Trigonometrie  nottat,  um  sie  geschmeidiger 
und  für  die  praktische  Rechnung  verwendbarer  zu  machen,  nämlich 
eine  ausgebildete  Formelsprache.  In  der  Schöpfung  und 
Vervollkommnung  derselben  liegt  daher  auch  sein  haupt- 
sächlichstes Verdienst  um  den,  wemi  man  so  sagen  darf,  elemen- 
taren Teil  des  uns  interessierenden  Wissenszweiges.  Aber  auch  nach 
anderen  Richtungen  hin  ist  seine  reformatorische  Tätigkeit  von  nicht 
geringer  Bedeutung.  So  verdanken  wir  ihm  die  konsequente  Auf- 
fassung der  trigonometrischen  Linien  als  Funktionen  eines  VV^iukels, 
indem  er  sie  einerseits  als  Verhältnisgrößen  ansah,  aber  auch  un- 
abhängig von  jeder  geometrischen  Deutung  ein  rein  analytisches 
Fundament  für  dieselben  schuf,  ihre  analytischen  Eigenschaften 
untersuchte  und  verwendete.  In  letzter  Linie  endlich  ist  seine  Tätig- 
keit inbezug  auf  die  Kreismessung  und  verwandte  Gebiete  für  uns 
von  Interesse,  da  er  auch  hier  neue  Mittel  imd  Wege  fand  —  und 
zwar  in  fast  unerschöpflicher  Fülle  —  um  zu  beliebig  genauen  nähenmgs- 
weisen  Lösungen  zu  gelangen. 

Bevor  wir  nun  Eulers  Tätigkeit  nach  diesen  verschiedeneu 
Richtungen  ins  Auge  fassen,  wollen  wir  einen  kurzen  Überblick  über 
die  Lebensverhältnisse  dieses  hervorragenden  Mannes  geben. 
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Leonhard  Euler')  wurde  1707  zu  Basel  als  Soliu  des  Geistliclipu 
Paul  Euler  geboren,  der  selbst  eiu  begeisterter  Schüler  Jakob  Ber- 
jioullis  gewesen  war  und  seinen  Sohn,  der  von  ihm  die  Neigung  zur 
Mathematik  geerbt  hatte,  zunächst  selbst  unterrichtete.  Frühzeitig  bezog 
dieser  die  Universität  Basel  und  erlaugte  schon  mit  1(5  Jahren  die 
Magisterwürde.  Sein  Lehrer  in  der  Mathematik  war  Johann  Beruoulli, 
seine  Studiengenossen  waren  des  letzteren  Söhne  Nikolaus  11  und 
Daniel,  die  ihn  an  Alter  um  12,  bezüglich  7  Jahren  übertrafen.  Als 
Katharina  I.  1724  nach  einem  Entwürfe  Peters  des  Großen  die 
Petersburger  Akademie  gegründet  hatte,  wurden  Nikolaus  und  Daniel 
dahin  berufen,  und  als  ersterer  bald  starb,  folgte  ihm  Euler,  eben 
20  Jahre  alt,  als  Adjunkt  für  das  mathematische  Fach  nach.  Doch 
erst  1730,  als  der  uns  schon  bekannte  Schweizer  Jakob  Hermann, 
dann  Bilfinger  und  Daniel  nacheinander  Petersburg  verlassen  hatten, 
wurde  Euler  Mitglied  der  Akademie.  Die  infolge  der  beständigen 
Palastrevolutionen  imd  Throneswechsel  auch  für  die  Akademie  uner- 
quicklichen Verhältnisse  verleideten  ihm  jedoch  seinen  Aufenthalt  so, 
daß  er  1741  einem  Rufe  Friedrich  des  Großen  nach  Berlin  folgte, 
wo  er  1744  Direktor  der  neugestalteten  mathematischen  Klasse  der 
Berliner  Akademie  wurde.  Als  aber  unter  Katharina  II.  eine  neue 
Blütezeit  der  Wissenschaften  in  Petersburg  begann,  kehrte  er  1766 
wieder  dahin  zurück.  Leider  hatte  er  das  Unglück,  noch  in  demselben 
Jahre  vöUig  zu  erblinden,  nachdem  er  schon  1735  das  eine  Auge  ver- 
loren hatte.  Aber  dennoch  arbeitete  er,  unterstützt  von  einem  aus- 
gezeichneten Gedächtnis  und  der  Beihilfe  aufopfernder  Freunde  bis 
zu  seinem  Tode  (17H3)  mit  ungebrochenem  Eifer  fort.  Seine  Schriften 
bestehen  aus  32  Quartbäuden  und  13  Oktavbändeu  selbständiger  Werke 
und  gegen  800  Abhandlungen-),  von  denen  viele  noch  nach  seinem 
Tode  erschienen  —  fürwahr  eine  beispiellose  Fruchtbarkeit,  die  uns 
noch  mit  um  so  größerer  Bewunderung  erfüllt,  als  seine  Tätigkeit 
alle  Gebiete  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  umspannte  und 
übei-aU  Neues  und  Bahnbrechendes  zu  Tage  förderte. 

Was  die  Trigonometrie  anlangt,  so  sehen  wir,  daß  Euler  schon 
frühzeitig  die  Notwendigkeit  erkannte,  sie  in  formaler  Weise  anders 
als  bisher  zu  behandeln,  denn  in  einem  seiner  ersten  Aufsätze  vom 
Jahre  1729')  schreibt  er  den  Cosinussatz  der  sphärischen  Trigono- 
mefefie  für  das  A  ABC  in  der  Form: 


1)  Allgemeine  deutsche  Biographie  \^,  422,  Artikel  von  M.  C  an  t  or.  —  2)  Das 
beste  Verzeichnis  von  Eni  er  s  Schriften  ist  der  Index  operuru  Leonardi  Euleri 
von  Johann  Hagen,  Berlin  1896,  8".  —  3)  Solutio  problematis  astronomici  etc. 
Comm.  Ac.  Petr.  IV,  98. 


Leonhanl  Euler.  103 

, .    ,        008  :  BC  —  coa  :  AB  ■  cos  :  A C 
COS.  anguli  Ä  = -.-„ ^.^ 

iinil   leitet  in   einem   Corollar  daraus  die   l'\)rmel 

cos  :  BC  =  cos  :  AB  ■  cos  :  AC  -{-  cos  Ä  ■  sA B  ■  syl C 
al),  die  wir  in  dieser  Gestalt  bei  keinem  früheren  Autor  finden. 

Also  scliun  hier  ist  der  Sinus  totus  =  l  gesetzt  und  von 
der  spätem  Schreibweise  fehlt  nur  nocli  die  bequemere  Bezeichnung 
der  Seiten  und  die  Abkiirz.ung  „sin"  statt  „s".  Von  dem  hier  mit 
diesen  und  ähnlichen  Formeln  elegant  gelösten  Probleme,  aus  drei 
Sternhöhen  und  den  Diö'ereiizen  der  Beobachtuugszeiten  die  l'olhöhe 
und  die  Deklination  des  Sternes  zu  finden,  gaben  auch  gleichzeitig 
Daniel  BernouUi,  Hermann  und  Krafft  L<)sungen,  bedienten  sich 
aber,  wie  schon  früher  bemerkt,  ijierbei  der  Schreibweise  Maiers. 

Da  übrigens  die  bedeutenderen  Arbeiten  Eulers  über  Trigonf)- 
metrie  einer  weit  späteren  Zeit  angehören,  so  wollen  wir  zunächst 
ein  Bild  von  der  völligen  Umgestaltung  zu  geben  suchen,  welche 
durch  ihn  die  Goniometrie  erfuhr.  Dabei  fassen  wir  den  Begrifi' 
(l(>r  Goniometrie  i)n  weitesten  Sinne  auf,  indem  wir  zu  derselben  nicht 
nur  die  Relationen  zwischen  den  Winkelfunktiouen  rechnen,  sondern 
auch  die  analytischen  Formeln  zur  Berechnung  derselben,  sowie  das 
Multiplikations-  und  Divisionsproblem  der  trigonometrischen  Funktionen. 

Die  goniometrischen  Formeln  im  engeren  Sinne  hat 
Euler  in  seinem  berühmten  Werke  „Introductio  in  Analysin  infini- 
torum",  Lausanuae  1748,  2  Voll,  in  4"  zum  erstenmal  in  der  neuen 
Schreibweise,  die  ganz  der  unsrigen  entspricht,  zusammengestellt. 
Indem  er  nämlich  (Kap.  S,  §  127)  unter  s  einen  beliebigen  Bogen  des 
Kreises  versteht,  „dessen  Radius  beständig  gleich  1  gesetzt  werden 
soll",  schreibt  er  sin.  A  ■  z  oder  sin.  z,  cos.  A  ■  z  oder  cos.  z,  tang.  z, 
cot.  z,  sec.  z,  cosec.  z  (A  =  arcus);  hier  und  da  kommt  auch  in  seiueu 
Schriften  sin.  v  ■  z  für  sinvers  vor.  Euler  hat  weder  in  der  Intro- 
ductio, noch  sonst  irgendwo  die  trigonometrischen  Funktionen  aus- 
drücklich als  Verhältnisse  der  Seiten  des  rechtwinkligen  Dreiecks, 
d.  h.  also  als  Zahlen,  definiert,  aber  für  den,  w-elcher  seine  Schriften 
genauer  kennt,  besteht  dennoch  kein  Zweifel,  daß  er  sie  als  solche 
auffaßte,  denn  an  verschiedenen  Stellen')   finden   sich  direkt  Verhält- 


1)  So  z.  B.  in  dem  Aufsatze  „Annotationes  iu  locum  quendam  Cartesii  ad 
circuli  quadraturam  spectantem",  Novi  Comm.  Acad.  Petr.  VIH,  1760 — 61, 159  ff.; 
femer  auch  in  seinem  Hauptaufsatze  „Trigonometria  sphaerica  universa".  Acta 
Acad.  Petr.  1779,  I,  73.  (Vgl.  die  tUiersetzung  von  E.  Hammer,  Ostwalds 
Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Xo.  73,  ji.  41,  daselbst  steht:  h})=  Ch  ■  sinC, 
Cp  =  Cb  cos  C.)  Wir  können  uns  daher  der  jüngst  ausgesprochenen  Ansicht 
(E.  Haentschel,   „Üljer  die  verschiedenen   Grundlegungen    der  Trigonometrie, 
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nisse  geschrieben.  Auch  war  er  hierzu  schon  dadnrch  rfezwiiii<jen, 
(laß  er  sie  als  Winkelfunktionen  in  die  Analysis  einführte, 
wie  Johann  Beruoulli  die  Logarithmen'),  und  Simon  KlügeP) 
sagt  daher  mit  Tollem  Rechte:  „Nach  der  alten  Ansicht  der  gouio- 
metrischen  Funktionen  waren  es  bloße  Linien,  die  man  unter  sich 
und  mit  dem  Halbinesser  zu  Gleichungen  verknüjjfte  .  .  .,  und  hier 
den  Halbmesser  zur  Einheit  nehmen,  war  nur  Ersparung  im  Schreiben, 
welche  die  Gleichartigkeit  (Homogenität)  der  Glieder  zerstörte.  Nach 
der  neuen,  durch  Euler  eingeführten,  sind  sie  Zahlgrößeu, 
welche  die  Gleichartigkeit  der  Glieder  nicht  aufheben,  -  .  .^) 

Im  §  127  der  Introductio  erwähnt  nun  Euler  zunächst  „als  aus 
der   Trigonometrie    bekannt"    die   Werte   von   Sinus   und   Cosinus   für 

2  =  0,  ~  ar,  -5-,  2a:,  gibt  cos z  =  sin(j7t  —  r),  sin  s  =  cos  (In  —  z) 

und  (sin  zY  -f  (cos  z)'  =  1    an  und  definiert  fang  e  = und  cot  z 

\  y      '    \  /  »  cos  z 

=  ~. —  =7 Dann    teilt    er   im    nächsten   Paragraphen    die   Ad- 

sin  z       tang  z  01 

ditionsfornieln  der  beiden  Grundfunktionen  mit  und  leitet  aus 
ihnen  zum  erstenmal  die  Formeln  für  die  Vermehrung  des 
Argumentes  um  ganze  Perioden  und  Periodenhälften  in  all- 
gemeinster Weise  ab,  denen  er  dann  in  §  129  noch  die  Formeln 
für  sin  •  und  cos  •  (2?/  +  z),  (ßy  +  z),  (4»/  +  z)  beifügt.  Daß  hierzu 
die  Gültigkeit  der  Additionsformeln  auch  für  nicht  spitze  Winkel 
zuerst  hätte  bewiesen  sein   sollen,  hat  er  allerdings  außer  acht   ge- 


Wissenscliaftl.  Beil.  zum  Jahresbericht  des  Köllnischen  Gymnasiums  zu  Berlin 
1900),  Euler  habe,  wie  seine  Vorgänger,  die  trigonometrischen  Funktionen  nur 
als  Linien  betrachtet,  nicht  anschließen.  Daß  er  sie  gelegentlich  auch  als 
Linien  im  Kreise  mit  dem  Radius  1  auffaßte,  daran  besteht  natürlich  kein  Zweifel. 
1)  In  seiner  Abhandlung  ,,Sub8idium  calculi  sinuum",  Novi  Comm.  Acad. 
Petr.  V,  164 — 165  sagt  er  hierüber  ausdrücklich:  „Dadurch,  daß  der  Sinuskalkül 
in  die  Analysis  aufgenommen  wurde,  so  daß  die  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  der 
Winkel  den  Rechnungsvorschriften  wie  die  Logarithmen  unterworfen  sind  und 
ebensolche  algebraische  Größen  darstellen,  hat  die  Analysis  zweifelsohne  einen 
großen  Zuwachs  erhalten  ...  Ebenso  (wie  .Johann  Bernoulli  die  Logarithmen 
zu  analytischen  Größen  gemacht  hat)  glaube  ich  die  Sinus  und  Tangenten  der 
Winkel  zuerst  in  den  Kalkül  eingeführt  zu  haben,  so  daß  man  sie  wie  andere 
Größen  behandeln  und  mit  ihnen  alle  Operationen  ohne  jedes  Hindernis  aus- 
führen kann.  Wenn  dies  auch  nicht  von  großer  Wichtigkeit  scheinen  möchte, 
da  es  hauptsächlich  auf  der  von  mir  in  die  Rechnung  eingeführten  Bezeichnungs- 
weiee  dieser  Größen  beruht  .  .  .,  so  hat  doch  eben  diese  Art  der  Bezeichnung 
nachmals  der  ganzen  Analysis  so  große  Hilfsmittel  verschafft,  daß  dadurch  ein 
fast  neues  Feld  erschlossen  wurde  ..."  —  2)  Wörterbuch  H,  1805,  618.  — 
:i)  Wie  wir  weiter  unten  sehen  werden,  war  S.  Kl ü gel  selbst  der  erste,  der  in 
seiner  „Analytischen  Trigonometrie"  1770  diese  Definition  zum  präzisen  Aus- 
druck brachte. 
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lassen.  Im  §  130  folgen  die  vier  prostbapliäretischen  Formeln  in 
unserer  Schreibweise,  sowie  jene  für  Sinus  und  Cosinus  des  lialben 
Winkels,  denen  sich  im  §  131  die  Gleichungen  anschließen,  durch 
welche  die  Summen  uml  Differenzen  von  sin«  und  sin/*,  cos«  und 
cos  h  in  Prodnktfiirni  dargestellt  werden,  i;  132  Itriiigt  dann  die 
Gleichung 

(cos  X  +  ]/—  1  sin  x)  (cos  y  +  ]/—  1  sin  ij)  =  cos  (,r  +  ij)±:  "j/—  1  sin  (.r  +  y), 
welche  nocli  auf  drei  Argumente  ausgedehnt  wird.  Da  das  Gesetz 
der  Bildung  solclicr  Produkte  sofort  erkennbar  ist,  schließt  er  im 
folgenden  Paragraphen  auf  die  Formel 

^  _  (cos  •  z  -f  y^l  sin  ■  s)"  +  (eos  •  z  —  ]/— 1  sin  ■  z)" 

COS  ■  /('(-■  —  — " — ~ —  •  • — "~' 

und  die  analoge  für  sin  •  nz  und  gewinnt  durch  Entwicklung  der 
Binome  die  bekannten  Ausdrücke  für  cos  ■  nz  und  sin  •  nz  in  Funktion 
der  Potenzen  von  cos  •  z  und  sin  •  z.  Ist  nun  z,  so  fährt  er  in  §  134 
weiter,  ein  sehr  kleiner  Bogen,  so  daß  sin  •  .r  =  r  und  cos  •  ^  =  1  ist, 
und    läßt  man  n  eine  unendlich  große  Zahl  bedeuten,  so  daß  nz  ein 

endlicher  Bogen  v  wird,  so  wird  sin  ■  z  =  z  =  —  und  man  erhält  die 

bekannten  Potenzreihen  für  sin  •  v  und  cos  ■  v.  Es  ist  dies  die 
erste  Ableitung  der  Sinus-  und  Cosinusreihe  ohne  Integral- 
rechnung.   Setzt  man  dann  weiter  v  =  —  90",  so  bekommt  man  die 

Potenzreihen  für  sin  ■  A       90"  und  cos  •  A  —  90",   die  Euler  bis    zur 

11  n         ' 

29.  beziehungsweise  30.  Potenz  fortsetzt  und  ihre  Koeffizienten  auf 
28  Dezimalen  anführt.  Diese  Reihen  hatte  er  übrigens  schon  1739 
in  dem  Aufsatze  „Methodus  facilis  computaudi  augulorum  sinus  ac 
tangentes,  tam  naturales,  quam  artificiales" ')  mitgeteilt,  wie  er  sagt: 
„ut  alios  calculo  tam  taedioso  liberem."   Ebenda  finden  sich  auch  schon 

die  im   §  135  der  Introductio  angefühj-ten  Reihen  für  tang  •  ^ — 90° 

und    cot  •  ^ — 90",    welche    mit    13  stelligen    Koeffizienten    bis    zur 

m 


25.  Potenz  incl.  von     -  fortgeführt  werden,    ohne   eiue  Ableitung  an- 

gegeben.  Auch  in  der  Introductio  erwähnt  er  a.  a.  0.  nur,  daß  man 
sie  durch  Division  der  Sinus-  und  Cosiuusreihen  erhalten  kann,  gibt 
aber  dann  später  (§  198  a  und  198  b)  eine  ausführliche  Ableitung  der- 
selben.    Diese    beruht    darauf,    daß   er   die   Nidlstellen    der  Funktion 

cos  ^  +  tg  -r^  ■  sin  ■„—    sucht    und    sie    mit  Hilfe    derselben    in    ein 

2«  ''2)»  2  m 

unendliches  Produkt  entwickelt.  Indem  er  dann  andererseits  die  Potenz- 


1)  Comm.  Acad.  Petrop.  XI,  p.  191  ff. 
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reihen  für   cos  ~    und    sin  '„—    einfülirt   und    das    nnendliclie   Pro(liikt 

ausmultipliziert,  erhält  er  durch  Gleichsetzen  der  Koeffizienten  gleich- 
hoher Potenzen  tou  x  verschiedene  Reihen,  von  denen  die  erste 

"       f  CT  ^— ^  _| l 1 1  . 

O     O  .,  «2  ».,»      I      Q*.«    «.2    T      OK».2  ...S   "T    '    '    ' 


imn    °  2/i        n*  —  m'        9n*  —  »j*       25 w' 

lautet;  ähnlich  ergibt  sich  die  Reihe 

,     mn       2)4         imn  /         1  1  1  \ 

^^  2 «  ""  m^  n~  U  »*  —  »«'        16  n'  —  m'  "*"  36  n^  —  »T*  +  '  '  7  ' 

Nun  werden  die  einzelnen  Glieder  dieser  Reihen  durch  Division   wie 
der   iu    unendliche  Reihen    entwickelt,    welche    alle    von    den  Formen 

1  -\ — s — h  -s-  +  -o-  +  •  •  •  und   -„-  +  -^-  +  -»-  +  •  ■  ■  sind.  Die  Sunima- 

tiou  dieser  Reihen,  welche  Jakob  Bernoulli  noch  ein  unübersteig- 
liches  Hindernis  zu  bieten  schien,  hatte  aber  Euler  bereits  173-i — 35 
geleistet.  ^) 

In  den  §§  13ß  und  137  der  Introductio  werden  die  Mittel  an- 
gegeben, um  die  vollständige  Berechnung  der  Funktionentafeln  mit 
Zugrundlegwng  dieser  Reihen  zu  ermöglichen.  Hierzu  bemerkt  Euler 
zunächst,  daß  mit  Hilfe  der  schon  seit  Vieta  bekannten  Formeln 
sin  (30»  +  z)  =  cos  z  -  sin  (30"  -  z)  und  cos  (30»  +  z)  =  cos  (30»  -  z) 
—  sin  z  die  Sinus  und  Cosinus  «Her  über  30"  liegenden  Winkel  aus 
denen  der  Winkel  unter  30»  diuch  bloße  Addition  und  Subtraktion 
gefunden  werden  können,  dann    folgert  er  aus  dem  Additionstheorem 

der  Tangente  die  Formeln  tg  2n  = f-s—  und  ctg  2a  =  —- — - — ~ 

^  *  1  —  tg-  a  *'  2 

und  hieraus  für  a  =  30»  -  ?-   tg  (30»  +  2b)  =  ctg  (30°  -  6)  -  tg  (30"  -  ^)  ^ 

Formeln,  mit  denen  sich  auch  die  Cotangenten  und  Tangenten  der 
Bogen,  die  gi-ößer  als  30»  sind,  ergeben. 

Der  nächste  Paragi-aph  138  bringt  die  analytische  Definition 
der  Sinus-  und  Cosinus-Funktioneu  mit  Hilfe  der  Exponen- 
tialfunktion. Wir  sahen  (S.  72),  daß  .Tohann  Bernoulli  bereits  1702 
den  Zusammenhang  zwischen  dem  Arcustangens  eines  reellen  Winkels 
imd  dem  Logarithmus  einer  imaginären  Zahl  entdeckt  hatte.     Euler 

aber  hatte  1740^)  bemerkt,  daß  die  Ausdrücke  -^^ — ^^r  und  — v- . 

sin  1 JT  yfß  tg  (n  y —  q) 

1)  De  summis  serienmi  reciprocanim.  Commentarii  Ac.  Petr.  VII,  123  ff. 
Introductio  §  175.  Johann  Bernoulli«  Aufsatz  üljer  denselben  Gegenstand 
Opera  IV,  20  ist  erst  nach  jenem  Eulers  geschrieben.  Siehe  Con-espondance 
mathem.  von  P.  H.  Fuß  11,  15 — 17.  —  2)  De  seriebus  quibusdam  considerationes. 
Comm.  Ac.  Petr.  XII,  p.  65. 


(llC      IT'flll'll 


Leoiihard 
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Werte 1=~^       u'"^ ^7^~^ —       besitzen.') 


dieser  Zeit  an  scheint  er  sich  näher  mit  der  Sache  beschäftigt  zu 
haben,  denn  am  9.  Dezember  1740  schrieb  er  an  Goldbach*),  er 
habe    das     merkwürdige    Paradoxon     gefunden ,    daß     iler     Ausdruck 


u«,..«.  —  J"  sei,  daß  sein  wahrer  AVert  aber  durch 
cos  39"  42'  51"  52"'  9'^  darj^estellt  werde.  Hieraus  folyt  aber  doch 
im  Zusammenhalt  mit  den  oben  angeführten  Ausdrücken,  die  er  nur 
nach  sin  n-  ]/      r/  und  tg  tc  y—  <l  aufzidösen  brauchte,  daß  er  Ijereits 

e"'  +  e~"  .  c"'  +  e~"'') 

damals  im  Besitze  der  Formeln  cos  c  = und  sin  v  =  —   „  ; — ^  ' 

2  2t 

war.      Auf  die   Ableitung  derselben   aus  den  Ausdrücken 

{'+'^)"+('-°^)'  , .    (■+^r-('-^r 

cos  V  = s lind   sin  v  = zr-. 

2  2> 

für  II  =  oo,  welche  er  in  §  138  der  Introductio  angibt,  scheint  er 
über  erst  durch  eine  Mitteilung  gekommen  zu  sein,  welche  ihm 
Nikolaus  I  BernouUi*)  in  einem  Briefe  vom  13.  Juli  1742  machte. 
Dieser  schrieb  ihm  nämlich''),  er  habe  schon  1728  seinen  Onkel  (Johann 

u        u-\    -^  ^   V      I  ■     I    {yr^P-  + zi)" —  (yi  —  z'  —  zi)" 

B e r  n  o  u  1 1 1 )  mit  der  b  ormel  sin  n  A  ==  — ' „  .    ^' — 

2» 

bekannt  gemacht,  welche  für  z  =  sin  A  und  .,4  =  —  bei  unendlich  großem 

n  übergehe  in  sin  s  = —. ,  und  darauf  hin  teilte  dann 

Eulcr  in  einer  Abhandlung  vom  Jahre  1743*)  ohne  weiteren  Beweis 

die  Formeln  er  =  (\  -\ )     •        und  sin  s  = ~. mit,   aber  erst 

\  «/|n  =  «)  2i 

1)  Diese  Ausdrücke  ergaben  sich  ihm  nämlich  als  Summen  reeller  Reihen, 
woraus  er  schloß,  daß  sie  selbst  reell  sein  müßten,  und  aus  dem  bekannten  Zu- 
sammenhang der  Arcusfunktionen  mit  dem  Logarithmus  ihren  Wert  bestimmte. 
(Vgl.  die  Methode  Eulers  bei  Keiff,  Geschichte  der  unendlichen  Reihen  1889, 
104).  —  2)  Corresp.  mathem.  v.  Fuß  I.  111.  Christian  Goldbach  (1690— 
ITei"!  kam  172.5  nach  Petersburg,  wo  er  Mitglied  und  Sekretär  der  Akademie 
wurde,  1742  trat  er  als  Kollegienrat  in  das  russische  Ministerium  ein.  —  3i  Wir 
schreiben  hier  und  im  folgenden  statt  ]/ —  1  zur  Abkürzung  das  Gaußsche  (.  — 
4^  Nikolaus  I  Bernoulli  war  1687  in  Basel  geI)oren,  von  1716 — 19  Professor 
der  Mathematik  in  Padua,  dann  in  seiner  Vaterstadt  Professor  der  Rechtswissen- 
schaften. Er  starb  daselbst  1759.  —  5)  Corresii.  mathem.  von  Fuß  ü,  683.  — 
6)  De  summis  serienim  reciprocamm  ex  potestatibus  numerorum  naturalium 
ortarum.    Miscellanea  Berolinensia  VII,  177.    —    7j  Cbrigens  hatte  Euler  schon 

1730 — 31  erkannt,  daß  für  z  =  0    -   _    -  =  —  log  x    ist.     Comm.   Ac.   Petr.  V: 

De  progressionibus  transcendentibus,  seu  quarum  termini  generales  algebraice 
dari  nequeunt. 
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in  der  Introductio  stellte  er  hei  de  Formeln  zusammen,  gab  ihre  Ah- 
leitung  und  schloß  auch  noch  die  Gleichungen  t"  =  cos  t;  +  /  sin  t; 
und  6"'°  =  cos«;  —  i  sin  «;  daraus,  und  ein  Jahr  später  (1749)  teilte 
er  auch  die  Definitionen  von  sin  {x  +  iy)  und  cos  [x  +  iy)  mit.') 

In     den     beiden    folgenden     §§     139    und     140    vervollständigt 

„    ,         , .         „  ,  .    ,  ,  1    ,        cos  z  +  i  sin  2 

l'juier  diese  1? ormelgruppe,  indem  er  noch  ^  =  ~.  log -.—. — 

o     1 1    J  2  j       °   cos  z  —  i  sin  5 

1  1  -I-  i  tc  z 

=  — .  log    —~.—^-  ableitet  und  aivs  dem  letzten  Ausdrucke  durch  Ein- 
2  2      °  1  —  1  ig  z 

führung  der  logarithmischen  Reihe  jene  für  den  Arcustangens  und 
hieraus  die  Leibnizsche  Reihe  für    —   gewinnt.     Wie    er    erstere    zur 

4      ° 

Berechnung  von  %  benutzte,  werden  wir  später  sehen. 

Ergänzungen  zu  den  im  8.  Kap.  der  „Introductio"  gegebenen  Ent- 
wicklungen von  Sinus  und  Cosinus  eines  vielfachen  Winkels  nach 
Potenzen  dieser  Funktionen  des  einfachen  Bogens  gab  Euler  6  Jahre 
später  in  dem  Aufsatze  „Subsidiura  calculi  sinuum"^),  indem  er  um- 
gekehrt von  dem  für  positive  ganzzahlige  n  bewiesenen  Moivrcschen 
Satze  ausgehend  cos"  <p  und  sin"  (p^)  durch  Cosinus  und  Sinus  der 
Vielfachen  des  Winkels  ausdrückte.  Er  erhielt  dadurch  die  Glei- 
chungen:^) 

n 
P=  Y 

2"- '  cos" t  =  ^  ("]  cos  (w  —  2|))  f , 

sin*"-'  (/■  =  2  (^"  7  ^)  sin  (in  -  2p  -  Ijt, 

p  =  0 

p=  2  H  —  1 

sin*"-2^.  ^^C—  1)'"+'  C"~  '^)  cos  (4m  -  2  -  2^/)  t, 


2*" 


24» 


24« 


p=3n 
p  =  0 


Oit-i 


i4«  - 


7J  =  0 
p  =  2n  —  i 

p=i)         ^ 


^)  sin  (4n- 3 -2p)  t , 


welche  zunächst  für  ein  positives  ganzzahliges  n  richtig  sind.  Euler 
aber  setzt  skrupellos  n  negativ,  ohne  sich  nur  im  mindesten  um  die 
Konvergenz    oder  Divergenz    der  hierdurch    entstehenden   unendlichen 

1)  Memoires  de  1'  Acade'mie  de  Berlin  1749,  278.  Man  erkennt  aus  dieser 
Darstellung,  daß  weder  Euler,  noch  die  übrigen  deutsehen  Mathematiker  davon 
Kenntnis  hatten,  daß  bereits  1722  Cotes  in  der  Harmonia  uiensurarum  die 
Gleichung  log"  (cos  .-c  -(-  Y —  1  sin.r)  =  x}/ — 1  gegeben  hatte.  (Bibl.  niath.  11, 
1901,442.)  —  2)  Novi  Comm.  Acad.  Petr.  V,  1754—55,  164.  —  3)  Euler  schreibt 
stets  sin  tp"  statt  (sin  qp)".  —  4)  Natürlich  sind  bei  Euler  die  Reihen  in  extenso 
ausgeschrieben. 


Leonhanl   Kuler.  109 

ivcilii'ii  /.u  bekümmern,  obwohl  er  schon  1743  von  Nikolaus  I  Ber- 
ti oulli  auf  die  Notweiuliifkeit  der  Koiiverfrenz-Untersuehunf^en  auf- 
merksam «remacht  worden  war.')  Dadurch  gehuij^t  er  zu  ver- 
schiedenen uiiriclitigen  Kesultaten,  die  wir  hier  nicht  weiter  anmerken 
wollen.  l);iij;e;4iMi  teilen  wir  noch  Jnit,  daß  Euler  sich  aucli  eine 
Reihenentwickluu<f  für  sin'"  (p  cos"  qp  verschafft  und  zum  Schlüsse 
noch  den  Satz  beweist,  daß,  wenn  man  die  Summe  der  Reihe 
Z  =  As'"  +  Bz"'  +  "  -f  CV"  +  -"  -f  •••  finden  kann,  auch  die  Summen 

S  =  A  cos  in(p  -f  B  cos  (»j  -\-  n)  ip  -\-  C  cos  (m  -f  2w)  qo  +  •  •  •, 

T  =  A  sin  i)i(p  -f  JJ  sin  (;h  +  n)  q)  -}-  C  sin  (»»  +  2n)  (p  -\-  ■  ■  ■ 
bestimmt  werden  können,  wozu  er  beifügt,  daß  mit  Hilfe  dieses  Theo- 
rems viele  Reihen  summiert  werden  können,  die  nach  dem  Sinus 
oder  Cosinus  der  Vielfachen  eines  Winkels  fortschreiten.  In  den 
Beispielen,  welche  er  mitteilte,  sind  zum  erstenmal  rationale  Funk- 
tionen des  Arguments  durch  solche  Reihen  ausgedrückt. 

Viele  Jahre  später  (1773  und  177())-)  kam  er  wieder  auf  dieses 
Theorem  zurück.  Da  aber  diese  Betrachtungen  bereits  in  die  Theorie 
der  Darstellung  der  Funktionen  diu-ch  trigonometrische  Reihen  ge- 
hören, die  jenseits  unseres  Planes  liegt,  so  gehen  wir  nicht  weiter 
darauf  ein.') 

Dagegen   wollen    wir    noch    einige  Worte    über   die   Summierung 

der  Reihen  ^^  sin  (s  -|-  /i«)  und  ^^  cos  (,s  -{-  fiu)  hinzufügen,  welche 

fi=0  n  =  0 

Euler  schon  1743  im  VII.  Bande  der  Miscellauea  Beroliuensia  (129  ff.) 
gegeben  hatte,  da  er  sie  zur  Ausführung  gewisser  Integi-ale  brauchte. 
Auch  auf  sie  kam  er  wieder  im  14.  Kapitel  der  „Introductio"  zurück 
(§  258 — 261),  indem  er  sie  als  speziellen  Fall  der  unendlichen  reknr- 

|((  —  OD  U  =  CD 

renten  Reihen  ^^  s"  sin  (s  +  (in)  und  ^  z"  sin  (s  +  jt»)    für  z  =  \ 

fi=0  /(  =  0 

auffassen  zu  dürfen  glaubte  und  ihre  Summen  als  Differenzen  zweier 
in  der  Tat  divergenter  unendlicher  Reihen  erhielt.*) 

1)  Corresp.  math.  v.  Fuß  11,  708—710.  Brief  vom  29.  November  1743.  — 
2)  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  XVllI,  1773,  32  if.  und  Nova  Acta  Acad.  Pelrop. 
VIT,  »7;  erst  1789  nach  seinem  Tode  verötfentlicbt.  Vgl.  auch  ebenda  XI,  1793, 
94  und  114.  —  3)  Vgl.  Näheres  hierüber  bei  lleiif,  Geschichte  der  unendlichen 
Reihen  124 — 140.  —  4)  Etwas  später  als  Euler  behandelten  dieselben  Reihen  auch 
Bossut  in  Me'moires  de  l'Acad.  Paris  1769,  Daniel  Bernoulli  in  Novi  Comm. 
Acad.  Petr.  XVIII,  1773,  Stf.  und  Lexell    ebenda  37  tl'.,  und  letzterer  gibt  hier 

gleichzeitig  mit  Euler  (ebenda  p.  24)  die  Summen  der  Reihen  ^   sinnqp  und 

" =  "  n  =  l 

^   cos    »qp. 
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Diese  üntersuoliinigen  über  die  Funktionen  von  Winkeln,  welche 
iu  arithmetischer  Progression  fortschreiten,  veraiilaßten  ihn  später \), 
auch  die  Beziehungen  der  Funktionen  solcher  Winkel  zu  studieren, 
die  in  geometrischer  Progression  aufeinander  folgen,  wol)pi  er  von 

dem    schon    17?)7    mitgeteilten    Ausdruck-)    s  =  sId  s  sec  4r  sec  ^  •  •  ■ 

O  ^  2  4 

ausging  und  Reihen  erhielt,  die  ihm  auch  zur  Berechnung  von  n 
dienten. 

Eine  große  Rolle  in  Eulers  analytischen  Untersuchungen  spielt 
die  Darstellung  der  trigonometrischen  Funktionen  durch 
unendliche  Produkte,  da  er  durch  sie  in  den  Stand  gesetzt  wurde, 
das  von  Johann  Bernoulli  gestellte  Problem   der  Sumniierung  der 

Reihen  von  der  Form    /^  —,  -  für  ein  positives  ganzzahliges  m  voll- 

ständig  zu  lösen.  Schon  in  dem  Aufsatze  „De  summis  serierum 
reciprocarum"  1734 — 35^)  bewerkstelligte  er  die  Zerlegung  des  Sinus 

in    Faktoren.      Zunächst    betrachtete    er    die    Gleichung    0=1 

-I-  ^* h  •  •  •,  wo  ?/  =  sin  .s   ist,  als  euie  Gleichung  von  uuend- 

'    3!  2/        5!  2/ 

lieh  hohem  Grade  und  zerlegte  sie  mit  Hilfe  der  seit  Moivre  be- 
kannten Periodizität  des  Sinus  in  das  Produkt 

(i-l)(i-i-:.)(i--AJ(i-^-ii)(i-^^-.)-. 

wobei  Ä  den  kleinsten  aresin  »/  bedeutete  und  ^j  noch  statt  jt  ge- 
schrieben war.^j  Aus  dem  Sätze  über  den  Zusammenhang  der  Wurzeln 
einer  Gleichimg  mit  ihren  Koeffizienten  ergeben  sich  dann  die  ein- 
fachen symmetrischen  Funktionen  der  ersteren  und  hieraus  mit  dem 
New  ton  sehen  Satze  auch  die  Potenzsummen  derselben. 

Für  den  Fall,  daß  y  =  sin  A  =  l,  also  A.  =  —  war  (Euler  schreibt 

dafür  q)  ließen  sich  dann  unmittelbar  die  gewünschten  Reihensummen 
durch  Potenzen  von  %  darstellen.  So  ergab  z.  B.  die  Summe  aller 
Wurzeln  die  Leibnizsche  Reihe,  die  Summe  der  Quadrate  derselben 


1)  Opuscula  analytica  Petr.  17«3  in  4",  345.  —  2)  Comm.  Acad.  Petr.  VH, 
234 — 235.  Für  s  =  — ,  welchen  Fall  Euler  zur  Berechnung  von  jr  auf  5  De- 
zimalen benützt,  geht  die  obige  Faktorenfolge  in  die  schon  von  Vieta  gegebene 
über.  (Siehe  I.  Teil,  S.  172).    Euler  leitet  sie  in  den  Opuscula  durch  fortgesetzte 

Anwendung   der  Fonnel    sin  s  =  sin  -~  •  cos  -^  ab.     —     3)  Comm.  Acad.  Petr. 

VII,  123  ff.     —     4)  ir  schreibt  Euler  zum  erstenmal  in  Comm.  Acad.  Petr.  IX, 
165,  von  wo  ab  diese  Bezeichnung  Eingang  fand. 


Ticonliiin)  Kiili-r.  Hl 

71  =  CO 

die  Reihe     >   y: — ;—,,..  =  -—  u.  s.  w.,  und  hieraus  ließ  sich  (hiiiii  auch 

11  =  0 

n  =  oe 

leicht  die  Suninii'  diT   lieiiie  ^     „„,   gowimu'ii.' I     Von  «^rößereiii  iii- 

n—i 

teresse  als  diese  Folfiferungen  ist  aber  i'iii'  uns  die  direkte  Darstellung 
des    Sinus    als    ein    unendliclits    Produkt,    wehdies   Euler    diesen   Ent- 

o3  ^6  (j7 

Wicklungen    anschloß.      Die    Keihe    y  =  s  —     +  ^,  —  y,  +  •  •  •   gibt 

1  —--+,,—  ,.,  +  ■•  ■)  'ii'd  da  die  Bögen, 

deren  Sinus  gleich  Null  sind,  %,  —7t;  2;r,  —27t;  iiTt,  —  ii7t  .  .  . 
heißen,  so  ist  WM-h  dem  gleichen  Prinzip 

«i«-»('-::)('-Ä)(i -,:.)•■ 

Obwohl  Nikolaus  I  BernouUi  Euler  in  zwei  Briefen^)  darauf 
aufmerksam  machte,  daß  diese  Ableitungen  keineswegs  einwandfrei 
seien,  indem  weder  die  Konvergenz  der  Siuusreihe  bewiesen  sei,  noch 
die  Sätze  über  Gleichungen  von  endlichem  Grade  sich  unmittelbar 
auf  einen  unendlich  hohen  Grad  ausdehnen  ließen,  so  hat  doch  Euler 
diese  Schlußweise  auch  später  beibehalten;  so  in  zwei  Aufsätzen  von 

1740   und  1743^),   wo   er   unendliche  Produkte   für  sin  —  7t,   cos  -    7t 

herstellte,  als  auch  in  der  „Lntroductio",  wo  ebenfalls  die  Potenzreihen 
als  Gleichungen  von  unendlich  hohem  Gi-ade  aufgefaßt  wurden.  Doch 
hat  er  in  dem  letzteren  Werke  die  Aufstellung  der  Produktentwick- 
lungeu  in  der  Weise  modifiziert,   daß  er  zunächst  die  hyperbolischen 

Funktionen    — ^ —    und      — _, —   in  Produkte   zerspaltete  und  dann 
für  ,/    xi  setzend  zu  den  trigonometrischen  Funktionen  überging.^) 
Setzte  er  dann  im  speziellen  x  =  ^— ,  so  ergaben  sich  die  Faktoren- 


1)  Daß  Euler  und  nicht  Johann  Bernoulli,  der  ebenfalls  von  der  Pro- 
duktzerlegung ausging,  der  Entdecker  dieser  Reihensummen  ist,  hat  Eneström 
festgestellt:    Bibliotheca  math.  1890,  22—24.     Siehe  auch  Anmerk.  1  Seite  106. 

—  2)  Brief  vom  24.  Oktober  1742.  CoiTesp.  math.  (Fuß)  IT,  601  und  vom 
G.  April  1743,  ebenda  701 — 702.  Einen  Einwand  gegen  die  Exaktheit  von 
Eni  er  3  Beweis  für  die  Produktzerlegung  erhob  auch  Pfaff  und  gab  eine  andere 
Methode    an.     Versuch    einer   neuen   Summatiousmethode,  Berlin   1780,  87 — 90. 

—  3)  Der  erste  führt  den  Titel:  „De  seriebus  quibusdam  considerationes." 
Comm.  Acad.  Petrop.  XII,  1740,  53 if.:  der  zweite:  „Theoremata  circa  reductionem 
integralium  ad  quadraturam  circuli".  Miscell.  Berol.  VII,  91  ff.  —  4)  A.  a.  0. 
Kap.  9,  §  155.  Der  Gedankengang  dieses  Beweises  rührt  übrigens  von  Niko- 
laus Bernoulli  her,  welcher  ihn  Euler  in  einem  Briefe  vom  24.  Oktober  1742 
angab,  Correspondance  11,  692 — 694. 
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darstellunoren   von   sin  —^   und   cos        ,   denen  sicL  noch  zwei  andere 

zugesellten,  wenn  man  n  —  m  statt  ni  schrieb  (§  184),  und  aus  ihnen 
folgten  entsprechende  Darstellungen  der  andern  vier  Funktionen  (§  186), 
sowie   bequeme   Reihen   zur   Berechnung   der  Logarithmen   der   Sinus 

und   Cosinus   von   —  90",    die    Euler    bis    zur    30.,    beziehungsweise 


38.  Potenz  von  —  fortführte  und  die  Reihenkoeffizienten  auf  20  Dezi- 

n 

malen  berechnete. 

Auch  das  Multiplikations-  und  Teilungsprobleni  der  tri- 
gonometrischen Funktionen  behandelte  er  in  der  „Introductio"  (Kap.  14) 
eingehend,  indem  er  zunächst  die  von  Newton  (S.  08)  und  Jakob 
Bernoulli  (S.  70)  bereits  gegebene  Gleichung  n.  Grades  (m  ungerade) 
aus  dem  Additionstheorem  herstellte  und  das  Gleichimgspolyuom  in 
«  Faktoren  zerlegte  (§  237).  In  ähnlicher  Weise  verschaffte  er  sich 
dann   auch   die   Gleichung   für   ein    gerades   n,  quadrierte   sie,  um  sie 

rational  zu  machen,  und  fand  die  2»?  Wurzeln  +  sin  ^,  +  sin  ( z\ , 

+  sin  (- z) ,   +  sin  ( s)  •  •  ■;  endlich  stellt  er  ebenso  cos  tiz 

durch  das  Produkt  der  Wurzeldifferenzen  dar. 

Für  die  Tangente  ergab  ihm  dasselbe  Verfahren,  das  schon  10  Jahre 
früher  J.  Mach  in  angewendet  hatte,  die  (S.  74)  von  uns  mitgeteilte 
Gleichung,  die  ihm  dann  die  Teilungsgleichung 

n  -  1  _  Jll-  -  "("-^)''''    I    n{n-l){n-2)t'  /,  _  t„  ,, 

^  "  '^         tg  nz        l--2-tgnz'^         l-2-3ignz        -^  '  '  '  (.^  -  ^g  ^) 

mit  den  Wurzeln  tg  ^,  tg  ( z) ,  tg  ( -"-    —  z)  ■  • .-,  n  an   der  Zahl, 

lieferte  (§  249 — 250).  Später')  kam  er  nocheinmal  auf  diese  Zer- 
legung zurück,  indem  er  sie  von  einem  andern  Gesichtspunkte  aus- 
gehend wieder  herstellte. 


§  2.     Methoden   zur   Berechnung   der   Zahl  n   und   zyklometrische 

Untersuchungen. 

Was  das  Problem  der  Kreisquadratur  anlangt,  so  hat  ihm  Euler, 
wie  nicht  anders  zu  ei-warten,  seine  volle  Aufmerksamkeit  geschenkt, 
sei  es  daß  er  ReihendarsteUungfen  der  Zahl  jt  gelegenthch  bei  seinen 
zahllosen  analytischen  Untersuchungen  fand,  sei  es  daß  er  direkt  auf 
eine  möghchst  praktische  Berechnung  dieser  Zahl  ausging.  Dabei 
war  er  keineswegs,  wie  Gregory  und  andere,  von  der  Unmöglichkeit 


1)  De  multiplicatione  angulorum  per  factores  expedienda  1776.    Nova  Acta 
Acad.  Petrop.  V,  1787. 
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cirr  Ii(isimif  des  l'nihlems  überzeugt,  indem  rr  ciiinial  ganz  richtig 
Ijemerkte'),  i'^li  bislicr  jii  noch  kein  Beweis  i'ür  die  Irrationalität 
von  7t  erbraclit  sei.  In  dem  Berichte  über  die  vielen  Arbeiten  des 
großen  Analytikers,  die  sich  auf  die  hier  einschlägigen  Fragen  be- 
ziehen, müssen  wir  uns  jedoch  große  Beschränkung  auferlegen,  da 
dieses  Gebiet,  so  interessant  es  ist,  erst  in  zweiter  Linie  in  den  Plan 
unseres   Werkes  gehört. 

Schon  in  Eulers  erstem  Aufsatze  über  die  Reihenlehre  von 
1730':U'-)  findet   sich   die   Produktformel  von  Wallis  (S.  59)  als  ein 

spezieller  Fall    I«  =  i)   des    iu   der  Form      ,— ; •    ~  -,         • —ir-, 

'^  v2/  l-)-n2-|-«3-|-»t 

4* "  "  •  5" 
■         ,    ^  •  ■  •  geschriebenen    allgemeinen    Termes    der    Reihe    1+2! 

+  3!  +  ■  •  ■  >;!  +  •  •  •    erkannt,   und    die   Betrachtungen    über   die  Beta- 

uud  (ianmiafunktionen,  welche  er  hier  zum  erstenmal  anstellt,  liefern 

1 

iiim  für  denseli)en  Ausdruck  das  Integral    /  rfa;)/— log  a;  =  |  |/ä;  zu- 

0 

gleich  gibt  er  in  einem  Briefe  vom  17.  Oktober  desselben  Jahres  an 
Goldbach^j  den  jedenfalls  aus  diesen  Betrachtungen  hervorgegangeneu 

Näherungswert  ;r  =  4  (1  +  „)  ,_^^-^^^---^-^-^_  Kö^TT^'   welcher 

um  so  genauer  ist,  je  gi-ößer  «  gewählt  wird.  Dann  aber  finden  sich 
in  Abhandlungen  von  1734/35,  1740  und  1743^).  auf  welche  wir  uns 
schon  früher  bezogen  haben,  aus  den  Produktentwickluuaeu  der  trigono- 
metrischen  Funktionen  jene  Fonnelu  für  die  l'otenzen  von  it  abgeleitet, 
die  sich  als  unendliche  Potenzsummen  der  reziproken  Werte  der  natür- 
lichen Zahlen  darstellen.  Diese  Formeln,  wurden  unter  Beifügung  älmlicher 
Reihen  auch  in  der  „Introductio"  wiedei-holt  (Kap.  9,  §  16!^ — l'^'J)> 
aber  auch  die  Faktorenfolge  von  Wallis  und  eine  Reihe  ähnlicher 
Ausdrücke  ftudeu  sich  hier  (§  185)  angemerkt,  indem  sie  sich  direkt 
aus  jenen  Produktentwicklungen  ergeben. 

Ebenso  enthält  ein  Aufsatz  vom  Jahre  1737°)  eine  Menge  von 
Reihen  und  Produktentwicklungen  für  sr,  welche  zum  gi'ößten  Teile 
aus  Primzahlen  gebildet  sind;  so  z.  B.  leitet  dort  Euler  die  merk- 
würdige Formel  ab: 

o«      .j«       ,n       „n       t-.n  -111 

l  +  i  +  :i  +  ^  +  --. 


(2"  — 1)(3''— 1)(5"— 1)(7"— l)(ll''— !)•■•  2"        3"        4" 


1)  Considerationes  cyclometricae.  Novi  Comm.  Acad.  Petr.  X\l,  1771,  169. 
—  2)  Comm.  Acad.  Petr.  1730— 31,  V,  36—57.  —  3)  Correspondance  math.  (Fuß) 
I,  47.  _  4)  Comment.  Acad.  Petr.  VE,  123—134  und  XII,  53  ff.  Miscellaiiea 
Berolin,  VII,  91  ff.  und  172  ff.  —  5)  Variae  observationes  circa  series  infinitas. 
Comm.  Acad.  Petr.  IX,  160  ff.  Auch  „Introductio",  Kap.  15,  §  -288-295  und 
Brief  an  Goldbach  vom  5.  Aug.  1752.    CorrcHpondance  math.  (Fuß)  I,  576 — 578. 

V.  Braunmühl,   Geschichte  der  Trigonometrie.    II.  8 
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die  ihm,  da  er  die  Reihe  rechts  für  gerade  n  bereits  summiert  und 
dafür  /l„  "  i^Ni  gefunden  hatte  ^),  eine  Menge  neuer  Produktentwick- 
lungen für  jr  bot.  In  dem  gleichen  Jahre  leitete  er  in  einem  Auf- 
satze  über  Kettenbrüche -j  Lord  Brounckers  Darstellung  von  x 
ab  (S.  59)  und  gab  auch  Kettenbruchentwicklungen  für  e,  Ye, 
2' iVe  —  l)  u.  s.  w.  Aber  auch  die  Methode  Machins  (S.  80)  zur 
Berechnung  von  n:  griif  er  hier')  wieder  auf  und  erweiterte  sie  wie 
folgt.  Zunächst  ist  zu  bemerken,  daß  Euler  für  „arctg"  die  Bezeich- 
nung A.  t.  einführte,  für  die  er  dann  später  beständig  A.  tang.  schrieb.*) 
Ebenso  bezeichnete  er  die  übrigen  zyklonietrischen  Funktionen,  indem 
er  den  trigonometrischen  ein  A.  vorsetzte;  diese  Bezeichuungsweise 
markierte  auch  ganz  gut  den  Charakter  der  Umkehrfunktion,  da 
Euler  tang  Ä  ■  z,  sin  ^  •  0  u.  s.  w.  zu  schreiben  gewohnt  war. 

Aus   dem  Additionstheorem   für  die  Tangente   leitet   er  dann  die 

allgemeine  Formel  ab  A  ■  t    —  =  A  ■  t  ■  —, \-  A  ■  t  ■    ,  ,     — rr  und 

führt  darin  spezielle  Zahlenwerte  für  j)  und  q  ein,  dadurch  erhält  er, 
die  Arcustangens-Reihe  benützend,  Machins  und  andere  bequeme 
Formeln  zur  Berechnung  von  sr  mittelst  rationaler  Tangenten.    Darauf 

entwickelt  er  die  allgemeinere  Gleichung  A-t  —  =At 7-   +  A-t- 

°  "  y  ay  -\-  X  a 

und  aus  dieser  successive  die  unendliche  Reihe  A  ■  t  ■—  =  A- 1     " — ; — 

y  ay  +  x 

+  A  ■  t  ■     ~  °  +  A  ■  t  ■  4^  T  +  •  •  •,  die  z.  B.  für  —  =  1,  «,  fc,  c  ■•  • 
ah  -\-\  c6  +  1  '  y  ?     '    ' 

gleich  den  ungeraden  Zahlen  der  Zahlenreihe: 

^^A-t.\  +  At-^^  +  A-t.^^-^A-i.^^+-- 

liefert. 

Später^)  kam  er  noch  einmal  auf  diese  Reihe  zurück  und  leitete 
aus  ihr  eine  Unzahl  anderer  ab,  die  ihm  im  speziellen  wieder  Reihen 
für  TC  ergaben. 

Im    Jahre    1739    erschienen    zwei   Aufsätze^)    aus  Eulers  Feder, 


1)  Die  Faktoren  X^  hängen  von  den  sogenannten  Bernoullischen  Zahlen 
ab,  die  Jakob  Bernoulli  in  seiner  Ars  conjectandi  (nach  seinem  Tode  von 
seinem  NeiFen  Nikolaus  I  Bernoulli  1713  veröffentlicht)  p.  96  gegeben  hatte. 
—  2)  Comm.  Acad.  Petr.  IX,  1737,  100,  —  3)  De  variis  modis  circuli  quadra- 
turam  numeris  proxime  exprimendi.  Ebenda  222.  —  4)  Nova  Acta  Erud.  1744, 
315  steht  A.  tag.  —  5)  De  progressionibus  arcuum  circularium  quorum  tangentes 
secundum  certam  legem  procedunt.  Novi  Comm.  Acad.  Petr.  IX,  1762 — 63, 
40 — 52.  J.  F.  Pfaff  hat  1797  eine  ausführliche  Abhandlung  über  solche  Reihen 
geschrieben:  Disquisitiones  Analyticae.  Helnistadii  in  4"  I,  1 — 132.  —  6)  „De 
productis  ex  infinitis  factoribus  ortis"  und  ,,De  fractionibus  continuis"  in  Comm. 
Acad.  Petrop.  XI,  3  und  32. 
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wolclie  Untersu('liuiio;pn  über  die  Betafunktionen  enthielten,  die  teils 
in  uiieiidliehe  Produkte,  teils  in  Ketteiibrüche  entwickelt  wurden  und 
<felef]fentlieli  zu  neuen  Darstellunj^en  von  jt  Anlaß  j^aben,  und  der 
gb'icile  Band  der  Petersl)urger  Komnieiitarien  enthält  einen  dritten 
Aui'satz '):  „Consideratio  proirressiouis  cujusdain  ad  circuli  quadra- 
turani  inveniendam  idonea",  in  welchem  zum  erstenmal  eine  halb- 
konvergente  Reihe  auftritt,  ileren  er  sich  ebenfalls  zur  Berechnung 
von  7t  bedient. 

Ferner  existieren  noch  einige  posthume  Arbeiten  Eulers,  in 
welchen  er  ebenfalls  darauf  ausgeht,  eine  möglichst  rasch  konvergente 
Heilienentwieklung  für  ;r  zu  erhalten.  In  der  einen  von  1779-)  bildet 
er  die  Abgeleiteten  der  Arcustangens-Keihe  und  stellt  zwischen  ihnen 
ein  Rekursionsgesetz  her,  welches  ihm  schließlich  die  Reihe 

liefert.  Führt  man  diese  Reihe  in  die  Gleichung  %  =  20  arctgy  +  8  arctg.^^ 
ein,  so  ergibt  sich  die  Entwicklung: 

'^  =  ro  (i  + 1  Goo)  +  3V5  (lüo)'  +  ■  ■  ■) 

30330    /  2    /    1«    N         ^4  /    U4_n2  ^ 

^  100000  \     ^   3   VlOOOOO/    '3-5  VlOOOOO/     ^         /  ' 

welche  allerdings  sehr  rasch  zum  Ziele  führt.  TTbrigens  war  Euler 
nicht  der  Erste,  der  diese  Darstellung  von  %  verötfeutlichte,  vielmehr 
teilte  sie  bereits  drei  Jahi*e  früher  Charles  Hutton  der  Royal 
Society  mit.^) 

In  einem  anderen  Aufsatze  vom  Jahre  1779^)  bildete  Euler  die 
leicht  zu  beweisende  Gleichung 


1)  Comm.  Acad.  Petrop.  XI,  116 — 127.  Die  ganze  Kechuung  findet  sich 
bei  Cantor  III,  2,  672 — 674  mitgeteilt.  Euler  erhielt  mit  seiner  Reihe  jt  auf 
15  Dezimalen  richtig  Vgl.  über  diese  Art,  nr  zu  bestimmen,  auch  den  Brief 
Eulers   an   Goldbach   vom   9.  April  1743.     Corresp.  math.  (Fuß)   I,  220—222, 

TT 

sowie   den   Brief  vom    2S.  Mai    1746,    wo   er  die   Reihe  —  =  arctg  i,  -\-  arctg  ^ 

vorschlägt.  —  2)  Investigatio  quarundam  serierum  etc.  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  XI, 
1793,  133  ff.,  gelesen  am  7.  Jimi  1779.  In  einem  andern  posthumen  Aufsatze, 
der  erat  1862  veröffentlicht  wurde  (Opera  posthuma  L.  Enleri.  P.  H.  Fuß  et 
Nie.  Fuß  I,  288),  wird  dieselbe  Reihe  noch  auf  einem  etwas  anderen  Wege  ab- 
geleitet. Er  sagt  dort,  daß  er  mit  ihr  in  Zeit  von  einer  Stunde  it  auf  20  Dezi- 
malen berechnet  habe.  —  3)  Philosophical  Tr.  1776,  476.  Später  wurde  dieselbe 
Reihe  für  arctg  t  auf  anderem  Wege  abgeleitet  von  James  Thomson  in  Edin- 
burgh Philosophical  Trans.  V,  1840,  217 — 223  und  dann  wieder  neu  gefunden 
von  De  Morgan  in  Cambridge  Trans.  XI,  1866,  232,  sowie  von  Blissard  und 
Frisby.  Vgl.  hierüber  J.  W.  L.  Glaisher  in  Messenger  of  Mathem.  11,  1873, 
119  tf.  —  4)  Gelesen  am  17.  Juni  1779,  Nova  Acta  Petrop.  XI,  1793,  lüO. 

8* 
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arctg  - 

ö  0 

entwickelte   diese  Integrale   in   Reilien ,    setzte  x  =  ~   und    x  =  -    und 

o  '24 

.1  1  .  . 

erhielt  dadurch  Reihen  i'ür  arctg     und  arctg  -,  welche  in  die  Gleichung 

TT  1  1  - 

-—  =  2 arctg  -  +  arctg       eingeführt,    ebenfalls    einen    zur   Berechnung 
von  7t  praktischen  Ausdruck  lieferten. 

Aber  Euler  war  nicht  nur  bestrebt,  neue  Mittel  zur  näherunss- 
weisen  Lösung  des  Problems  der  Kreismessung  zu  finden,  er  inter- 
essierte sich  auch  für  die  Versuche,  die  in  früherer  Zeit  gemacht 
worden  waren,  und  suchte  sie  mit  den  von  ihm  geschaffenen  analy- 
tischen Hilfsmitteln  näher  zu  beleucliteu.  So  hat  er  sclion  1730  in 
einem  Briefe  an  Goldbach')  die  Methode  des  Gregorius  a  St.  Vin- 
cent i  o  (S.  58)  in  eine  Foimel  umgesetzt,  welche  lautet  ^  =  },„, — -~^  , 
^'      i/  o  7  fi         2(2 A —  1)  ' 

log  it 


t 


A  =  l—j  .  Dieser  Ausdruck,  sagt  er,  nähert  sich  an  ^|  an  „et  si 
vera  esset  (nämlich,  daß  der  Ausdruck  den  Kreis  exakt  quadrierte), 
magnum  sane  esset  inventum".  Außerdem  fand  er  bei  Cartesius 
eine  Kreisrektifikation,  die  ilm  zu  einer  äußerst  interessanten  Ab- 
handlung veranlaßte.  - ) 

Descartes  stellt  sich  das  Problem  (Oeuvres  Ed.  Cousin  XI, 
442 — 443),  einen  Kreis  zu  konstruieren,  dessen  Umfang  gleich  dem 
eines  gegebenen  Quadrates  ist.     Hierzu  legt    er    an    das  Quadrat    hf 

(Fig.  19)  das  Rechteck  cg,  dessen  vierte  Ecke  ff 
auf  der  Diagonale  liegt,  und  dessen  Fläche 
gleich  I  des  Quadrates  ist,  an,  an  dieses  wie- 
der ein  Rechteck  dh  =  |  des  vorhergehenden, 
U.S.W.  Dadurch  gelangt  er  schließlich  zu  einem 
Grenzpunkt  x,  der  so  liegt,  daß  ax  gleich 
dem  Durchmesser  des  gesuchten  Kreises  wird. 
Dabei  gibt  er  an,  daß  ah  der  Durchmesser 
des  dem  Quadrate  eingeschj-iebenen  Ki-eises, 
ac  der  Durchmesser  des  dem  Achteck  ein- 
geschriebenen, rtf/ jener  des  dem  Iß-Eck  eingeschriebenen  Kreises  u.  s.  w. 
ist,  so  daß  endlich   ax    der  Durchmesser    des    dem   Polygon   mit   un- 

1)  Corresp.  math.  (Fuß)  I,  24.  2)  ist  hier  die  Peripherie  des  Kreises,  dessen 
Durchmesser  d  ist.  —  2)  Annotationes  in  locum  quendam  Cartesii  ad  circuli 
quadraturam  apectantem.  N.  Comm.  XUl,  1760 — 1761,  157  if.  —  Später  gab  einen 
Beweis  dieser  Konstruktion  auch  Fr.  de  Tuschio  a  Fagnano.  Acta  Erudi- 
torum  1771,  406—418. 


Fig.  19. 
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eiullicli    vielen    Seiten    eingeschriebenen    Kreises,  il.  li.    rl^r    gesuchte 
IVTisdurchmPSspr    selbst    wird.      Etiler     beweist    nun    /.uiiächst    die 

lÜL'btigki'it   dicKur  Koiistrulction   uii<l    leitet  dann  aus    ihr  die  Formel 

*S  I  +  -j  *S  "  +  I  tg  fe  +  s  *g  slj  +  •  •  ■  =  l    a'^-  I^'ese    Reihe    gibt 

iliiii    iihcr   sofort   Veranlassung,   die    Summe   der  allgemeineren   lieihe 
1  .      «p    ,    1 


^K  7'    I"  .,  ^n  \,   +  4  *■!?  T  +  • "  •  ''"  suehen,  die  er  aucli  leielit  in  der  Form 
—  2  ctg  2(p    findet.     Aus    dieser  Gleichung    wird    dann   eine  Menge 

anderer  Reihen  abgeleitet  und  dabei  auch  die   Faktorenfolge 

2qp  ,      /  CD  w  w         \ 

-.  -;,  -  =  1  :    cos  w  cos  -—  cos  —-  cos  ^  ■  •  • 

gewonnen,   die   im   speziellen    für   cp  =  ~  jene    schon    von    Vieta    in 

etwas  anderer  Gestalt  gefundene  Beziehung  liefert  (1.  Tl.  S.  172.) 
Übrigens  hatte  Euler  dieselbe  schon  1737  auf  eine  andere  Weise  ge- 
legentlich entwickelt. ') 

Endlich  hat  er  noch  in  der  „Introductio"  B.  II  ein  eigenes 
Kapitel  (22)  eingeschaltet,  in  welchem  er  gewisse  transzendente  Glei- 
chungen, ähnlich  jener  des  Keplerschen  Problems,  mittelst  der  Regula 
falsi  zu  lösen  lehrt.    So  findet  er  z.  B.  den  Bogen  ,s  aus  der  Gleichung 

n  1 

n  =  cos  s,  aus  s  =  sin  2s,  aus  s  —  T'  ~  V  ^^^  -^^  "■  ^-  ^-"^  ii'^d  gemäß 

der  Schlußbemerkung  des  Kapitels  22  hat  er  diese  Aufgaben  erdacht, 
um  die  Natur  des  Kreises,  dessen  Quadratur  bisher  auf  keinem  Wege 
habe  gelingen  woUen,  besser  zu  beleuchten.  „Denn,"  sagt  er,  „hätte  sich 
bei  der  Auflösung  einer  tUeser  Aufgaben  ein  zur  ganzen  Peripherie 
kommensurabler  Bogen  ergeben,  oder  hätte  man  seinen  Sinus  oder 
seine  Tangente  durch  den  Halbmesser  konstruieren  können,  so  wäre 
damit  allerdings  in  gewissem  Sinne  die  Quadratur  des  Kreises  ge- 
funden. —  Es  ist  aber  auch  noch  kein  Grund  da,  welcher  die  Un- 
möglichkeit   dieser    Quadratur   beweisen    könnte,    und   wenn    dieselbe 


1)  In  dem  schon  S.  114  besprochenen  Aufsatze:  De  variis  modis  circuli  qua- 
draturam  mimeris  proximc  exprimendi.  Vgl.  auch  S.  ?10,  Anm.  2.  —  J.  Schwab 
hat  diese  Konstruktion  in  seinen  Elemens  de  geometrie,  Nancy  1813,  104  wieder 
neu  gefunden;  Gergonne  teilte  sie  dann  vollständiger  1815  mit:  Annales  de 
Mathem.  VI,  192—200  und  XVII,  1826.  Ebenso  Vincent  in  seinem  Cours  de 
Geometrie  (siehe  Archiv  für  Mathem.  VI,  331).  Abermals  neu  entdeckt  wurde  sie 
vouCatalanl842:  Nouvelles  Annales  1, 1 90  und  aus  ihr  V  i  e  t  a  s  Formel  abgeleitet, 

dann  berechnete  Matzka  1847,  im  Archiv  für  Mathem.  IX,  74 — 82,  —  mit  dieser 

Methode  auf  6  Dezimalen,  ferner  behandelte  sie  Zerlang  (ohne  Kenntnis  der 
Vorgänger)  in  der  Zeitsclir.  für  mathem.  Unterricht  II,  1S71,  339 — 340.  —  2)  Vgl. 
auch  Considerationes  cyclometricae.     Novi  Comm.  Acad.  Petr.  XVI,  160. 
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möglich  ist,  so  scheint  kein  Weg,  sie  zu  entdecken,  passender  als  der, 
welchen  wir  in  diesem  Kapitel  eingeschlagen  haben."  Ähnliche  Bä- 
trachtungen  stellte  Euler  auch  noch  später  (1771)*)  an,  nachdem 
Lambert  bereits  die  Irrationalität  von  n  exakt  bewiesen  hatte, 
und  hob  hervor,  daß  auch  dieser  Umstand  noch  nicht  die  Unmög- 
lichkeit der  Quadratur  dartue. 

§  3.     Eulers  Arbeiten  über  sphärische  Trigonometrie. 

Für  sphärische  Trigonometrie  hat  sich  Euler  ganz  besonders 
interessiert  und  versucht,  auf  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten 
die  Formelsysteme  derselben  aus  einheitlichen  Gesichtspunkten  ab- 
zuleiten. 

Die  erste  diesbezügliche  Abhandlimg  ist  vom  Jahre  1753,  führt 
den  Titel  „Principes  de  la  trigonometrie  spherique  tires  de  la  methode 
des  plus  gi-ands  et  des  plus  petits"  und  erschien  1755  im  IX.  Bande 
der  Berliner  Memoii-en  (223— 257).  2) 

Schon  1728  hatte  Euler^),  von  Johann  Bernoulli  daraufhin- 
gewiesen, das  Problem  der  kürzesten  Linien  behandelt,  und  es  war 
längst  allgemein  bekannt,  daß  diese  Linien  auf  der  Kugelfläche 
durch  größte  Kreise  dargestellt  werden.  Da  nun  auch  ein  sphärisches 
Dreieck  aus  Bögen  größter  Kreise  gebildet  wird,  so  schloß  Euler, 
daß  man  die  aUgemeiuste  Trigonometrie  auf  der  Kugel  erhalten  werde, 
wenn  man  mittelst  der  Methode  der  Maxima  und  Minima  zwischen 
den  Seiten  und  Winkeln  eines  aus  kürzesten  Linien  gebildeten  Dreiecks 
Beziehimgen  herzustellen  imstande  ist.  Der  Vorteil  dieser  Methode 
besteht  dann  darin,  daß  sie  nicht  nur  die  ebene  Trigonometrie  für 
einen  unbegrenzt  wachsenden  Kugelradius  umschließt,  sondern  auch 
auf  beliebige  Oberflächen  angewendet  werden  kann.  Und  in  der  Tat 
hat  Euler  seinem  Aufsatze  sofort  einen  zweiten  über  die  sphä- 
roidische  Trigonometrie  folgen  lassen. 

Diesen  damals  vöUig  neuen  Gedanken  benutzt  Euler  dazu,  um 
zunächst  die  Formeln  für  das  rechtwinklige  und  dann  jene  für  das 
schiefwinklige  Dreieck  zu  erhalten. 


1)  Erst  1839  hat  A.  Steinberger  in  einer  eigenen  Schrift  die  Verhält- 
nisse irgend  einer  trigonometrischen  Funktion  zu  ihrem  Bogen  durch  Reihen 
dargestellt  und  gezeigt,  wie  man  hieraus  den  Bogen  oder  die  Funktion  finden 
kann  (Das  Verhältnis  des  Kreisbogens  zu  seinen  zuständigen  trigonometrischen 
Funktionen  vollständig  bearbeitet.  Regensburg  1839,  8»).  —  2j  Eine  deutsche 
Übersetzung  von  E.  Hammer  erschien  in  Ostwalds  Klassikern  der  exakten 
Wissenschaften  Nr.  73.  —  3)  Comm.  Acad.  Petr.  m,  110—124,  erschienen  1732. 
Über  die  Geschichte  dieses  Problems  siehe  Cantor  HI,  2,  843—846  und  G.  Ene- 
ström  in  Biblioth.  math.  1899,  19—24. 
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Ist  in  Fig.  20  A  H  der  Äquator,   OP  eiu  Merifliaii   und  A  M  eine 
iiür/.cstu  Linie,  so  hat  mau  das  sphärisclie  bei  V  rechtwinklige  Dreiecli 
AFM,  dessen  Seiten  AP  =  x,  PM=  y  und  A3I  =  s  seien,  während 
->i:  MA  P^l,^YAMP-=»  ist.  Gellt 
man  zum  unendlich   benachbarten  Me- 
ridian  Omp  über,  so  ist 


ds  =  y{dyy  +  {dx  cos  yy, 

und  luau  liat  da.s  Integral  dieses  Aus- 
druckes zu  einem  Minimum  zu  machen. 
Das  liefert  in  bekannter  Weise  eine 
Difierentialgleichuug  2"""'  Ordnung,  deren 

erstes  Integral  dx  = -=    ist,  wodurch  mau  sofort  noch 

cos  y  |/cos'  y  —  T' 
d  1/  cos  ij 
ds  =  =^   erhält.     Für  «  =  0  bekommt  man  hieraus 

|/cos«2/— C=  -^ 


^  =  tg  P^ilf  =  tg  g  =  ^^^,   sin  ?  =  l/r=C^S  cos  e  =  C. 
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Ferner    ist    =  tg  AMP  =  tg  O-  =    ,  ,  und   diese    beiden 

»»«         ^  ^  }/cos'y— C^' 

Winkel  in  die  Gleichungen  eingeführt,  liefern  die  Beziehungen: 

,  dy  cos  t  1      ,  dy  cos  « 

rta;  = "        -=^=     und    (/s  =  -^        ^ 

cos  1/ycos-  y  —  cos*  f  ycos*  y  —  cos' J 

einerseits  und 


,     „                 cos  J                .             cos  f              _       l/cos* « —  cos'S 
tg  ö-  =  ,    sin  ^  = ^ ,    cos  -9-  = '^ ? 

]/cos«  y  —  cos*  j  ''°^  y  '^°^y 

andererseits. 

Die    beiden    ersten    Gleichungen    geben    dann,   zum    zweitenmal 


•    .        .     ,        .  cos  t  sin  M  ,  l/cos*  y  —  cos*  f  , 

integriert,  sm  x  =  -. — ^ und    cos  s  =   -. — r -,    aus    denen 

"  '  sin  f  cos  y  sin  f  ' 

man  noch  die  Werte  für  cos  ,r  und  tg  ,r,  für  siu  .s-  imd  tg  s  be- 
stimmen kami.  Hierdurch  ergeben  sich  im  Vereine  mit  den  eben 
erhaltenen  drei  Beziehungen  im  ganzen  D  Gleichimgen,  aus  denen 
Euler  noch  durch  Elimination  der  einzigen  Wurzel,  die  in  ihnen 
vorkommt,  und  passende  Kombination  folgende  10  Relationen 
gewinnt: 

I.  cos  s  =  cos  X  cos  y,     IL  cos  ^  =  sin  g  cos  x,     III.  tg  x  =  cos  g  tg  s, 

IV.  tg  rc  =  sin  2/  tg  &,       V.  tg  y  =  sin  x  tg  ^,      VI.  sin  y  =  sin  ^  sin  s, 

VII.  cos  s  tg  5  tg  'S'  =  1,      VIII.  tg  »/  =  cos  *  tg  s, 

IX.  cos  g  =  sin  -d-  cos  _)/,       X.  sin  x  =  sin  ^  sin  s. 

Und  nun  kommt  jener    ebenso    einfache,    wie   durch   seine 

Tragweite   bedeutende   Gedanke,   das   Dreieck   mit  ABC,   die 
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Winkel  desselben  mit  A,  B,  V,  und  die  ihnen  bezüglich 
gegenüberliegenden  Seiten  mit  a,  h,  c  zu  bezeichnen.^)  Setzt 
man  demgemäß  s  =  c,  x  =  h,  y  =  a,  1  =  A,  &  =  B,  F  =  C  (=  90"), 
so  gehen  die  eben  mitgeteilten  10  Relationen  in  die  bekannten  10  Glei- 
chungen der  Nep  er  sehen  Regel  über.  Euler  stellt  diese  Formeln 
tabellarisch  zusammen  und  zieht  aus  ihnen  die  bekannten  0  verschie- 
denen Fundamentalgleichungen  des  sphärischen  rechtwinkligen  Drei- 
ecks heraus.  Dann  bestimmt  er  noch  den  Inhalt  des  Dreiecks,  indem 
er  das  Flächendifferential  BMmp  =  dx  sm  y  integi-iert.")  Eine  ein- 
fache Rechnung  liefert  #  +  £  -  90"  =  A  AP 31  für  die  Kugel  mit 
dem  Radius  1,  und  hieraus  folgt  auch  leicht  die  Fläche  eines  be- 
liebigen sphärischen  Dreiecks,  da  mau  ja  dasselbe  durch  einen  senk- 
rechten Bogen  in  zwei  rechtwinklige  zerlegen  kann. 

Jetzt  wendet  sich  Euler  zu  der  allgemeineren  Aufgabe:  „Auf 
der  Oberfläche  einer  Kugel  sind  zwei  Punkte  E  und  M  gegeben,  man 
soll  die  kürzeste  Linie  EM  zwischen  diesen  beiden  Punkten  be- 
stimmen." 

Man  ziehe  die  beiden  Meridiane  OE  und  OM  (Fig.  21 )  und 
lasse  EM  um    die    unendlich   kleine    Größe  Mm   wachsen;    ist    dann 

OE=a,  ^E=K,  EM='S,  OM  =  x, 
■^  EOM  =  y,  ^  EMO  =  y,  so  hat 


man 


tgy 


Mn 
mn 


dy  sin  x 


Fig.  21. 


ds  =  y{dxy  +  (dy  sin  xY  imd  muß 
das  Integral  von  ds  zu  einem  Minimiim 
machen.  Dadurch  erhält  man  auf  be- 
dy  sin-  x 


kannte    Weise 


Ydx'  4-  {dy  sin  a-)' 


(/  II  Sin    or 

oder         , =  sin  .r  sin  qp  =  (\   wo  C  eine  Konstante   ist,    die   sich 

ds  T  7  J 

aus  der  Bemerkung,  daß  für  y  =  0,  x  =  a,  cp  =  180"  —  u  werden  muß, 
gleich  sin  a  sin  a  ergibt.  Aus  dieser  Differentialgleichung  folgt  einmal 

,  Cdx  -,     ,  ,  dx  sin  x 

dy  = 


sin  X  j/sin*  x  —  C 
Gleichungen  durch  Integi-ation 


und    dann    ds  = 


>/sin*  x  —  G^ 


welche    beiden 


1)  Es  ist  dies  die  erste  Stelle,  an  welcher  Euler  die  neue  Bezeichnung 
einführt.  Daß  er  sie  schon  vor  1753  gehabt  hat,  i.st  wohl  möglich,  aber  einen 
Beweis  hierfür  konnten  wir  nicht  finden.  Daß  er  sie  in  der  ebenen  Trigonometrie 
schon  in  einer  Vorlesung  in  Berlin  eingeführt  habe,  geht  nicht,  wie  R.  Wolf 
und  nach  ihm  E.  Hammer  behaupten,  aus  L.  Bertrands  Darstellung  (Deve- 
loppement  de  G(5ome'trie,  Genf  1778,  2  Bde)  hervor,  wie  eine  aufmerksame  Lek- 
türe der  Einleitung  dieses  Werkes  zeigt.  —  2)  Wie  es  seheint  ohne  Kenntnis 
von  Eulers  Ableitung  hat  zehn  Jahre  später  der  Schwede  Wallenius  eine 
ähnliche  Ableitung  gegeben:  Schwedische  Akademieabhandlungen  1763,  68. 
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„  l/sin«.T—  (;■=     ,  l/sin' a—C 

y  =  —  arccos       — ,        \-  arccos ,  _   , ,_ 

Bin  X  |/l  —  C"  sin  a  )/l  —  r^ » 

lIMll 

COS  X  ,  .  cos  M 

s  =  —  iircsin  -, , —  +  arCBiii    ,    

vT— c  yi  —  c* 

liefern,  wo  die  reclits  hiiiziigofügteu  Konstanten  so  gewiililt  sind, 
(laß  für  y  =  0,  s  =  0,  x  =^  a  wird.  Vereinigt  man  liier  die  beiden 
arc.  und  führt  für  Ü  seinen  Wert  ein,  so  erhält  man  mit  Beachtung, 
daß  durch  die  Gleichung 


C  =  sin  .r  sin  <p  =  sin  a  sin  a,   ysin^  x  —  C^  =  sin  ,r  cos  (p 
wird,  folgende  f)  Fundamentalgleichungen: 

1.  (1  —  C")  sin  y  —  sin  «  cos  a  cos  9  +  cos  a  cos  x  sin  cp, 
U.  (1  —  C^)  cos  ;//  =  —  cos  a  cos  qp  +  sin  «  cos  a  cos  a:  sin  tp, 

III.  (1  —  C")  sin  A'  =  cos  a  sin  ;c  cos  qo  +  sin  a  cos  «  cos  x, 

IV.  (1  —  C^)  cos  s  =  —  sin  a  cos  u  sin  o;  cos  tp  +  cos  a  cos  x, 
V.  sin  ,r  sin  qp  =  sin  «  sin  «. 

Euler  zeigt  nun,  wie  man  aus  diesen  5  Gleichungen  durch 
praktische  Kombination  vier  andere  ableiten  kann,  die  ihnen  völlig 
äquivalent  sind  und  für  die  Bezeichnung  a  =  c,  x  =  h,  s  =  a\  y  =  A, 
a  =  B,  (p  =  ('  folgendermaßen  lauten: 

1)  sin  a  :  sin  ^-1  =  sin  h  :  sin  B  =  sin  c  :  sin  ü, 

2)  cos  C  =  cos  c  sin  A  sin  B  —  cos  A  cos  B, 

3)  cos  c  =  cos  C  sin  a  sin  &  +  cos  a  cos  /^, 

4)  sin  a  tg  6'  —  sin  2?  tg  c  =  cos  a  cos  L'  tg  C  tg  r, 

denen  er  noch  die  durch  zyklische  Vertauschung  der  Buchstaben 
daraus  abzuleitenden  hinzufügt.  Ersetzt  man  in  der  letzten  Gleichung 
die  Tangenten  durch  die  Cotangenten,  die  Euler  in  diesem  Aufsatze 
mit  Absicht  vermeidet,  so  erhält  man  den  dritten  Hauptsatz  der 
sphärischen  Trigonometrie,  den  wir  zum  erstenmal  bei  Vieta  auf- 
treten sahen  (Tl.  I,  182)');  aber  Euler  hat  nicht  beachtet,  daß  dieser 
Satz  nicht  nur  zu  den  durch  zyklische  Vertauschuug  aufstellbaren, 
sondern  noch  zu  drei  weiteren  Gleichungen  Anlaß  gibt,  die  aus  4) 
durch  Vertauschung  von  a  mit  h  und  B  mit  A  und  darauffolgende 
zyklische  Permutation  erhalten  werden  können;  diese  Lücke  ergänzte 
er  in  seinem  zweiten  Aufsatze  (§  9). 

Der  Aufstellung  dieser  Formelsysteme  folgt  ihre  Anwendung  zur 


1)  tfbrigens   bringt   Eiiler  die  Cotangentenformel   in  Aufgabe  MIT   in  der 

sin  A  tg  c 

wenig  verschiedenen  iorm:  tg  C  =  —. — i -. ;- r- 

sin  0  —  tg  c  cos  0  cos  A 
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Auflösung  der  sechs  Fitudamentalanfgaben  der  spliärisclien  Trigono- 
metrie, wobei  er  eine  Reihe  verwendbarer  Gleiclumgsformen  aus  ilinen 
ableitet.  So  bietet  ihm  die  Aufgabe,  aus  den  drei  Seiten  die  Winkel 
zu  bestimmen,  die  Gelegenheit,  die  schon  von  Neper  in  Worten  ge- 

A  Ä  A 

gebeuen  logarithmierbaren  Formeln  für  sin  ^,   cos  ^,   tg -—  abzuleiten, 

wobei  nur  auffällt,  daß  er  nicht,  wie  ja  schon  Gas  well  getan  hatte,  für 
\  (ß-\-b-\-c)  ein  eigenes  Zeichen  einführt.  Aus  diesen  Formeln  gewinnt  er 
dann  auch  die  beiden  Neperschen  Analogieen  für  die  Tangente 
der  halben  Winkelsumme,  beziehungsweise  der  halben  Winkel- 
differenz.  Ebenso  erhält  Euler  bei  Behandlimg  der  polaren  Auf- 
gabe die  Formeln  des  Halbseitensatzes,  d.  h.  die  logarithmierbaren 
Ausdi'ücke  für  sin  -^,  cos  -^,  tg  —  und  aus  diesen  imter  anderen  die 
beiden  Neperschen  Analogieen  für  che  Tangenten  der  halben 
Summe,  beziehungsweise  der  halben  Differenz  zweier  Seiten.  Damit 
hatte  er  sich  die  Mittel  verschafft,  um  die  noch  übrigen  Aufgaben 
auf  verschiedene  Arten  lösen  zu  können.  So  behandelt  er  z.  B.  die 
Aufgabe,  aus  zwei  Seiten  und  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel 
die  übrigen  Stücke  zu  bestimmen,  nicht  nur,  indem  er  sich  mit  dem 
Cosinussatze  die  dritte  Seite  und  dann  mit  den  Gleichungen  4)  die 
Winkel  verschafft  und  außerdem  zeigt,  wie  man  den  Cosinussatz 
durch  Einführung  eines  Hilfswinkels  in  logarithmiei-bare  Form  über- 
führen kann,  sondern  auch,  indem  er  zuerst  die  beiden  Winkel  mittelst 
der  Neperschen  Analogieen  sucht  und  dann  die  dritte  Seite  mit  dem 
Sinussatze  berechnet.  In  einem  Zusätze  zu  dieser  Aufgabe  gestaltet 
er  auch  den  Cosinussatz  in  die  neue  Form  um :  cos  o  =  ~  cos  {Ä  —  h-\-  c) 
+  \cos{Ä  +  b~c)-^co8(Ä  —  b  —  c)  —  \cos(A  +  b  +  c)  +  -|  cos  {h  -  r) 
+  -J  cos  (b  +  c),  der  er  bei  Behandlung  der  polaren  Aufgabe  auch  die 
polarreziproke  Formel  an  die  Seite  .stellt. 

Dagegen  ist  zu  bemerken,  daß  er  das  Polardreieck  selbst  nirgends 
benützt  oder  auch  nur  erwähnt,  und  daß  er  die  Doppeldeutigkeit  der 
beiden  letzten  Aufgaben,  aus  zwei  Seiten  und  dem  Gegenwinkel  der 
einen  oder  aus  zwei  Winkeln  und  der  Gegenseite  des  einen  die  übrigen 
Stücke  zu  bestimmen,  mit  Stillschweigen  übergeht.  Als  letzte  Auf- 
gabe wird  der  Flächeninhalt  eines  beliebigen  sphärischen  Dreiecks, 
ähnlich  wie  der  des  rechtwinkligen  abgeleitet. 

Euler  hatte  in  der  besprochenen  Abhandlimg  als  Ausgangspunkt 
die  Infinitesimah-echnung  gewählt,  um  auch  gleich  die  Behandlung 
der  sphäroidischen  Trigonometrie  daran  anknüpfen  zu  können.  Da  er 
aber  die  Notwendigkeit  erkaimte,  auch  eine  elementare  Grundlage 
seiner  Formeln  zu  schaffen,  so  veröffentlichte  er  1779  noch  einen 
zweiten  Aufsatz  mit  dem  Titel  „Trigonometria  sphaerica  universa,  ex 
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primis  principiis  l)reviter  et  dilucide  derivata"'),  in  welchem  er  die 
FuiuIiiiiifiitairDniielu  auf  jfcimictrisclu'm  Wege  aus  dum  zum  sphärischen 
Dreieck  gehörigen  Dreikant  mit  der  Spitze  im  Kugehuittelpunkt  ah- 
leitete,  wie  es  einst  Cop])ernicu.s  getan  hatte. 

0  sei  der  Mittelpunkt  einer  Kugel  mit  dem 
Halbmesser  1,  auf  welcher  das  Dreieck  ABC  liegt; 
in  den  Ebenen  COa  (ri  liegt  auf  (>A,  h  auf  OB) 
und  COh  (Fig. 22)  seien  Ca  und  Ch  ±  OC  errichtet, 
ferner  sei  bp  ^L  Ca,  pq  J_  Oa,  (hmn  ist  -^  hqj)  der 
Neigungswinkel  von-^  Oa,  ferner  ist  ^  COa  =  Seite 
b,  ^  COb  =  Seite  a  und  <^  rtO&  =  Seite  c  des  sphä- 
rischen Dreiecks.  Aus  der  Figur  folgt  dann  un- 
mittelbar: Ca=^tgb,  Oa  =  secb,  Cb  =  tga,  Ob  =  seca. 

sin  c 


Hieraus  folgt  bq- 


06  sin  c  =  "'"-''    und   Oq- 

cos  a  -' 


Ob  COS  c 


Fig.  22. 


=    :—  .  Da  ferner  -^  aCb  =  -^  C  des  Dreiecks  ABC  ist,  so  hat  man 
cos  a  7-7-  > 

bp  =  Cb  •  sin  C  =  tg  a  sin  C   und    Q)  =  Cb  ■  cos  C  ==  tg  a  cos  C;    und 

da    <^  Ca 0  =  90"  —  6    ist,    so    folgt    noch:    ap  =  Ca  —  Cp  =  igb 

—  tg  ((  cos  C,   pq  =  ap  ■  cos  b  =  sin  b 


■■  ap  ■sinb  = 


sin-  b 
cos  & 


noch: 

-  tg  a   cos  b  cos  C    und    aq 

1 


•  tg  a  sin  b  cos  C  Nun  ist  aber  Oa  =  Oq  -{-  qa 


cosö 

cos  /j  -f  tg  rt  sin  b  cos  C 

cos  a  '      o 

und   endlich:  cos  r  =  cos  «  cos  b  -\-  sin  (f  sin  b  cos  C 

Ahnlich  liest  man  aus  der  Figur  unmittelbar  die  Gleichung  des 


cos  c    ,    sin"  h        ,  .     ,  n      ^       cos  c 

,   —  tg  ffl  sin  0  cos  C  oder 

cos  a         cos  0  i' 


Sinussatzes 


pq 


sin  C  sin  ^4 
sin  c  sin  a 
cos  a  sin  6 


und  die  Gleichung 
sin  a  cos  ft  cos  C 


,     =  cos  A  = -. ab.  „Diese  drei  Gleichungen 

0  2  sm  c  "  ° 

umfassen  die  ganze  sphärische  Trigonometrie."  Bevor  wir  Euler 
weiter  folgen,  wollen  wir  hier  noch  einmal  ausdrücklich  hervorheben, 
was  wir  schon  früher  (S.  103 — 104)  erwähnten,  daß  hier  die  trigono- 
metrischen Funktionen  nicht  nur  als  Linien,  sondern  auch  als 
Verhältnisse  aufgefaßt  wurden,  wie  der  vorliegende  Beweis  unzwei- 
deutig zu  erkennen  gibt;  dagegen  ist  die  allgemeine  Gültigkeit  der 
3  Fundamentalformeln  für  beliebige  sphärische  Dreiecke  durch  Eulers 
Ableitung  keineswegs  bewiesen.  Die  dritte  Formel,  die  sich  hier  er- 
gab, cos  A  sin  c  =  cos  a  sin  6  —  sin  a  cos  b  cos  C,  war  in  dieser  Gestalt 
neu    und   wird    im    folgenden   auf  die   schon    im    ersten  Aufsatze   ge- 


1)  Acta  Aead.  l'etr.  1779,  I,  72—86,  1782  erschienen.  Allerdings  hatte  schon 
1770  Simon  Kliigel  in  seiner  „Analytischen  Trigonometrie",  wie  wir  später 
sehen  werden,  dasselbe  getan,  war  aber  von  etwas  anderen  Überlegungen  aus- 
gegangen. 
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wonnene  Form  reduziert.  Ferner  wird  aus  ihr  die  Formel  cos  A  sin  C 
=  cos  a  sin  B~  cos  h  sin  A  cos  C  abgeleitet,  indem  man  ihre  drei  Glieder 
der   Reihe   nach   mit  den   nach   dem   Sinussatze   gleichen   Quotienten 

—. — ,   -^r  ,   -■ multipliziert,   und  diese  so  erhaltene  Relation  gibt 

sm  c  '    sm  0  '    sin  n  ^  '  " 

dann  durch  Vertauschung  von  B  mit  C  und  h  mit  c  die  polarreziproke 

Formel  der  ersteren:  cos  a  sin  ('■  =  cos  A  sm  B  +  sin  A  cos  B  cos  c. 

Auch  zeigt  Euler,  wie  man  aus  jener  dritten  Formel  den  Cosinussatz 

für  die  Winkel:  cos  C=  — cos5cos^  +  sin  1?  sin  ^  cos  c  ableiten  kann.') 

Indem  er  dann  des  weitern  in  einem  eigenen  „Theorema"  die 
Existenz  und  Eigenschaften  des  Supplementardreiecks"),  welches  von 
den  Polen  der  Ecken  des  gegebeneu  gebildet  werde,  hervorhebt,  er- 
klärt er  die  beiden  Cosinussätze  und  die  beiden  Cotangentenformeln 
für  die  einzigen  notwendigen  Relationen,  von  denen  man  jedoch  nur 
zwei  zu  merken  habe,  da  die  beiden  anderen  mittelst  der  Eigen- 
schaften des  erwähnten  Dreiecks  sich  jederzeit  sofort  aus  ihnen  ab- 
leiten lassen.  Zu  bemerken  ist  ferner,  daß  in  dieser  Abhandlung  die 
(3  möglichen  Formen  der  Cotangentenforniel  erkannt  sind. 

Die  fernem  Paragraphen  des  Aufsatzes  enthalten  die  Vervoll- 
ständigung der  Formelsysteme,  indem  die  6  Formeln  des  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecks  als  spezielle  Fälle  (<^  C  =  90"),  die 
Halbwinkelsätze  und  die  4  Neperschen  Analogieen,  und  zwar  diese 
auf  anderem  Wege  als  im  ersten  Aufsatze,  abgeleitet  werden.  Auch 
fügt  er  letzteren  die  schon  von  Neper  mittelst  stereogi'aphischer 
Projektion  bewiesene  Gleichung  bei  und  schließt  mit  den  Worten: 
„Die  vorliegende  Abhandlung  kaim  somit  als  ein  vollständiges 
System  der  sphärischen  Trigonometrie  betrachtet "  werden."  Wir 
haben  dem  nur  noch  beizufügen,  daß  es  die  erste  systematische 
Abhandlung  ist,  in  welcher  auf  elementarem  rein  algebrai- 
schem Wege  aus  den  drei  aus  einer  Figur  gewonnenen  Fun- 
damentalsätzen fast  der  ganze  Formelapparat,  dessen  wir 
uns  noch  heute  bedienen,  abgeleitet  wurde. 

Euler  hat  von  seinen  trigonometrischen  Formeln  den  viel- 
seitigsten Gebrauch  gemacht  in  geometrischen,  astronomischen,  mecha- 
nischen und  physikalischen  Problemen;  ein  näheres  Eingehen  auf  diese 
Anwendimgeu  würde  aber  den  Rahmen  unseres  Werkes  überschreiten, 
und  wir  begnügen  uns  daher  damit,  noch  zum  Schlüsse  einige  Worte 
über  die  Inlialtsberechnungen  stereometrischer  und  sphärischer  Figuren 
beizufügen,    die    er  wiederholt   behandelte.     So  hat  er  in  einem  Auf- 


1)  Nebenliei  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  daß  die  Schreibweise  von  Euler.s 
Formeln  zeigt,  daß  er  an  eine  zyklische  Vertauschung  nicht  dachte!  — 
2)  Einen  eigenen  Namen  für  dasselbe  hat  Enler  nicht  eingeführt. 
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satzc')   von    1752 — 53    dan    Tetraecl<Mvoluraeii    (liiicli    die   elegante 
Formel  ausgedrückt: 


V  =  l  alid  y  sin  -  -  ^  ^-  -  sin  ^-^^ —  sin  ^—^ — -  sm  ^'^ —  » 

wo  (/,  I),  (1  die  drei  von  einer  Ecke  iuisgeheiiden  Kanteiiliingen, 
jt,  q,  r  die  von  iliii(>ii  eingesclilossouen  Winkel  bezeiclmeii,  und  iii 
zwei  andern  Aldiaudlungen-)  verltreitet  er  sieh  über  die  Inhalts- 
bereclmungen  sphärischer  Figuren,  von  denen  wir  die  Bestimmung 
des  Exzesses  S  und  damit  der  Fläche  eines  sphärischen  Dreiecks  aus 
den  drei  Seiten  hervorheben.  Er  erhält  dafür  unter  andern  die  Formel: 


,     S        yi  —  cos'  a  —  cos*  b  —  cos'  c  +  2  cos  a  cos  6  cos  c 
^2  1  -f-  cos  a  +  cos  fc  -|-  cos  c  ' 

wo  u,  li,  r  die  Seiten  des  Dreiecks  sind,  niid  für  ein  l)ei  C  recht- 
winkliges Dreieck:  tg  ^  =  tg  —  tg -^  ,  und  diesen  Gleichungen  fügt 
er  in  dem  zweiten  Aufsatze  noch  die  Formel 

S        1  +  cos  a  +  cos  b  +  cos  c     ,    . 

cos  —  =  — ' ' i bei. 

2  a  b  e 

4  cos  —  cos  — -  cos  — - 

2  2  2 

Wir  haben  Eulers  Verdienste  um  die  Trigonometrie  und  die 
verwandten  Gebiete  möglichst  im  Zusammenhange  darzustellen  ver- 
sucht und  nur,  wo  es  unumgänglich  notwendig  war,  auf  die  Arbeiten 
anderer  Gelehrter  hingewiesen,  um  die  enorme  Bedeutung  seiner 
Tätigkeit  in  unserer  Wissenschaft  in  das  rechte  Licht  zu  stellen.  Es 
bleibt  uns  also  noch  übrig,  einerseits  die  selbständigen  Leistungen 
seiner  Zeitgenossen  zu  besprechen,  andererseits  zu  schildern,  inwieweit 
Eulers  Schöpfungen  befrachtend  und  fördernd  auf  die  Tätigkeit  jener 
einwirkten. 


1)  Demonstratio  nonnuUarum  insignimn  proprietatum,  quibus  solitla  hedris 
planig  inclusa  sunt  praeclita.  Novi  Comm.  IV,  17.')-2 — 53,  140  tf.  Einen  Ausdruck 
für  das  Tetraedervolumen  in  den  sechs  Kanten  hat  schon  Joachim  .Jungius 
1610  gegeben.  Vgl.  eine  Notiz  von  Kummer  in  Guhrauers  Monographie 
,,.J.  Jungius  und  sein  Zeitalter",  Stuttgart  und  Tübingen  1850,  297.  —  2)  De 
mensura  angulorum  solidoram  Acta  Acad.  Petr.  1778,  II  31  if.,  publiziert  1781, 
und  Variae  speculationes  super  area  triangulorum  sphaericoi-um.  Nova  Acta  Acad. 
Petr.  X,  47  tf.,  letztere  Abhandlung  erst  nach  seinem  Tode  1792  verötfentlicht.   Die 

Formeln   für   V  und  für-  tg  —   haben   De   Gua  1783  und   Lagrange   1773  und 

1798  99  wieder  entwickelt,  ohne  Euler  anzuführen.  Eulers  Abhandlungen, 
welche  Anwendungen  der  Trigonometrie  enthalten,  stehen  bei  Hagen  Index 
Operum  L.  E.  17 — 19  augeführt. 
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f).  Kapitel. 
Enlers  Zeitgenosse«  niid  Nachfolger  im  18.  Jahrliuiulert. 

§  1.     Beiträge  zum  Ausbau  der  Trigonometrie. 

Im  3.  Kapitel  haben  ^vir  die  Entwicklung  der  elementaren  Tri- 
gonometrie bis  ungefähr  zur  Mitte  des  iS.  Jahrhunderts  verfolgt,  da 
ihre  definitive  Umgestaltung  nach  der  analytischen  Seite  hin  erst 
1753  durch  den  ersten  giundlegenden  Aufsatz  Eulers  ange))ahiit 
wurde,  obwohl  derselbe,  wie  wir  sahen,  seine  Bezeichuungsweise  der 
Funktionen  schon  viel  früher  iu  seinen  zahlreichen  Abhandlungen, 
sowie  in  der  „Introductio"  angewendet  hatte.  Diese  Bezeichnungs- 
weise, von  der  so  viel  abhing,  wurde  auch  von  einigen  der  hervor- 
ragendsten Mathematiker,  wie  von  den  Franzosen  Clairaut  und 
D'Alembert^)  alsbald  mit  Glück  gebraucht,  während  andere  und 
darimter  namentlich  die  Engländer  sich  noch  ziemlich  lange  teils  der 
älteren  Abkürzungen  bedienten,  teils  überhaupt  keine  Formel  schrieben. 
Was  aber  die  Weiterbildung  der  trigonometrischen  Methoden  selbst 
durch  Eulers  Zeitgenossen  anlangt,  so  wollen  wir  in  diesem  Para- 
graphen sammeln,  was  uns  darüber  bekannt  geworden  ist. 

Der  Engländer  Francis  Blake  (1708 — 1780)  veröflentlichte  1752 
in  den  P.  T.  (XLVU)  einen  Aufsatz:  „Spherical  Trigonometry  reduced 
to  Plane",  in  welchem  er  die  Hauptfälle  der  Kugeltrigonometrie  durch 
einfache  Konstruktion  auf  die  Bereclmung  ebener  Dreiecke  reduzierte. 
Dabei  ging  er  von  der  Bestimmung  eines  Winkels  aus  den  drei  Seiten 
aus*^),  welcher  Fall  ihm  den  Schlüssel  zur  Lösung  der  übrigen  bot. 
Im  Grunde  genommen  ist  sein  Verfahren  nur  eine  Vereinfachung  der 


1)  In  Memoires  de  l'Acad.  de  Paria  1745.  —  2)  Um  <^  «  im  A  abd  (Fig.  23) 
zu  bestimmen,  seien  af  und  ae  die  Tangenten  der  Bögen  ab  und  ad  und  c  das 

Zentrum  der  Kugel,  dann  ist  ce  =  sec  ab, 
cf^  sec  ad  und  -^  c  =  arc  bd  bekannt.  Somit 
ergibt  sich  aus  dem  ebenen  A  cef  die  Seite 
ef  und  da  «/"  ^  tg  ah,  ae  =  tg  ad  ebenfalls 
bekannt  sind,  so  findet  mau  aus  dem  ebenen 
A  aef  den  <^  eaf  =  -^  a.  Dieselbe  Ab- 
leitung findet  sieh  wieder  1810  bei  Bessel, 
j,.     „j  Briefwechsel    zwischen    Gauß    und    Bessel, 

Leipzig  1880,  134— 135  und  1842  bei  Strehlke, 
Archiv  der  Mathematik  und  Physik  H,  111,  der  Blakes  Ableitung  jedenfalls 
nicht  kannte.  Mit  dieser  Figur  wurde  auch  der  Cosinussatz  später  wiederholt 
abgeleitet,  so  von  Lagrange,  .Tourn.  de  l'Ecole  Polytechniqne  1799,  und  im 
Anschlüsse  an  letzteren  von  vielen  andern  im  19.  .Jahrhundert. 
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schon   von    den   Ariil)ern    iiml    Uoifioniontau   iiusgebildcten   Methode 
(vgl.  Tl.  1,  p.  (;8   und   12!)). 

Ein  anderer  Engliiiidor,  l'atrik  Murdoch  (f  1774),  bemühte 
sich,  die  zu  trigonometrischen  Berechnungen  nötigen  Hilfsmittel  mög- 
lichst zu  reduzieren,  indem  er  in  seiner  „Trigonometry  abridged"') 
zeigte,  wie  man  mit  drei  Theoremen  in  allen  Füllen  auskommen 
könne.    Das  erste  ist  der  Sinussatz  für  das  schiefwinklige  sphärische 

Dreieck,  das  zweite  die  Gleichung  sin«  sin ?>  sin   ., +  sin  -^ sin  --=0*), 

d.  li.  der  llalbwinkelsatz,  und  das  dritte  die  Kelation 

•      ,    ■     Ti       '«-«'        .-A  —  B 
1  —  sin  ^i  sin  Ji  cos  sin     — , 

■ ; • ^~i — • — Ä — '■ — 5 =  sin  --  ; 

1  —  am  a  sin  o  sin  A  sm  B  2  ' 

besondere  Eleganz   wird   man   in   diesen   Formeln  wohl   nicht   finden! 

Eine  neue  Begründung  einiger  trigonometrischer  Sätze  versuchte 

Jean  Fran^ois  de  Castill(in^)  (ITOit — 1791),  indem  er  zeigte,  wie 

sich  aus  dem  längst  bekannten  und  von  ihm  geometrisch  abgeleiteten 

C  C  ■ 

Satze  [[a  +  bf  —  c-\  :  [c-  —  (a  —  b)-\  =  ctg  y  '■  ^S  '^^   unmittelbar  sieben 

Theoreme   in   Newtons  Arithmetica    universalis   ableiten   lassen,   von 
denen  wir  einige  S.  87  anführten. 

Ferner  suchte  der  Franzose  Alexandre-Gui  Pingre  (1711  — 
1796)^)  dadurch  eine  Zusammenfassung  der  wichtigsten  sphärischen 
Sätze  zu  erzielen,  daß  er  die  Nepersche  Regel  auf  schiefwinklige  Drei- 
ecke ausdehnte,  d.  h.  er  vereinigte  die  längst  bekannten  Sätze,  die 
sich  durch  Fällen  eines  senkrechten  Bogens  von  einer  Ecke  des 
Dreiecks  auf  die  Gegenseite  ergaben,  in  die  beiden  Regeln:  „In  jedem 
sphärischen  Dreieck  sind  die  Sinus  analoger  Segmente  jiroportional 
zu  den  Tangenten  anliegender  Stücke  und  die  Cosinus  analoger  Seg- 
mente proportional  zu  den  Sinus  gegenüberliegender  Stücke."")  Unter 
analogen  Segmenten  sind  hierbei  die  zwei  Stücke  eines  durch  eine 
Höhe  geteilten  Winkels  oder  einer  geteilten  Seite  verstanden,  und 
statt  der  nicht  geteilten  Seiten  und  der  Winkel  sind  ihre  Komplemente 
zu  nehmen.  Diese  zwei  Regeln  verbunden  mit  den  beiden  Neper'schen 
lösen  dann  alle  Fälle  mit  Ausnahme  derjenigen,  in  welchen  ckei  Seiten 


1)  P.  T.  1758,  L,  2;  538—543.  —  2)  Diese  Gleichung  lautet  in  seiner 
Schreibweise  Ssa'  -\-  d'  —  6'  =  0.  —  3)  Mem.  de  l'Acad. 
de  Paris  1766  354,  Auszug  aus  zwei  1764  und  1765  ge- 
lesenen Abhandlungen.  —  4)  Mem.  de  l'Acad.  de  Paris  1756 
(erschienen  176-2i,  301.  —  5)  Z.  B.  ergeben  diese  beiden 
Regeln  aus  Fig.  24  die  Gleichungen  sin  BD  :  sin  DG  ßi 
=  ctg  B  :  ctg  C  und  cos  BD  :  cos  DC  =  cos  c  :  cos  b,  oder 
cos  J.J :  cos^,  =  ctgc  :  ctgb  und  sin^ij :  siujij  ^  cosJS  :  cosC. 
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oder  drei  Winkel   gegeben   sind.     Pingre  bediente   sieb,  nebenbei 
bemerkt,  durcbweg  der  Scbreibweise  Eulers. 

Pingres  Regel,  welcbe  wenig  Beacbtung  gefunden  zu  baben 
scheint,  suchte  Walter  Fisber  /u  verbessern  und  auf  die  beiden 
nicht  miteinbegriffenen  Fälle  auszudehnen');  zu  diesem  Zwecke  be- 
zeichnete er  mit  M  das  Mittelstück,  mit  A  und  a  die  beiden  an- 
liegenden und  mit  (>  und  o  die  beiden  gegenüberliegenden  Stücke 
mid  mit  l  das  entferntestliegende  oder  letzte  Stück,  dann  lassen  sich, 
wenn  man  statt  der  Winkel  ihre  Supplemente  nimmt,  alle  Dreiecks- 
fälle, ob  das  Dreieck  rechtwinklig  oder  schiefwinklig  ist,  durch  die 
folgenden  vier  Theoreme  behandeln: 

I.   sin  A  :  sin  a  =  sin  0  :  sin  o 

II.   sm  __  :  sm  _^  =  tg  ~^-  :  tg  -2) 

m,     A  —  a     ,     A-\-  a        ,      0  —  o     ,     O  4-  o 
■    tg-^  :tg^^  =  tg— ^:tg-^ 

IV.    sm  ^  :  sin  «  :  1  =  sin ^  ~ —  :  sm '—^ :  sm   —  • 

Um   diese   Theoreme    leichter    zu    bebalten,    gab    er   noch   eine   etwas 
alberne  mnemotechnische  Regel  an. 

Entschieden  verdienstvoller  als  die  eben  erwähnten  Arbeiten  ist 
eine  Abhandlung,  welche  Gottfried  Heins  ins,  Professor  der  Mathe- 
matik in  Leipzig  (1709 — ITÜilj,  in  den  Acta  Erud.  unter  dem  Titel 
„Dijudicatio  casuum  determinatorum  et  ambiguorum  in  Trigonometria 
praesertim  sphaerica"  1756  veröffentlichte  und  in  welcher  er  zum 
erstenmal  eine  systematische  Besprechung  der  doppeldeutigen  Fälle 
auf  Grund  der  trigonometrischen  Formeln  lieferte.  Indem  er 
zunächst  zeigte,  daß  man  sieh  auf  Dreiecke  beschränken  darf,  deren 
Winkel  und  Seiten  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  liegen,  unter- 
suchte er  das  bei  r  rechtwinklige  sphärische 
Dreieck  3INr  (Fig.  25),  dessen  Winkel  nach 
einer  damals  sehr  häufigen  Bezeichnungsweise-') 
31,  N,  r  und  dessen  Seiten  H,  P,  B  benannt 
wurden.  Da  er  sich  aber  merkwürdigerweise 
noch  immer  nicht  (S  Jahre  nach  dem  Erscheinen  der  Introductio !)  klar 
über  das  Zeichen  der  Tangente  eines  Winkels  im  zweiten  Quadranten 


1)  Transactions  of  the  roy.  Society  of  Edinbourgh.  Vol.  IV,  1798:  „An 
easy  aud  general  method  for  solviiig  all  the  cases  of  plane  and  spherical  Tri- 
gonometry."  —  2)  Im  Texte  befinden  nk'h  hier  zwei  Druckfehler,  indem  es  heißt 

=  tg — - — :  tg — — —    3)  Vgl.  z.  B.  J.  Andr.  Segner,  Elementa  Arith- 

meticae  Geometriae  et  calculi  Geometiici,  Aufl.  von  1756. 
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war'),  die  Zeichen  der  iil)ri^(>ii  I'^niiktioneii  alinr  riclitiff  zu  bestimnieu 
wußte,  so  vermied  er  in  seinen  i''ormeln  ivonsequeut  die  Tangente, 
wodurch  er  tatsächlich  uuriclitige  Resultate  ausschloß.  Auch  im 
Falle  des  schiefwinkligen  sphärischen  Dreiecks  gelaug  es  ihm  durch 
Henüt'/Aing  des  Siuussatzes,  der  Cosinus-  und  der  (Jotangentenformel, 
sowie  der  Zerspaltung  des  Dreiecks  in  zwei  rechtwinklige,  die  Diskussion 
der  bestimmten  und  unbestimmten  Fälle  richtig  und  vollständig  zu 
erledigen.  Damit  war  die  geometrische  Unterscheidung  der  ver- 
schiedeuen  Gattungen  von  Kugeldreiecken,  die  den  älteren  Mathe- 
matikern, wie  Rhäticus  und  Otho,  so  gewaltige  Schwierigkeiten 
bereitet  hatte,  durch  die  Diskussion  einiger  analytischer  Formehi  ersetzt. 

Eine  ganz  andere  Richtung  schlug  D'Alembert  (1717 — -1783)*) 
in  einer  Abhandlung  ein,  die  er  in  den  Miscellanea  Tauriuensia  t.  IV 
(1760 — 69)  veröfi'entlichte.  Er  stellte  sich  nämlich  die  Aufgabe,  die 
Grundlinien  einer  Trigonometrie  der  Kleinkreise  auf  der  Kugel- 
fläche zu  ziehen,  indem  er  die  beiden  Hauptaufgaben  löste:  den  Neigungs- 
winkel eines  Klein-  und  eines  Großkreises  zu  bestimmen,  welche  die- 
selbe Sehne  haben,  und  die  zwischen  zwei  solchen  Ki-eisen  liegende 
Fläche  auszudrücken.  Die  weitere  Ausführung  seiner  Angaben  will 
er  dann  anderen  überlassen,  und  in  der  Tat  knüpfte  auch  bald  Bossut 
an  D'Alemberts  Gedanken  an,  indem  er  in  seinen  „Traites  de  calcul 
diiferentiel  et  de  calcul  integral"  179!^  sowohl  mit  Integi-alrechnung  den 
Inhalt  eines  von  drei  Kleinkreisen  eingeschlossenen  Dreiecks  bestimmte, 
als  auch  einen  wenn  auch  komplizierten  Weg  angab,  wie  mau  auf 
elementare  Weise  zur  Auswertung  einer  solchen  Fläche  gelangen  könne. 

Die  Trigonometrie  auf  neue  Art  weiterzufördern,  stellte  sich  auch 
Johann  Heinrich  Lambert^)  zur  Aufgahe  und   sprach  sich  über 


1)  Der  Grund  hierfür  lag  darin,  daß  man  bei  der  Yorzeiclienbeatiinmung 
der  Funktionen  noch  immer  von  der  geometrischen  Definition  derselben  als 
Linien  am  Kreise  ausging.  So  auch  der  Abbe  de  la  Caille,  der  erst  in  der 
Neuausgabe  seiner  Le9ons  elementaires  de  mathematiques :  Traite  preüminaire 
de  la  Trigonometrie  1764  die  Zeichen  richtig  bestimmte.  Desgleichen  verbesserte 
Segner  in  einer  nachträglich  geschriebenen  Vorrede  zu  dem  eben  angeführten 
Werke  seinen  aus  der  geometrischen  Darstellung  fließenden  IiTtum,  daß 
tg  (180"  —  A)  =  -\-tgA  sei,  indem  er  endlich  aus  den  Gleichungen  cos  4  :  sin^ 
=  r  :  ig  A  und  ig  A  :  r  ^  r  :  ctg  ^1  das  richtige  Zeichen  folgerte.  —  2)  Jean 
le  Hond  d'Alembert  war  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Paris 
und  Berlin,  auch  Mitglied  und  Sekretär  der  Aeademie  fran^aise  und  bezog  in 
spätem  Jahren  eine  Pension  von  Friedrich  dem  Großen.  —  3)  Lambert 
war  geboren  zu  Mülhausen  1728  und  starb  als  Mitglied  der  Akademie  und  Ober- 
baurat in  Berlin  1777.  Seine  durchweg  bedeutenden  Abhandlimgen  erstreckten 
sich  namentlich  auf  das  Gebiet  der  angewandten  Mathematik,  worin  er  Hervor- 
ragendes geleistet  hat.  Jedoch  war  er  auch  als  Theoretiker  nicht  minder 
bedeutend. 

V.  Braun  ni  ü  hl,  Geschiolite  der  'rriLr<inoinetrie.     11.  ü 
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die  Art  und  Weise,  wie  dies  geschehen  könne,  in  seineu  „Beiträgen 
zur  Mathematik"  I,  1765  (369  ff.)  eingehend  aus.  Er  hatte  dabei 
hauptsächlich  di-ei  Gesichtspunkte  im  Auge:  einmal,  sagte  er,  könne 
man  die  Auflösung  der  einzelnen  Dreiecksfälle  durch  Bereclmung 
passender  Tafeln  vereinfachen  —  ein  Ziel,  das  sich,  wie  wir  wissen, 
schon  Regiomontan  gesetzt  hatte  —  dann  könne  durch  Benützung 
der  Algebra  in  trigonometiischen  Aufgaben  viel  vereinfacht  werden, 
indem  dadurch  „die  Ausdi-ücke  selbsteu  geschmeidiger  gemacht,  die 
Irrationalitäten  in  blosse  Verhältnisse  verwandelt  werden"  u.  s.  w.  und 
endlich  könne  man  in  der  Verwendung  der  Trigonometrie  zur  Inte- 
gi-akechnung  noch  bedeutend  weiter  gehen.  „Es  ist  leicht",  sagt  er, 
„zu  erachten,  daß  man  auch  hier  auf  neue  Formeln  in  der  Trigono- 
metrie hat  bedacht  sein  müssen,  welche  von  den  beiden  ersten  Arten 
um  so  viel  mehr  verschieden  waren,  da  es  hier  auf  Differential- 
gleichungen mid  ihre  Integration  ankömmt."  Dann  fähi-t  er  fort: 
„Man  sieht  leicht,  daß,  was  man  hierin  noch  thun  kann,  keine  bloße 
Nachlese  ist,  sondern,  daß  besonders  in  den  zwei  letzten  Absichten 
noch  Hauptstücke  zurückbleiben,  die  weder  so  leicht,  noch  so  bald 
werden  ins  reine  gebracht  werden."  Dazu  muß  bemerkt  werden,  daß 
diese  Worte  Lamberts  12  Jahre  nach  dem  ersten  und  14  Jahre 
vor  dem  zweiten  Aufsatze  Eulers  geschiieben  sind:  und  erst  in  dieser 
zweiten  Abhandlung  hat  Euler  die  analytisch-trigonometrische  Rech- 
nung zu  ihrer  vollen  Eleganz  ausgebildet. 

Wir  woUen  nun  sehen,  was  Lambert  zur  Vervollkommnung  der 
Trigonometz-ie  beigetragen  hat.  Zunächst  wandte  er  sich  der  Neper- 
schen  Regel  zu,  indem  er  ganz  richtig  bemerkte,  daß  dieselbe  bisher 
nur  durch  einen  Induktionsschluß  bewiesen  worden  sei,  der  folgender- 
maßen lautete:  „Man  weiß  alle  möglichen  FäUe:  Man  theilt  sie  in 
zwo  Classen.  Von  jedem,  der  zu  einer  dieser  Classen  gehört,  erweiset 
man  eine  gleiche  Regel:  Und  man  schließt  mit  Recht:  Was  von  jedem 
insbesondere  gilt,  das  gilt  von  allen,  und  folglich  von  der  ganzen 
Classe"  (a.  a.  0.  375). 

Da  dieser  Schluß  nicht  das  eigentliche  Wesen  dieser  merkwürdigen 
Regel  aufdeckt,  so  sucht  er  nach  einem  andern  Beweis,  der,  wie  uns 
scheint,  auf  demselben  Gedankengauge  beruht,  den  auch  Neper  an- 
gewendet, aber  nur  angedeutet  hatte  (siehe  S.  12 — 13).  Indem  Lambert 
nämlich  Wolf  folgend,  die  Katheten  des  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecks  durch  ihre  Komplemente  ersetzt,  zeigt  er,  daß  die  fünf  zirku- 
lären Stücke  in  fünf  Dreiecken  liegen,  die  sich  in  einem  Zyklus  um 
die  Kugel  aneinander  schließen,  und  veranschaulicht  dies,  indem  er  die 
Sphäre  stereographisch  auf  die  Ebene  projiziert.  Um  jedoch  die  durcli 
jene  Dreiecke  gebildete  fünfeckige  Figur,  welche  auch  schon  Neper 
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schematisch  gezeichnet  liatte,  ganz  anschaulich  erkennen  zu  lassen,  haben 
wir  vorgezogen,  sie  in  Fig.  26  durch  schiefe  Projektion  darzustellen. 
AddF  und  ADcG  sind  zwei  größte  Kreise,  P  und  Q  ihre  Pole,  durch 
die  der  Kreis  cQPa  geht.  Ferner  sei  dPC  irgend  ein  anderer  Kreis, 
durch  den  Pol  F,  welcher  in  (!  mit  dem  ersten  Kreis  einen  rechten 
Winkel  macht,  wodurcii  AAFC  entsteht.  Zieht  man  endlich  noch  Kreis 
GHQb  durch  Q  auf  De  senkrecht,  so  werden  durch  diese  Kreise  die 
fünf  schraffierten  Dreiecke  erzeugt,  von  denen  Lambert  aus  ihrer 
Entstehung  nachweist,  daß  sie  die  verlangte  Eigenschaft  haben,  die- 
selben fünf  zirkulären  Stücke  zu  besitzen.  So  geht  z.  B.  der  Winkel  A 
des  ersten  Dreiecks,  im  zweiten  [BDP)  in  das  Komplement  der 
Kathete  m"  -  PD  {=  al)  =  A),  im  dritten  (PQE)  in  die  Hypo- 
tenuse PQ,  im  vierten  (QFH)  in  das  Komplement  90"  —  FQ  und  im 
fünften  (HGA)   wieder  in   den  Scheitel -Winkel  A  (=  cF)  über,  und 


Fig."26. 


coi-C'xaulsinB  cosC'cotAcotB 

Fig.  27. 


allgemein  behalten  ein  Mittelstück  und  zwei  anliegende  Stücke,  sowie 
ein  Mittelstück  und  zwei  gegenüberliegende  diesen  Charakter  in  allen 
fünf  Dreiecken  bei.  Zeichnet  man  daher  die  beiden  (^stereogi-aphischen) 
Figuren  Fig.  27,  in  denen  die  kleinen  Buchstaben  die  Komplemente 
der  Katheten  bedeuten,  so  liefern  die  beiden  darunterstehenden 
Gleichungen,  für  ein  Dreieck  bewiesen,  die  sämtlichen  10  Fälle  der 
Neperschen  Regel.  ^) 

Man  wird  aus  dem  Vorhergehenden  erkannt  haben,  daß  Lambert 
wirklich  den  wahren  Grund  der  Neperschen  Regel  aufdeckte,  indem 
er  bei  Aufstellung  seines  Beweises  unbewußt  mit  dem  Begrifi"  der 
Gruppe  operierte,  und  in  der  Tat  hat  in  neuester  Zeit  Otto  Pund") 


1)  Vgl.  auch  Prestel  im  Archiv  für  Mathem.  XI,  1848,  56,  der  Lambert 
nicht  kennt.  —  2)  Über  Substitutionsgrappeu  in  der  sphärischen  Trigono- 
metrie, insbesondere  die  Neperschen  Regeln  für  die  rechtwinkligen  sphärischen 

9* 
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in  Altoua-Ottensen,  okne  Lamberts  Arbeit  zu  kermen,  die  Regel  vom 
Standpunkte  der  Gruppentheorie  aus  ganz  ähnlich  abgeleitet. 

An  die  Behandlung  der  Neperschen  Regel  schließt  Lambert  eine 
Sammlung  der  wichtigsten  goniometi-ischen  Foimeln  an,  die  er  genau 
so  schreibt,  wie  Euler  in  der  Introductio,  und  wendet  sich  dann  zum 
schiefwinkligen  sphärischen  Dreieck.  Zur  Untersuchung  desselben  unter- 
scheidet er  vier  Fälle:  Unter  den  vier  jedesmal  in  Frage  kommenden 
Stücken  sind  1)  eine  Seite  und  alle  drei  Wiakel,  2)  alle  drei  Seiten 
und  ein  Winkel,  3)  zwei  Seiten  und  zwei  Winkel  und  diese  entweder 
den  Seiten  gegenüberliegend  oder  4)  so  liegend,  daß  einer  zwischen 
die  Seiten  fällt.  Von  diesen  haben  noch  der  erste  und  zweite  Fall 
vermöge  des  Supplementardreiecks  dieselbe  Auflösung,  während  die 
beiden  andern  gesondert  betrachtet  werden  müssen.  Die  Vorschriften 
zur  Lösung  der  Einzelfälle  gewinnt  Lambert  aus  der  Zerspaltung 
des  Dreiecks  mittelst  einer  Höhe  und  Anwendung  der  Neperschen 
Regel,  sowie  jeuer  sechs  Formeln  für  das  schiefwinklige  Dreieck,  die 
sich  aus  ihr  unmittelbar  ergeben.  Da  er  aber  die  notwendigen 
Gleichungen  zu  einer  Schlußformel  zusammenzusetzen  bestrebt  ist,  so 
erhält  er  hierdnrch  natürlich  die  bekannten  Relationen  für  das  schief- 
winklige Dreieck.  Z.  B.:  Verhältnis  zwischen  drei  Seiten  und 
einem  Winkel.  Die  drei  Seiten  werden  mit  den  Buchstaben  des 
großen,  die  di-ei  Winkel  mit  denen  des  kleinen  lateinischen  Alpha- 
betes bezeichnet,  dann  ist  (Fig.  28)  cos  Ä  :  cos  C  =  cos  {B  —  x) :  cos  x 
und  hieraus  cos  A  =  cos  C  cos  5  +  sin  JS  cos  C  tg  a;;  nach  der  Neper- 
schen Regel  .aber  ist  tg  a;  =  tg  C  •  cos  a,  also  cos  A 
=  cos  C  cos  B  -f  sin  j?  sin  C  cos  a,  d.  i.  die  Formel  des 
Cosinussatzes. 

Ahnlich  gibt  der  zweite  Fall  in  Lamberts  Ein- 
teilung den  Cosinussatz  für  die  Winkel,  der  dritte 
Fall  die  Cotangentenformel  imd  der  vierte  Fall  den 
Sinussatz.  Für  bequemere  logarithmische  Rechnung  wird  übi-igens 
auch   noch  der  Halbwinkelsatz  und  sein  polarer  abgeleitet  und  sin  A 

A  A 

=  2  sin  y  ■  cos  ~   durch    die  Winkel,    sowie   sin  <i   durch   die   Seiten 

ausgedrückt  (a.  a.  0.,  S.  405 — 406). 

Endlich  gibt  er  noch  eine  logarithmische  Umformung  des  Cosinus- 
satzes an  (415—417),  indem  er  in  der  obigen  Formel  cos  a  =  1  —  2  sin^  - 


Dreiecke.  Mitteilungen  der  Math.  Gesellschaft  in  Hamburg  lU,  7  1897;  siehe 
auch  E.  0.  Lovett  im  Bulletin  of  the  American  Math.  Society,  2.  Series, 
IV,   1898,   252. 


°  Yia.   -29. 
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setzt  und  hierdurch  zunächst  .,    .'"!,'.    ,,  =  1°'^. '  j'^.-~,\  —  sin^  "  findet. 

2  siu  Ä  8in  6        2  sin  ü  siH  C  2 

Ist   dann    2°gii,  ^^n^C  ""  ^^'^^  f  '    ^"  tommt  schließlich 

COS  A  =  2  smh  sm  (J  sin      j       sin ') 

Auch  die  C'otaugentenforinel  wird  in  ähnlicher  Weise  umgestaltet. 
Wir  sehen  hieraus,  daß  Lambert  es  vorzüglich  verstand,  die  trigono- 
metrischen Rechnungen  zu  fördern,  lange  bevor  Euler  seinen  zweiten 
Hauptauf'satz  veröfi'eutlicht  hatte. 

In  seinen  „Zusätzen  zu  den  logarithmischen  und  trigonometrischen 
Tabellen",  die  1770  in  Berlin  erschienen,  stellt  er  in  Tafel  XXI  die 
,.brauchl)areten  Sätze  und  die  sämtlichen  Fälle  der  geradlinichten  und 
sphärischen  Trigonometrie"  zusammen.  Dabei  werden  die  rechtwinixligen 
Dreiecke  wie  in  Fig.  29  bezeichnet, 
während  für  die  schiefwinkligen  die 
bereits  in  den  Beiträgen  benutzte  Be- 
zeichnung beibehalten  wird.  Die 
Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie geben  zu  keiner  weiteren  Be- 
merkung melir  Anlaß,  dagegen  muß  gebührend  hervorgehoben  werden, 
daß  seine  Schreibweise  der  Formeln  des  rechtwinkligen  ebenen  Dreiecks, 
wie  z.  B.  k  =  li  sin  a  =  h  cos  b,  c  =  h  cos  a  =  h  sin  b  u.  s,  w.  nicht  nur 
die  Vermeidung  des  Sinus  totus,  sondern  geradezu  die  Darstellung 
der  Funktionen  als  Verhältnisse  erkennen  läßt.  Ausdrücklich 
hervorgehoben  hat  dies  allerdings  auch  der  scharfsinnige  Lambert 
ebensowenig  wie  Euler. 

Endlich  gehört  hierher  noch  die  Erwähnung  einer  Formel  zur 
Berechnung  rechtwinkliger  ebener  Dreiecke,  die  Lambert  in  den- 
selben Zusätzen  (p.  151),  sowie  in  seinen  Beiträgen,  U,  312  ohne  Ab- 
leitung mitgeteilt  hat.     Dieselbe  lautet  cp  =    -  :.„— .''^  5"-  — -   und  ist 

°         °  ^  18  +  12  cos  qp 

etwas  genauer  als  jene,  welche  wir  bei  Snellius  (Tl.  I,  243)  kennen 
lernten.  Einen  Beweis  für  sie  hat  erst  Mollweide  1807  in  Zachs 
Monatl.  Korrespondenz  XVI,  24—25  gegeben. 

Noch  von  einer  andern  Seite  her  suchte  Lambert  die  Trigono- 
metrie zu  bereichern,  indem  er  nämlich  die  Hyperbelfunktionen 
für  sie  zu  verwerten  begann.    Schon  Gregorius  a  St.  Vincentio"), 

1)  Eine  etwas  andere  Umgestaltung  hat  auch  ein  gewisser  W.  Croswell 
durch  eine  Regel  ausgedrückt  gegeben.  Memoirs  of  the  American  Academy  of 
Arts  and  Sciences  IT,  1780,  veröfFentlicht  1793.  —  2)  Wir  schließen  uns  im 
Folgenden  an  die  vorzügliche  Darstellung  an,  die  S.  Günther  im  I.  Kapitel 
seiner  „Lehre  von  den  Hyperbelfunktionen"  Halle  1880  gegeben  hat. 
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David  Gregory  und  Craig  hatten  durch  die  Quadratur  der  gleich- 
seitigen Hyperbel,  wenn  auch  unbewußt,  die  Grundlagen  für  diese 
Funktionen  geschaffen,  bei  Newton  traten  dann  bereits  Vergleiche 
zwischen  Kreis  und  gleichseitiger  Hyperbel  auf,  und  De  Moivre  hatte 
schon  ziemlich  deutlich  erkannt,  daß  durch  Vertauschung  des  Reellen 
mit  dem  Imaginären  Kreisaufgaben  in  solche  für  die  gleichseitige 
Hyperbel  übergehen.  Der  erste  aber,  welcher  eine  Theorie  der  Hyperbel- 
funktionen begründete,  war  der  von  Lambert  selbst  angeführte  Graf 
Vincenzo  Riccati  (1707- — 1775),  welcher  die  Hauptgleichungen  für 
dieselben  durch  geometrische  Betrachtungen  entwickelte.  Für  uns  ist 
diese  Theorie  nur  insoweit  von  Interesse,  als  sie  zur  Behandlung 
trigonometrischer  Probleme  in  Verwendung  kam,  was  zuerst  von 
Lambert  angebahnt  wurde. ^) 

Es  sei   CDQ   ein   Kreisquadraut,  der   den  Ast  Qq  einer  gleich- 
seitigen Hyjjerbel  in   Q  berührt  (Fig.  30),  q  ein  beliebiger  Punkt  der 

Hyperbel,  qP  ||  QC,  PQ  und  qp  ±  QC, 
■^  PCQ  =  a,  der  sogenannte  „transzen- 
dente" und  ^qCQ  =  (p  der  „gewöhn- 
liche" Winkel,  dann  ist,  wie  die  Figiu- 
zeigt,  (1)  tgcp  =  sin  o,  CP  =  sec  ca=Cp 
=  smh(p  und  PQ  =  igm  =pq  =  cos  h(p. 
Bezeichnet  man  den  zu  «^  cp  gehörigen 
Hyperbelsektor  QCq  mit  u,  so  ist 
d  (tg  cp) 


R  QP 

Fig.  30.=) 


(hl 


tgäqp 


woraus     folgt    2 


Somit  kann  man  zu  jedem  Winkel  cp  den  entsprechenden  Hyperbel- 
sektor berechnen,  indem  man  sich  der  beiden  Gleichungen  (1)  und 
(2)  bedient.  Damit  konstruiert  nun  Lambert  eine  kleine  Tabelle, 
welche  in  der  ersten  Spalte  links  die  Werte  des  Winkels  a  von  0" 
bis  90"  enthält  und  zu  ihnen  die  entsprechenden  Hyperbelsektoren, 
den  sinhyp.,  den  cosinhyp.,  die  Logarithmen  derselben,  die  tg.  und 
log  tg.  des  zugehörigen  gewöhnlichen  Winkels  und  endlich  in  der 
letzten  Spalte  diesen  selbst  gibt.  Wie  er  dieselbe  zur  Vereinfachung 
trigonometrischer  Rechnungen  anwendet,  wollen  wir  an  dem  ersten 
der  von  ihm  mitgeteilten  Beispiele  beleuchten.  Es  soll  für  ein  sphäri- 
sches Dreieck  aus  dem  Winkel  c  und  der  Seite  JB  eine  Tafel  berechnet 
werden,  die  zu  jedem  Winkel  c  den  zugehörigen  Winkel  a  gibt.   Dazu 

1)  Observations  tiigonom^triques.  Histoire  de  TAcadämie  de  Berlin  1768, 
24,  327.  Hier  betrachtet  er  auch  die  Funktionen  sin  (ix)  und  cos  (ix)  näher, 
die  Euler  schon  duixh  die  Exponentialfunktion  definiert  hatte  (S.  107).  — 
2)  P  und  q  .sollen  auf  einer  Parallelen  zn  CQ  liegen! 
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hat  man  fi\n  B  vta  A  =  cos  e  coa  B  +  sin  c  cta  a,  und  hici-aus  '^^  " 
=  tg  /,•  sec  r'  -  tg  (■',  wenn  tg  k  =  tg  B  ctg  A  und  c'  =  ()()"  —  c  ist. 
Sind  nun  die  den  Winkeln  k  und  c'  entsprechenden  Hyperbelsektoren 

X  und  y,  so  hat  man  ctg  a  =  cos  JB  (tg  x  cos  y  —  sin  y)  =  sin  (x  —  y), 

oder    um    di(>    Funktionen    nach    ihren    Gattungen    zu    unterscheiden: 

ctgrt  =  ^^^^^    suili(x~y),    wodurch     die    Rechnung     auf    eine 

einzige  Analogie  gebracht  ist, 'und  zwar  auf  die  einfache  Ad- 
dition des  konstanten  Logarithmus  von  cos  B  :  cos  //  x  zu  dem 
Logai-ithinus  von  sin  li  (x  —  y).  Zum  Zwecke  solcher  Kochnungs- 
vcreinfachungen  suchte  also  Lambert  die  neuen  Fimktionen  in  der 
Trigonometrie  zu  verwerten. 

Wir  haben  schon  hervorgehoben,  daß  Lambert  wie  Enler  die 
trigonometrischen  Funktionen  als  Verhältnisse  anschrieb,  ohne  sie 
jedoch  als  solche  ausdrücklich  zu  definieren.  Der  erste,  welcher  dies 
tat,  scheint  Simon  Kliigel  (1739 — 1812)^),  ein  Schüler  Kästners, 
gewesen  zu  sein.  Dieser  veröffentliclite  im  Jahre  1770  eine  ,, Ana- 
lytische Trigonometrie",  welche  hoch  über  den  andern  in  Deutschland 
erschienenen  Lehrbüchern  jener  Zeit  steht.  Darin  heißt  es  (S.  3): 
„Die  geraden  Linien,  deren  Vei-hältnisse  jeden  Winkel  zu  bestimmen 
dienen,  sind  am  einfachsten  die  Seiten  eines  rechtwinklichten  Dreiecks": 
und   weiter:   in    dem   bei  B  rechtwinkligen  Dreieck  ABC  heißt   „das 

ü  o 
Verhältnis  BC :  AC  oder  der  Quotient  -r^  der  Sinus  des  Winkelst, 

AL  ' 

der  BC  gegenüber  liegt"  u.  s.  w.  und  endlich  (S.  4):  „Ich  will  diese 
Verhältnisse  mit  einem  allgemeinen  Namen:  trigonometrische 
Funktionen  der  Winkel  nennen,  als  deren  Stelle  sie  in  der  Rech- 
nung vertreten."  Diese  letztere,  jetzt  allgemein  übliche  Bezeichnimg 
erscheint  ebenfalls  hier  zum  erstenmal. 

Mit  der  obigen  Definition  sind  dann  auch  die  immer  noch  ab 
und  zu  auftretenden  Zweifel  über  das  Vorzeichen  der  Tangenten  imd 
Cotangenten  von  Winkeln,  die  einen  rechten  übersteigen,  endgültig 
gelöst,  indem  „auch  die  Analysis  lehi"t,  daß  der  Übergang  von  dem 
bejahten  zum  verneinten  auf  zweyerley  Arten  geschehen  kaim,  erst- 
lich, wenn  durch  die  beständige  Verminderung  eine  Größe  Nichts 
und  folgends  verneint  wird,  oder  zweitens,  wenn  sie,  nachdem  sie  ohne 
Ende  gewachsen  ist,  wieder  abnimmt".  Im  übrigen  schließt  sich 
Klug  eis  Schrift  in  der  Bezeichnung  ganz  an  Euler  an  und  ent- 
wickelt in  dieser  die  Hauptsätze  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 


1)  Georg  Simon  Kl ü gel  war  erst  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
versität Helmstädt,  dann  in  Halle. 
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metrie  von  wenigen  geometrisch  gewonnenen  Sätzen  ausgehend  durch 
analytische  Rechnung.     So  stellt  er  in  der  ebenen  Trigonometrie 

den   Sinussatz,  den  Cosinussatz,   die  Formel  ta.ns  B  = -.    und 

'  '  °  c  —  cos  A 

die    Winkelbeziehung    sin  C  =  s'm  A  cos  li  +  cos  ^  sin  -B    in    den 

Vordergrund^)   und  entwickelt  aus  der  letzteren  unmittelbar  das  Ad- 

ditionstheorem;    dabei   erkennt   er   sehr   wohl,   daß   dieses   „alle 

Lehrsätze   über   die  Zusammensetzung  der  Winkel"  enthält, 

und  folgert  sie  daher  in  ihr«r  Gesamtheit  aus  ihm. 

Die  Goniometrie  —  auch  dieser  Name,  der  von  Lagny  für 
die  Winkelmessung  eingeführt  wurde,  ward  erst  von  Klügel  in  dem 
heute  gebräuchlichen  Sinne  in  seinem  „Mathematischen  Wörterbuch" 
n,  504  gebraucht  —  vervollständigte  er  dadurch,  daß  er  die  auf  die 
Trigonometrie  bezüglichen  Reihen  aus  der  Introductio  Eulers  herein- 
nahm,  ihre  Ableitungen  aber  teils  selbständig  gestaltete,  teils  vervoll- 
ständigte. Dann  wandte  er  sich  zur  sphärischen  Trigonometrie. 
Beachtet  man,  daß  Eulers  zweiter  Aufsatz  erst  neun  Jahre  nach 
Klügeis  Schrift  erschien,  so  muß  man  seiner  Entwicklung  des  toU- 
stäudigen  Formelsystems  derselben  alle  Anerkennung  zollen.  Nachdem 
er  hierbei  vom  Dreikant  ausgehend  die  Sätze  für  das  recht^vinklige 
Dreieck  gewonnen  und  dieselben  zum  erstenmal  auf  Dreiecke,  deren 
Winkel  >  90"  sind,  ausgedehnt  hatte,  leitete  er  aus  diesen  die  drei 
Hauptgleichungen  des  schiefwinkligen  Dreiecks  ab  und  vervollständigte 
sie  durch  den  Halbwinkelsatz  und  die  Neperschen  Analogieen,  während 
er  gleichzeitig  nachwies,  wie  man  mit  Hilfe  des  Supplementarcb-eiecks 
zu  jeder  Formel  eine  Polarformel  angeben  kann.  Von  den  An- 
wendungen, die  seinem  Buche  beigegeben  waren,  wollen  wir  nicht 
weiter  sprechen. 

Klügeis  Buch  hat  jedenfalls  sehr  viel  zur  rascheren  Einführung 
von  Eulers  analytischer  Behandlvmgsweise  in  imsere  Wissenschaft 
beigetragen;  und  wemi  diese  Methode  auch  in  den  Lehrbüchern  nur 
sehr  langsam  die  ältere  verdrängte,  so  bedienten  sich  ihrer  doch  die 
Gelehi'ten  vom  Begiim  der  siebziger  Jahi-e  an  fast  ausschließlich. 
Davon  zeugen  die  wissenschaftlichen  Abhandlungen,  die  in  den  Aka- 
demieschriften aller  Kulturnationen  erschienen,  fast  auf  jeder  Seite. 


1)  Übrigens  hat  Klügel  auch  die  übrigen  trigonometrischen  Sätze.  So  ent- 
wickelt er  den  Tangentensatz  aus  dem  Sinussatze  und  führt  ähnlich,  wie  schon 
Th.  Streete  (s.  S.  44)  getan  hatte,   zu  seiner  Benützung  einen  Hilfswinkel  ein, 

indem  er  in  (c  -|-  6)  :  (c  —  V)  =  tg  — '^ —  :  tg  — - — ,   —  =  cos  2k  setzt;  das 

i  i  c 

gibt  dann  tg  — ^ =  tg-  a  tg  — ~ —  • 
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Mit  l)(!Si)n(lercm  Geschick  liandliabte  sie  Eulers  Schüler  Lexell 
(1740 — 17S4),  Professor  der  Mathcinatik  uud  Akademiker  in  Peters- 
lmr<f,  der  außer  seinen  Abhandlungen  über  P<dygonometrie,  auf  die 
wir  noch  zu  sprechen  kommen,  in  mehreren  Aufsätzen,  die  in  den 
Schriften  der  Potcrsl)ur<j;er  Akademie  niedergelegt  sind,  schwierige 
Probleme  der  sphärischen  Trigonometrie  mit  großer  Leichtigkeit  und 
Kleganz  behandelte.  So  wies  er  nach,  daß  die  Spitzen  aller  sphäri- 
schen Dreiecke  von  gleicher  Fläche,  die  über  derselben  Grundlinie 
stehen,  auf  einem  Kleinkreise  liegen')  und  daß  die  Produkte  des  Sinus 
jeder  Seite  in  den  Sinus  der  zugehörigen  Höhe,  sowie  die  Produkte 
des  Sinus  jedes  Winkels  in  den  Sinus  der  entsprechenden  Höhe  kon- 
stant sind'-),  und  zwar  ist  die  erstere  Konstante 


d  =  2  |/sin  s  sin  (s  —  «)  sin  (s  —  h)  sin  (s  ~  c) , 
wo  nach  Lexells  Bezeichnung  s  =  ^(a-\-b-\-c)  bedeutet,  und  die  zweite 
Konstante  6  =  2  |/—  cos  S  cos  (S  —  A)  cos  (S  —  B)  cos  (S  —  C)  für 
S  =  l  ( J.  -f  i'  +  C).  Mit  diesen  Werten  fand  er  dann  unter  anderen 
die  sphärischen  Radien  des  einem  Dreieck  umschriebenen  imd  des 
eingeschriebenen  Kreises,  die  er  bezüglich  durch  die  Formeln 

2  C08  S 


tgr 

= 

4 

sin 

a 

sin 

b 
1" 

sin 

c 

T 
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tgp 
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a 

2  sin  s 


d 

ausdrückte.    Ferner  entwickelte  er  noch  die  Formel  cos  ^{A-\-B-\-  C) 

= T ,  sowie  die  entsprechenden  für  cos\{A-\-B—C) 

4  cos  — -  cos  --  cos  — 

u..  s.  w.  und  deren  Polarformeln.  Eine  ganze  Reihe  der  hier  gegebenen 
Gleichungen  wurden  im  19.  Jahrhundert  von  Cagnoli,  Gudermann 
und  anderen   wieder  neu  gefimden.^) 

Außerdem  zeigte  er,  daß  auch  auf  der  Kugel  ein  dem  Ptolemäi- 
scheu  Satze  vom  Sehnenviereck  ähnlicher  existiert,  und  leitete  Formeln 
ab,  durch  welche  die  Winkel  und  die  Winkelsumme  eines  sphärischen 
eingeschriebenen  Vierecks  durch  die  Seiten  ausgedrückt  werden.  End- 
lich wurde  noch   der  Satz,  über  den  Ort  eines  Punktes,  dessen  Ver- 


1)  Acta  Acad.  Petrop.  1781,  pars  1,  112  fF.  Steiner  hat  später  diesen  Satz 
ergänzt  und  durch  rein  geometrische  Betrachtung  erwiesen  (1827).  —  2)  Ebenda, 
1782,  pars  1,  58—103.  Theor.  12,  13,  1.5  und  16;  tl  hatte  übrigens  schon 
Euler  bestimmt  in  Novi  Comm.  Petrop.  IV,  158,  siehe  S.  125,  Formel  für  V. 
Vgl.  auch  Lagrange:  Journal  de  l'i^cole  Polyt.  6,  cah.  272—274,  1798  99.  — 
3)  Vgl.  den  Beweis  von  Prouhet.     Nouv.  Ann.  de  Mathem.  XV,  1856,  91. 
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binduns;sstralilen  mit  zwei  festeo  Punkten  in  konstantem  Verhältnis 
stehen  auf  die  Kugel  ausgedehnt  und  ebenso  der  bekannte  Satz,  daß 
die  Schnittpunkte  der  Seiten  eines  dem  Kreis  eingeschriebenen  Dreiecks 
mit  den  in  den  Gegenecken  errichteten  Tangenten  in  einer  Geraden 
liegen.  ^) 

Ahnliche  Probleme  der  sphärischen  Trigonometrie  behandelten 
auch  Eulers  Schwiegersohn  Nikolaus  Fuß  (1755 — 1826)^)  und 
der  Petersburger  Astronom  F.  Theodor  Schubert  fl 75«— 1825)-''), 
und  auch  der  bekannte  Göttinger  Professor  Abraham  Gotthelf 
Kästner  (1719—1800)  hat  in  seinen  „Geometrischen  Abhandlungen"^) 
und  anderwärts  verschiedene  Aufgaben  der  ebenen  und  sphärischen 
Trigonometrie  praktisch  behandelt,  wenn  auch  die  Eleganz  seiner 
Lösungen  durch  das  beständige  Mitschleppen  des  Sinus  totus  gegen- 
über der  BehancUuugsweise  der  oben  genannten  Gelehrten  beeinträchtigt 
wird.  In  wenig  eleganten  Formeln  teilte  auch  der  fi-anzösische  Abbe 
Jean  Paul  de  Gua  de  Malves  (1712 — 1785),  der  sich  aus  Lieb- 
haberei mit  Mathematik  beschäftigte  und  1741  Mitglied  der  Pariser 
Akademie  wurde,  einige  nicht  uninteressante  Sätze  mit.  Trotz  Eni  er 
imd  seinen  Nachfolgern  suchte  er  nämlich  eine  neue,  aber  sehr  schwer- 
fällige Bezeichnungsweise  in  die  Trigonometrie  einzuführen,  auf  die 
wir  noch  zu  sprechen  kommen  werden,  baute  unter  Benützung  der- 
selben ein  System  der  Trigonometrie  auf  und  veröffentlichte  außer- 
dem einige  Formeln   zur  Bestimmung   des   sphärischen  Exzesses,   von 

denen  wir  als  neu  die  folgende  ctg  .^  =  ctg  —  ctg  —  eosec  B  +  ctg  B^) 

hervorheben,  sowie  Lehrsätze'  über  den  Tetraederinhalt,  in  denen  er 
jedoch  zum  Teile  mit  Euler  zusammentraf 

Auch  der  große  Lagrange^),  Eulers  Nachfolger  als  Direktor 
der  mathematischen  Klasse  der  Berliner  Akademie,  beschäftigte  sich 
vorübergehend  mit  trigonometrischen  Fragen.  Außer  der  schon  wieder- 
holt angefühi-ten  AbhancUuug'i  „De  quelques  problemes  relatifs  aux 
triangles  spheriques,  avec  une  analyse  complete  de  ces  ti'iangles",  auf 
die  wir  noch  weiter  unten  eingehen  werden,  schrieb  er  1774  „Solutions 

1)  Acta  Acad.  Petrop.  1782,  pars  II,  85 — 95.  —  2)  Nova  Acta  Acad. 
Petrop.  11,  1788  und  ni,  1788.  —  3)  Ebenda,  H',  1786,  89.  Xu,  1794,  er- 
schienen 1801.  —  4'j  Geometrische  Abhandlungen,  2  Sammlungen,  1790 — 1791. 
Kästner  war  von  1763  bis  zu  seinem  Tode  Professor  der  Mathematik  in 
Göttingen  und  verdankt  seine  Berühmtheit  namentlich  seinen  Lehrerfolgen.  — 
5)  Mt?moires  de  PAcademie  de  Paris,  1783,  359.  —  6)  Joseph  Louis  La- 
grange (1736 — 1813)  wTirde  1755  Professor  der  Mathematik  an  der  Artillerie- 
schule zu  Turin,  dann  Mitglied  der  Berliner  Akademie,  1787  begab  er  sich  nach 
Paris.  Später  wurde  er  Professor  an  der  Ecole  normale  und  der  Ecole  poly- 
techniqne.  —  7)  Siehe  S.  125  und  137,  Anmerk.  2. 
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fle  quelques  [iroblomes  d'Ashonoiiiie  spluM-ique  par  le  moyen  des 
sories",  welche  in  den  Menioircs  der  Berliner  Akademie  (für  das  Jahr 
1776)  1779  erschien,  worin  er  die  Auflösunfr  der  Gleichung  tg  x 
=  m  tff  y    nach    x    (lurcli    die    Reihe    x  =  y  —  0  sin  2y  +  i  0"  sin  4?/ 

—  A  ö^  sin  6«/  +  •  •  •  gab,   in   welcher  6  =  -^ —   bedeutet.     Indem  er 

diese  Gleichung  sowohl  mit  jenen  drei  Fundamentalgleichungen  des 
rechtwinkligen  .sphärischen  Dreiecks,  in  denen  Tangenten  vorkommen, 
als  auch  mit  den  Neperschen  Analogieen  identifizierte,  gelangte  er  zu 
mehreren  namentlich  in  der  Astronomie  und  Geodäsie  sehr  brauch- 
b.aren  Lösungen  trigonometrischer  Aufgaben.  Waren  z.  B.  die  Winkel  ß 
und  y  eines  sphärischen  Dreiecks  direkt  durch  die  Seiten  h  und  c 
und  den  eingeschlossenen  Winkel  a  zu  bestimmen,  so  benützte  er  die 
beiden  Analogieen: 

tg  -  -  —  •= =— , und      tg  "^-T--  = 


sm    -^2~  cos  -^ 

indem    er   in  der   obigen  Reihe  einmal   x=     '^^y    y  =  9(f  —  "     und 

.    b  —  e  h  —  c 

sm  — - —  „  ,  cos 


m  =  — 'j-i~,   das  anderemal  x  =  ''  + ^  ?/  =  90»  -  ^,  ,„ ^~j— 

sin     ^-  "  -  cos    i- 

einführte,    wodurch    sich    Entwicklungen    für    ''  ~  ^  ~  "  +  90"    \ind 

2 90"  ergaben,  die  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  a  fort- 

schritten.     Durch  Addition  erhielt  er  dann 

y  =  tg  Y  (ctg  -«-  +  tg  2  )  sin  «  -  I  tg«  ~  (ctg2  ^  -  tg2 1-)  sin  2«  +  ■•  ■ 

^  =  180»-«  +  tgJ(tg';-ctg^;)sin«-|tg2;(tg^^+ctg«^)sin2«+... 

Diese  beiden  Reihen  sind  um  so  konvergenter,  bemerkt  Lagrange, 
je  kleiner  e  ist  und  je  näher  h  an  90"  liegt.  Auch  zeigt  Lagrange 
in  derselben  Abhandlung,  daß  die  Methode,  welche  ihn  die  obige 
Formel  finden  ließ,  nämlich  die  Benützung  des  Imaginären,  auch 
noch  ähnliche  Gleichungen  komplizierterer  Form  zu  lösen  gestattet. 
Lamliert  hat  1777  ebenfalls  ähnliche  Gleichungen  durch  Reihen 
gelöst'),  und  desgleichen  finden  sich  in  Delambres  gi-oßer  Arbeit 
über   die  Bestimmung   des  Meridianbogens   zwischen  Düukirchen   und 

Barzelona^)    transzendente  Gleichungen,   wie  z.  B.  tg  ii  =  -, — r "- — z 

^  ^     '  °  -^         1  4-  Hi  cos  A 

1)  Bode,  Astronomisches  Jahrbuch  für  1780,  p.  67.  —  2)  Methodes  analytiques 
pour  la  determination  d'un  arc  du  meridien.  An  VII  (1798/99),  Paris,  4°,  64  u.  111. 
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mittelst  der  Methode  der  unbestimmteu  Koeffizienten  durch  Reihen 
behandelt.  Da  jedoch  eine  Verwendung  dieser  Gleichungen  zur  Dreiecks- 
auflösung der  höheren  Geodäsie  angehört,  verzichten  wir  auf  weitere 
Angaben. 

Hervorragende  Verdienste  um  die  Ausbildung  der  elementaren 
Trigonometrie  nach  der  von  Euler  eingeschlagenen  Richtung  hin 
erwarb  sich  der  Italiener  Antonio  Cagnoli  (1743 — 1816),  der  sich 
zuerst  als  Privatmann  in  Verona  eine  Sternwarte  erbaute  und  dann 
später  von  Napoleon  an  das  Observatorium  in  Mailand  berufen 
wurde.  Er  gehörte  der  von  Lorgna  gegründeten  Societä  Italiana  an, 
welche  Mathematiker  wie  Malfatti,  Riccati,  Ruffini  und  Ferroni 
zu  den  ihren  zählte,  und  wurde  nach  Lorgnas  Tode  Präsident  dieser 
gelehrten  Genossenschaft.  Seine  „Trigonometria  piana  e  sferica", 
welche  1786  italienisch  und  französisch  (Paris  in  4")  in  erster,  1804 
italienisch  in  zweiter  Auflage  und  1808  in  französischer  Sprache 
nochmals  erschien,  ist  das  vollständigste  und  umfassendste  Handbuch 
jener  Zeit,  und  noch  heute  wird  man  manches  Literessante  und  Lesens- 
werte darin  finden.  Wenn  auch  Cagnoli  noch  immer  aixsschließlich 
mit  trigonometrischen  Linien  rechnet,  so  nimmt  er  doch  die  Einheit 
als  Radius  au  und  adoptiert  die  Eulerschen  Bezeichnungen  der 
Funktionen,  denen  er  nur  merkwürdigerweise  die  abkürzende  Be- 
zeichnung der  Dreiecksseiten  nicht  zugesellt.  Sein  Hauptverdienst 
aber  liegt  darin,  daß  er  wie  Klügel  die  analytische  Rechnung  in  den 
Vordergrund  stellt  und  nur  die  notwendigsten  Sätze  aus  Figuren 
gewinnt. 

Viel  wesentlich  Neues  inbezug  auf  elementare  Trigonometrie  zu 
bringen,  war  kaum  mehr  möglich,  doch  wollen  wir  das  Wenige,  was 
wir  bei  einer  Durchsicht  des  vortrefflichen  Werkes,  sowie  in  einer 
Abhandlung,  die  Cagnoli  zur  Ergänzung  in  den  Memorie  della  Societä 
Italiana  t.  VH,  1794  erscheinen  ließ,  fanden,  hier  zusammenstellen. 
Zunächst  bringt  er  den  Cosinussatz  der  ebenen  Trigonometrie  diu'ch 
Einführung  des  Cosinus  oder  Sinus  des  halben  Winkels  und  Ver- 
wendung eines  Hilfswinkels  auf  eine  logarithmisch  brauchbare  Form. 
Dies  hatte  allerdings  schon  1777  J  ohanu  Tobias  Mayer  1 1752—1830)') 
ganz  in  derselben  Weise  geleistet,  Cagnoli  scheint  jedoch  Mayers 
Schrift  nicht  gekannt  zu  haben.  Ferner  löst^)  er  eine  Reihe  kompli- 
zierterer Dreiecksaufgaben  auf  sehr-  elegante  Weise,  wobei  er  sich  stets 
die  Herstellung  einer  Endformel  zum  Ziele  setzt.     Zu  bemerken  ist 


1)  Gründlicher  und  ausführlicher  Unterricht  zur  praktischen  Geometrie, 
Göttingen  1777,  i  Bände  8",  B  I,  12—13.  —  2)  Cose  trigonometriche,  Memorie 
t.  \TI,  179i,  35  ff.     Daselbst  sind  im  ganzen  13  Probleme  behandelt. 
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iMullif'h  noch,  (hiß  sich  in  seiner  Trigonometrie  (1.  Aufl.  p.  122j  auch 
^\\^'  MoUweidcschen  Gleiclningen  entwickelt  und  verwendet  finden. 

Aus  seinen  Ergänzungen  7Air  Hphärischon  Trigonometrie  ent- 
nehmen wir  die  fundamentale  Formel  sin  c  sin  a  +  cos  c  cos  a  cos  B 
=  sin  yl  sin  f  —  cos  yl  cos  r'  cos />'),  die  erste  Relation,  welche 
zwischen  den  sechs  Stücken  eines  sphärischen  Dreiecks  ge- 
geben wurde.  Ferner  ist  seine  Umgestaltung  des  Cosinussatzes  für 
logarithmische  Rechnung  von  Interesse.  Indem  er  ihn  nämlich  in 
die  Gestalt  brachte 


sin    ,  =  sin   — .       '  /    '    I 


'  A  '  A 

sin  c  sin  6  sin  -—  sin  c  sin  6  sin  -— 


und  tg-  (p  = 


»in    -^ 


setzte,     ergab     sich     sin   -  -  = ^)      Ferner    hat    er    zuerst 

>  o  2  cos  qp  ■' 

(§  1030 — 1035)  Formeln  konstruiert,  um  die  Stücke  des  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecks  eventuell  bis  auf  Zelmtelsekunden  genau  erhalten 
zu  können.     Dabei  gelaugt  er  unter  anderen  zu  folgenden  drei: 


'«(^'>'+:)H/:^^c.  %(^^"+l)=-KSH^. 


tg  («"  +  f ) 


ctg 

C  +  c 

2 

tc 

C-e 

Weiter  ist  noch  anzuführen,  daß  er  die  Proportionen,  zu  ■welchen 
zwei  rechtwinklige  sphärische  Dreiecke,  die  entweder  einen  Winkel 
oder  die  Hypotenuse  gemeinsam  haben,  Anlaß  bieten,  vollständig  ent- 
wickelte und  außerdem  die  Formeln  ableitete,  welche  den  Zusammen- 
hang der  Elemente  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  denen  des  zu- 
gehörigen Sehnendreiecks  geben.*)     Auch  um  die  Auflösung  trigono- 


1)  Diese  Formel  findet  sich  erst  in  der  Ausgabe  von  1808  No.  1139,  326. 
Sie  wurde  später  oft  bewiesen  und  von  A.  Cayley  1859  wieder  neu  auf- 
gefunden. Collected  papera  IV,  80;  Cayleys  Beweis  unterscheidet  sich  wenig 
von  dem,  den  Bretachueider  im  Jovu-nal  für  Mathem.  1835  XIII,  150  ge- 
geben hat,  ist  aber  einfacher  als  der  Cagnolis.  —  2)  Steht  auch  schon 
im  Cose  trigonometriche ,  1786,  Problem  VI  der  sphärischen  Probleme.  — 
3)    Kap.  VIII    der    ersten,    Kap.   XX    der    Auflage    von    1808.      Die    elegante 

Formel     cos  A'    =    cos  A  cos         cos  —  4-  sin  —  sin  —    gibt     z.    B.     den 

2  2  2  2 

Winkel   ,1'   des   Sehnendreiecks,   der   dem  -4:;  A   im   sphärischen   entspricht.     In 
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metrischer  Gleichungen  hat  sich  Cagnoli  Verdienste  erworben.  So 
behandelte  er  z.  B.  die  wichtige  Gleichung  a  cos  A  -\-  l>  sm  A  ^  n, 
indem  er  a  =  m  cos  B,  h  =  m  sin  B  setzte.  Allerdings  war  ihm  hierin 
Kästner  schon  1772  zuvorgekommen.*) 


§  2.     Tetragonometrie  und  Polygonometrie. 

Die  Ausbildung  der  Formelsprache  uud  die  dadurch  gewonnene 
Geschmeidigkeit  der  analytischen  Rechnung  ermöglichte  die  viel- 
seitigsten Anwendimgen  der  trigonometrischen  Lehren.  Allerdings 
müssen  wir  dieselben  im  allgemeinen  von  unseren  Betrachtungen  aus- 
schließen, woUeu  aber  hiervon  insofern  eine  Ausnahme  machen,  als 
wir  die  Lehi-e  von  der  Berechnung  um-egelmäßiger  Polygone,  welche 
gegen  Ende  des  18.  Jahrhunderts  Bearbeitung  fand,  kurz  in  den  Ki-eis 
unserer  Betrachtungen  ziehen.^) 

Wohl  kann  jede  Berechnung  eines  Polygons  durch  Kombination 
von  Dreiecksformeln  erledigt  werden,  da  man  ja  dasselbe  nur  durch 
Diagonalen  in  Dreiecke  zu  zerlegen  braucht.  So  wurde  auch  verfahren, 
bis  Lambert  in  seiner  „Anlage  zur  Tetragonometrie"^)  zur  Berechnung 
der  Vierecke  dii-ekt  Formeln  herstellte,  die  überflüssige  Rechnungen 
ersparen  sollten.  Da  ein  Viereck  durch  fünf  unabhängige  Stücke  be- 
stimmt wird,  so  muß  zwischen  je  sechs  immer  eine  Gleichung  be- 
stehen und  zwar  gibt  es,  wie  Lambert  zeigt,  vier  solche  Beziehungen, 
für  welche  er  die  vier  entsprechenden  Formeln  aufstellt,  ohne  sie 
abzuleiten.  Da  man  jede  von  diesen  nach  einem  der  sechs  Stücke 
auflösen  kann,  so  bekommt  man  24  Fälle,  von  denen  jedoch  nur  14 
verschieden  sind,  da  mehrei-e  Auflösungen  dasselbe  sagen,  und  drei 
Winkel  bereits  den  vierten  bestimmen,  Umstände,  die  Lambert  nicht 
berücksichtigt  hat.  Des  Weiteren  wird  noch  eine  Diagonale  gezogen 
und  untersucht,  wie  die  Stücke  dann  zu  verteilen  sind,  so  daß  nicht 
jedes  Dreieck  für  sich  bestimmt  ist,  sondern  beide  zusammengenommen 
werden  müssen,  wenn  man  zu  einer  Hauptgleichung  gelangen  will. 
Bei  der  Abzahlung  der  hierdurch  möglichen  Fälle  entgingen  ihm 
jedoch  einige,  was  dann  sj)äter  Biörusen  und  Lexell   nachgewiesen 


einem   Briefe    an    Gerling    hat    üauß    1816    die    Relation    angegeben    cos  A' 

=  cos  ^  COS.  La  —  ^,    u  =  A  +  B-^C-  180»,    Gauß'   Werke  VEI,   291. 

1)  Astronomische  Abhandhingen  1772.  —  2)  Die  in  dieses  Kapitel  ein- 
schlägige Literatur  hat  für  mich  Herr  Wilhelm  Schmidt,  ein  früherer  Teil- 
nehmer meines  mathematisch-historischen  Seminars,  durchgesehen,  an  seine  Mit- 
teilungen schließe  ich  mich  hier  an.  —  3)  Beiträge  zum  Gebrauche  der 
Mathematik,  17  70,  II,  175—184. 
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habi'ii.  Auf  die  Fülle,  die  ilurcli  diis  Auftrctoii  zweier  Diagoniilen 
entstellen,   läßt  sich  weder  Jj.inihert  noeh  einer  .seiner  Naclitolger  ein. 

/ii  diesen  gehörte  der  uns  sdion  bekannte  Johann  Tobias 
Mayer,  der  Sohn  des  gloielmauiigen  berühmten  Astronomen,  welcher 
in  seiner  Inauguraldissertation  ITTi)')  Lamberts  Arbeit,  deren  Irrtümer 
ei-  auch  mit  herübernimmt,  ausführt.  Namentlich  geht  sein  Bestreben 
dahin,  h)garithmisch  brauchbare  Gleichungen  zu  erhalten,  was  seine 
wenn  auch  mangelhafte  Abhandlung  immer  noch  vorteilhaft  von  dem 
Buche-)  unterscheidet,  das  der  Däne  Stejjhan  Biörnsen  ITcSO  heraus- 
gab. Im  übrigen  ist  das  letztere  Werk,  welches  ebenfalls  an  Lambert 
anknüpft,  weit  vollständiger  als  Mayers  Schrift,  indem  auch  die 
Fälle,  welche  mit  Zuhilfenahme  einer  Diagonale  entstehen,  analytisch 
behandelt  sind,  in  manchen  Fällen  leitet  er  auch  geometrische  Kon- 
struktionen ab  und  erklärt  die  auftretenden  Doiipelwerte.  Auch  stößt 
er  wiederholt  bei  seinen  Rechnungen  auf  Gleichungen  von  höherem 
als  dem  zweiten  Grade;  diese  bleiben  dann  ungelöst  und  Biörusen 
bemerkt,  die  Geodäten  müßten  eben  solche  Fälle  zu  vermeiden  suchen! 

Der  erste,  welcher  den  geringen  Wert  solcher  Detailuntersuchungen 
erkennend  eine  allgemeine  Methode  zur  Berechnung  beliebiger 
Polygone  entwickelte,  war  der  uns  schon  bekannte  Petersburger 
Astronom  und  Mathematiker  Lex  eil.  In  zwei  Abhandlungen,  die  den 
Titel  führen  „De  resolutione  polygonorura  rectilineorum"  ^j  und  in 
den  Jahren  1775  und  177(3  erschienen,  löste  er  die  Aufgabe,  aus 
2n  —  3  Stücken  eines  w-Eckes,  die  dasselbe  bestimmen,  die  übrigen 
zu  berechnen,  indem  er  das  Polygon  auf  zwei  zueinander  senkrechte 
Linien,  wovon  er  die  eine  mit  einer  Seite  zu.sammenfallen  läßt,  ortho- 
gonal projizierte.  Die  beiden  hierdurch  sich  ergebenden  fundamentalen 
Gleichungen  sind  in  Lexells  Schreibweise: 

a  sin  «  -|-  fc  sin  ("«  -|-  /3)  -|-  c  sin  («  +  /3  +  y)  H —  lsm{cc-\-ß-{-y-] \-  k)  =  0, 

«  cos  a -f- 6  cos  (a  +  /3)  +  ccos  (u-'rß-\-y) -\ lcos{a-{-ß  +  }'-i |-A)  =  0, 

wobei  a,  i,  c  .  .  .  l  die  Seiteulängen  und  a,  ß,  y  .  .  .  X  die  Außen- 
winkel des  Polygons  bedeuten,  und  die  Beziehung  u-rß-\-y-\----{-X 
=  360"  besteht.  Die  beiden  Gleichungen  werden  auch  noch  dadurch 
verallgemeinert,  daß  die  Projektion  des  Polygons  auf  zwei  beliebige 
sich  in  einer  Ecke  schneidende  rechtwinklige  Achsen   vorgenommen 


1)  Tetragonometriae  specimen  I,  Göttingen  1773.  —  2)  Introductio  in 
Tetragoniometriam  ad  mentem  Lambert,  Hauniae  1780.  —  3)  Novi  commen- 
tarii  Acad.  Petrop.  XIX;  1774,  184—236  und  XX,  1775,  80—122,  publiziert  1775 
bezüglich  1776.  Lexell  hat  seine  Hauptformeln  in  einem  Briefe  dem  Engländer 
Morton  beweislos  mitgeteilt,  der  sie  dann  1775  in  den  P.  T.  LXV,  pars  2, 
281 — 282  veröffentlichte;  Charles  Hutton  gab  dann  im  nächsten  Band  600 — 603 
einen  Beweis  derselben,  der  mit  dem  Lexells  im  ganzen  übereinstimmt. 
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wird,  und  ilu-e  allgemeine  Gültigkeit  für  überschlagene  Polygone  und 
solche  mit  einspringenden  Ecken  wird  an  Beisj)ieleu  dargetau,  wobei 
nur  zu  beachten  ist,  daß  die  Summe  der  Außenwinkel  in  solchen 
Fällen  ein  Vielfaches  von  2:t  beträgt. 

Als  spezielle  Anwendungen  seiner  allgemeinen  Formeln  zeigt 
Lexell,  wie  sich  aus  denselben  die  Grundgleichungen  der  Trigono- 
metrie  unmittelbar  ergeben,  leitet  dann  die  vier  Hauptgleichungen 
Lamberts  für  das  Viereck  ab  und  fügt  noch  die  entsprechenden  für 
Fünf-  und  Sechseck  bei.  Aus  den  weitern  Resultaten  seiner  Unter- 
suchungen heben  wir  noch  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  uot- 
wendigen  Gleichungen  für  ein  «-Eck  und  die  Einteihmg  derselben  in 
zwei  Klassen,  je  nachdem  sie  Beziehimgen  zwischen  n  Seiten  und 
n  —  2  Winkebi  oder  zwischen  «  —  1  Seiten  und  n  —  1  Winkeln 
geben,  hervor.  Die  Relationen  der  ersten  Klasse  sind  stets  von  der 
Form  a;^  =  P  oder  x-  -f  Fx  =  Q  und  cos  (p  =  B,  cos  (p  =  R  sm(p  -\-  S, 
die  von  der  zweiten  Klasse  aber  haben  nur  die  Gestalt  tg  9  =  Ji, 
sin  tp  =  B,  oder  sin  q:  =  B  cos  <p  -\-  8. 

Die  zweite  Abhandlung  Lexells  enthält  hauptsächlich  Detail- 
ausführungen seiner  allgemeinen  Betrachtungen,  indem  diese  auf  alle 
Einzelbestimmungen  des  Vierecks  angewendet  werden.  Außerdem 
zieht  er  auch  eine  Diagonale  mit  in  Betracht,  gibt  eine  vollständige 
Aufzählung  und  Klassifizierung  aller  möglichen  Fälle  und  weist  darauf 
hin,  wie  man  eine  ähnliche  Abzahlung  bei  Herzunahme  beider  Dia- 
gonalen bewerkstelligen  könne.  Gelöst  werden  dann  noch  die  beiden 
für  die  Geodäsie  wichtigen  Aufgaben:  „Aus  den  vier  Seiten  und  einer 
Diagonale  die  andere  zu  bestimmen'',  die  sich  durch  eine  quadratisch 
lösbare  Gleichung  vierten  Grades  ergibt,  und  die  schön  von  Snellius 
behandelte  Aufgabe^),  aus  einer  Seite  und  den  vier  anliegenden  durch 
die  Diagonalen  imd  die  Seiten  mit  ihr  gebildeten  Winkeln  die  Gegen- 
seite zu  berechnen. 

Auf  einer  andern  Grundlage  hat  Simon  L'Huilier  (1750—1840), 
Professor  der  Mathematik  in  Genf,  eine  Polygonometrie  entwickelt.-) 
Au  die  Spitze  stellte  er  folgenden  Satz:  „Läßt  man  eine  Seite  des 
Polygons  weg,  bildet  aus  allen  andern  die  Produkte  zu  je  zweien  und 
multipliziert  jedes  Produkt   mit   dem  Sinus  des  von  den  betreifenden 

Seiten  gebildeten  Winkels,  so  ist  die  Summe  dieser -^ Pro- 
dukte gleich  dem  doppelten  Inhalt  des  Polygons."  Da  man  nun 
immer  andere  Seiten  des  Polygons  nacheinander  weglassen  kann,  so 
erhält  man  n  Ausdrücke  für  den  Polygonsinhalt,  die  einander  gleieh- 


1)   Siehe  Tl.  I,  S.  245.   —    2)   Polygonomötrie   ou   de  la  mesure  des  figurea 
rectilignes  etc.,  Paris  1789,  4". 
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j;es(>t/,t,  luiuliiinoutalp  li(>7,ielinn<;feii  zwisclieii  den  Seiten  und  Winkeln 
des  Polygons,  licleru.  Außer  dieser  Fornielgruppe  verschallt  sich  aber 
L'Huilicr  noch  zwei  Fundamentalfornieln,  die  identisch  sind  mit 
Lexells  Projektioustbrmebi,  indem  er  den  Polygonsinhalt  einmal  in 
der  obigen  Weise  und  dann  als  Summe  eines  durch  eine  Diagonale 
abgeschnittenen  Eckdreiecks  und  des  übrigbleibenden  Polygons  von 
«  —  1  Seiten  bildet.  So  ergibt  sich  z.  B.  für  das  Fünfeck  ABC  DE 
die  Gleichung  A  K  sin  E  =  A  B  sin  {B  +  C  +  i))  +  BC  sin  (C  +  D) 
+  CD  sin  D,  welche  bis  auf  die  Bezeichnung  mit  Lexells  erster 
Formel  übereinstimmt.')  Übrigens  hat  L'Huilier,  wie  er  in  der 
Vorrede  seines  Buches  angibt,  von  Lexells  Arbeit  erst  durch  seinen 
Freund  Pfleiderer  in  Tübingen  Nachricht  bekommen,  nachdem  er 
schon  im  Besitze  seiner  Resultate  war. 

Angewendet  hat  L'Huilier  seine  Sätze  zur  Lösung  dreier 
Hauptprobleme,  die  er  in  der  Polygononietrie  unterschied.  Es 
sind  dies  folgende:  1)  Aus  «  —  1  Seiten  und  n  —  2  AVinkeln  die 
fehlenden  Stücke  zu  bestimmen,  desgleichen  2)  aus  allen  Winkeln 
und  aus  n  —  2  Seiten,  3)  aus  allen  Seiten  und  aus  n  —  3  Winkeln 
das  Polygon  zu  berechnen.  Hierfür  werden  auch  numerische  Beispiele 
durchgeführt.  Außerdem  hat  L'Huilier  noch  in  einer  dem  Institut 
national  ITüSI  eingereichten  Abhandlung-)  diese  Sätze  auf  Raum- 
polygone ausgedehnt  und  den  Hauptsatz  der  Polyedrometrie  auf- 
gestellt, daß  jede  Seitenfläche  eines  Polyeders  gleich  der  Summe  der 
übrigen  ist,  jede  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  multipliziert,  den  sie 
mit  der  ersten  bildet.  Doch  wurden  die  näheren  Bedingungen,  imter 
denen  dieser  Satz  allein  richtig  ist,  weder  bei  L'Huilier,  noch  bei 
(larnof),  der  sich  ebenfalls  mit  den  Sätzen  der  Polyecb"ometi-ie  und 
der  Polygone  im  Räume  beschäftigte,  angegeben. 

In  einem  uur  losen  Zusammenhang  mit  den  letzterwähnten  all- 
gemeinen Sätzen  über  Polyedermessimg  stehen  die  Arbeiten  von 
Lagrange*)  1773,  imd  von  De  Gua  1783  über  das  Tetraeder;  der 
erstore  bestimmte  in  der  ihm  eigentümlichen  eleganten  Weise  durch 
analytische  Rechnung  die  Seitentiächeu,  das  Volumen,  die  Radien  der 
um-  und  eingeschi'iebenen  Kugeln  u.  s.  w.  für  das  Tetraeder,  während 
der  letztere  sich  in  ziemlich  schwerfälliger  W^eise  der  elementaren 
Hilfsmittel  hierzu  bediente.     (Vgl.  S.  125,  Anm.  2.) 


1)  Eine  etwaa  andere  Formulierang  gab  dem  Satze  später  Bleibtreu  in 
„Neue  und  leichte  Methode,  den  Flächeninhalt  und  die  Konstruktion  jeder  Figur 
aus  den  Seiten  und  Winkeln  zu  berechnen".  Neuwied  1810,  8°.  Die  beiden 
Formeln  Lexells  stehen  bei  L'Huilier  a.  a.  0.  18  und  20.  —  "2)  Memoires  de 
rinstitut  1805.  —  3)  Geometrie  de  poaition  1803,  306.  —  4)  Memoires  de  FAca- 
demie  de  Berlin  1773,  "Werke  Ed.  Serret  III,  661— 692. 

T.  Braimniühl,  Geschichte  der  Trigonometrie.    II,  10 
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§  3.     Trigonometrische  Tafeln,  ReLhenlehre,  Zyklometrie 
und  Differentialtrigononietrie. 

Von  trigonometrisch  logaritlimischeu  Tafeln  waren  in  der  zweiten 
Hälfte  des  18.  Jalirlmnderts  die  verschiedenen  Ausgaben  von  Gardiners 
Tafeln,  sowie  jene  von  Rivard  vielfach  in  Gebrauch;  neu  erschienen 
im  Jahre  1760  zu  Paris  Lecailles  und  Lalandes  Tables  des  loga- 
rithmes  pour  les  Sinus,  Tangentes  etc.  in  12",  die  namentlich  wegen 
ihrer  Handlichkeit  sehr  beliebt  waren  und  lange  im  Gebrauch  blieben.') 
In  einer  Abhandlung  von  1761 -)  setzt  Lalande  ein  Interi)olations- 
verfahren  zur  Berechnung  solcher  Tafeln  auseinander,  das  sich  auf  jenes 
von  Mouton  (S.  52 j  stützt,  und  bedauert  sehr,  daß  dessen  Tafeln 
aller  Logarithmen  der  Funktionen  für  die  Sekunden  der  ersten  und 
letzten  vier  Grade  nicht  veröffentlicht  seien.  Wir  erwähnten  schon 
früher,  daß  ein  Teil  von  Moutons  Berechnungen  in  die  von  dem 
Jesuiten  E.  Pezenas  (1692 — 1776)  besorgte  Neuausgabe  (1770)  der 
Tafeln  Gardiners  übergingen.^)  Camus  veröffentlichte  in  seinem 
„Cours  de  Mathematiques"  1755,  H  eine  13  stellige  Hilfstafel  zur  Be- 
rechnung der  Sinus.  Ferner  erschien  1760  zu  Haarlem  eine  Tafel 
der  Funktionen  für  jede  Minute  der  acht  ersten  Grade  auf  10  Dezi- 
malen von  Dirk  Klinkenberg*)  (1709 — 1799).  Zehn  Jahre  später 
veröffentlichte  Lambert  seine  schon  erwähnten  „Zusätze  zu  den 
logai  ithmisch  ti-igonometrisehen  Tabellen  zur  Erleichterung  und  Ab- 
kürzung der  bei  Anwendung  der  Mathematik  vorfallenden  Berechnungen" 
(^Berlin  17S0  in  8").  Von  dieser  auf  eine  Anregung  Lagranges  ent- 
standenen ^j  Tafelsammlung  interessiert  uns  außer  den  schon  früher 
erwähnten  Tafeln  zunächst  Tafel  XIX  p.  137,  welche"  die  Sinus  von 
3"  zu  3"  in  algebraischen  Ausch-ücken  enthält,  um  gegebenen  Falls 
verschiedene  Rechnungen  in  aller  Schärfe  vornehmen  zu  können,  die 
mau  mit  den  gewöhnlichen  Tafeln  nur  auf  eine  begrenzte  Anzahl 
Dezimalen  führen  kann.  Über  die  Aufstellung  dieser  Tabelle  verbreitet 
er  sich  in  seinen  Beiträgen  II  (133 — 139)  und  zeigt,  daß  die  einzelneu 
Funktionswerte   aus  15  verschiedenen  Wurzelwerten  zusammengesetzt 


1)  Poggendorff,  Biogr.  lit.  Handwörterb.  führt  Auflagen  von  1781,  1799, 
1804  an  und  Glaisher  a.  a.  0.  113  fünfstellige  Logarithmeu  der  trigonometrischen 
Funktionen  von  1805,  sowie  siebenstellige  von  1829.  —  2)  Siu-  leg  interpolationa 
ou  sur  l'usage  des  differences  secondes  troisiemes  etc.  Memoires  de  l'Academie  de 
Paris  1761,  125—139.  —  3)  Pezenas  hat  auch  eine  Abhandlung  über  Herstellung 
einer  Tafel  zur  Behandlung  aller  sphärischen  Dreiecksfälle  geschrieben :  Memoire 
de  reduire  en  tables  la  Solution  de  tous  les  triangles  spheriques,  1772,  Avignou  4". 
Wir  konnten  jedoch  dieselbe  nicht  einsehen.  —  4)  Körte  Yerhandeling  over  de 
Sinus  etc.  Verh.  Hol.  Maatsh.  te  Haarlem  1760,  258.  —  5)  Brief  an  D'Alem- 
bert  vom  4.  April  1771.     Lagrange  Oeuvres.     Ed.  Serret  XIH,  195. 
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sind  und  aus  diesen  sich  nur  durch  Addiei'en  und  Subtrahieren  be- 
rechnen lassen.  (Jagnoli  hat  später  (1794)')  eine  Ableitung  derselben 
gegeben.  In  Tafel  XX  (ISil — 141)  gab  Lambert  eino  Zusammen- 
stellung der  wichtigsten  goniometrischen  Formeln  in  ganz  moderner 
Schreibweise,  Tafel  XXIII  n4() — 149)  l)ot  die  Länge  der  Kreisbögen 
auf  '21  Dezimalen  für  alle  Grade  von  1"  bis  100",  von  da  ab  in 
Intervallen  von  .SO"  und  endlich  noch  für  Minuten  und  Sekunden. 
In  Tafel  XXIV  (IßO— 151)  stellte  er  die  Werte  der  Sinus  und  Cosinus 
für  sehr  kleine  Winkel,  in  Tafel  XXV  (152—1(10)  die  Sinus  aller 
Grade  mit  1,  2,  )>  ...  9  multipliziert  zusammen;  Tafel  XXVI  enthält 
die  Sinus,  Tangenten,  Sekanten  der  Winkel  von  Grad  zu  Grad  und 
ihre  Logarithmen,  und  Tafel  XXVIII  (198—201)  ist  für  die  Inter- 
polation bestimmt,  mit  der  sich  Lambert  auch  in  den  „Beiträgen" 
(UI,  156)  beschäftigte.")  Auch  seine  Forschungen  über  rationale 
Trigonometrie  müssen  hier  erwähnt  werden.  Diese  knüpfen  sich 
an  einen  Brief  vom  15.  Oktober  1773  an,  in  welchem  ihm  ein  ge- 
wisser Pater  Simon  Baum  vom  St.  Salvatororden  mitteilte^),  daß  er 
223  Sinuswerte  in  rationalen  Zahlen  bestimmt  habe  und  noch  20  000 
zu  berechnen  gedenke,  welche  zur  Behandlung  von  Dreiecken  dienen, 
deren  Seiten  und  Inhalt  rational  sind.  Wir  erinnern  uns,  daß  schon 
Vieta  einen  Kanon  für  solche  Dreiecke  gegeben  hatte  (Tl.  I,  159), 
den  weder  Baum  noch  Lambert  gekannt  zu  haben  scheinen,  und 
daß  auch  De  Laguy  sich  mit  ähnlichen  Betrachtungen  abgab.  Lam- 
bert antwortete  nun  am  14.  Dezember  1773  dem  Baum,  er  habe 
eine  Tafel  aller  Brüche,  deren  Nenner  100  ist,  berechnet,  und  fügt 
bei,  es  sei  genügend,  200  rationale  Sinus  zu  finden,  die  er  schon  aus 

dieser  Tafel  finden  könne.  Ferner  sei  allgemein  tg  «  =  -,-  gesetzt,  so  ist 

sin  2«  =  ,-»- , — s,    cos  '2  a  =  ,-,— , — „,    und   hieraus    z.  B.    für    -j-  =  ?,  , 
b^  -\-  a-'  0-  -f  ffl- '  ö        11 ' 

sin  2«  =  ^^,  cos  2ß  =  11,  «  =  30"  30'  27".     Lambert  hat  selbst  eine 

solche  Tafel  nie  veröffentlicht,  wohl  aber  findet  sich  eine  nach  seiner 

Methode     berechnet     in    der    Tafelsammlimg    von    Johann     Karl 

Schulze,  die  1778  in  zwei  Bänden  in  Berlin  erschien.*)    Es  ist  dies 


1)  Cose  trigonometriche.  Memoii-e  della  Societä  Italiana  VII,  17Ü4,  2 — 3. 
Vgl.  die  ähnliche  Tafel  von  Wallis  (S.  55).  In  neuerer  Zeit  hat  E.  Gelin  eine 
ebensolche  Tafel  auch  für  die  Tangenten  und  Sekanten  veröffentlicht,  Mathesis 
Vni,  1888.  —  2)  Lamberts  Tafelsammlung  wurde  1798  auf  Kosten  der  Lissa- 
boner Akademie  lateinisch  herausgegeben.  —  3)  Deutscher  gelehrter  Briefwechsel 
Lamberts,  herausgegeben  von  Johann  II.  Bernoiilli  I,  270,  ferner  beziehen 
sich  hierauf  noch  die  Briefe  vom  14.  Dezember  1773  und  vom  16.  Mai  1774,  n. 
—  4)  Die  Tafel  für  rationale  Trigonometrie  steht  daselbst  II,  308 — 311  und  gibt 
für  100  rechtwinklige  Dreiecke  die  Seiten,   für  welche  die  Tangente  des  halben 

10* 
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eine  sowohl  durcli  ihre  Anortbiung  als  auch  durch  die  sorgfältige 
Bearbeitung  der  meisten  darin  enthaltenen  Tafeln  sehr  wertvolle 
Sammlung.  Es  finden  sich  da,  außer  den  siebenstelligen  Briggsschen 
Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  101000,  die  natürlichen  oder  hyper- 
bolischen Logarithmen  der  Primzahlen  von  1  bis  10000,  die  der 
holländische  Artillerieoffizier  Wolfram  auf  48  Dezimalen  berechnet 
hatte,  ferner  eine  Tabelle  für  die  Logarithmen  der  Sinus  und  Tan- 
genten kleiner  Bögen  von  0"  bis  2"  von  Sekunde  zu  Sekunde  be- 
rechnet, dann  im  IL  Bande  Tafeln  der  Sinus,  Tangenten  und  Sekanten 
mit  den  zugehörigen  Briggsschen  und  hyperbolischen  Logarithmen 
für  die  4  ersten  und  4  letzten  Grade  von  10"  zu  10",  für  den  übrigen 
Teil  des  Quadranten  aber  von  Minute  zu  Minute  berechnet  (260  Seiten). 
Auch  die  Länge  der  „Cirkulbögen"  für  alle  Grade  bis  auf  27  Dezi- 
malen, ferner  für  alle  Minuten  und  Sekunden  (»•  =  1)  sind  angegeben, 
und  außerdem  findet  sich  noch  eine  Literpolationstafel  aufgenommen. 
Das  starke  Bedürfnis  nach  Logarithmentafeln  scheint  jedoch 
Schulzes  Werk  nicht  gedeckt  zu  haben,  weshalb  der  bekannte  Georg 
von  Vega  verschiedene  ähnliche  Werke  erscheinen  ließ.  Zunächst 
kamen  heraus  „Logarithmische,  trigonometrische  imd  andere  zum  Ge- 
brauche der  Mathematik  eingerichtete  Tafeln  und  Formeln",  Wien 
1783,  8",  die  in  zahllosen  Neuauflagen  und  Bearbeitungen  bis  in 
unsere  Tage  in  Gebrauch  blieben.  Vorausgeschickt  ist  hier  eia  Ver- 
zeichnis von  Fehlem  bei  Schulze,  Gardiner  (Avignoner  Ausgabe 
von  1770),  Vlacq,  Pitiscus  etc.,  sowie  die  Formeln  zu  Berechnimgen 
in  der  sphärischen  Trigonometrie,  die  in  logarithmischer  Gestalt  an- 
gegeben sind.  Dann  umfaßt  das  Werk  außer  den  gewöhnlichen  Lo- 
garithmen  7  stellige  Tafeln  der  Logarithmen  der  Sinus  und  Tangenten, 
der  Funktionen  selbst  für  den  Radius  1,  der  Länge  der  Kreisbögen 
und  verschiedene  den  Kreis  betreflende  Reihen  und  Formeln.  1793 
erschien  dann  „Logarithmisch-trigonometrisches  Handbuch"  imd  1794 
Vegas  vollständigstes  und  bedeutendstes  Werk  in  dieser  Richtung,  der 
„Thesaurus  logarithmorum  completus  ex  Arithmetica  logarithmica,  et 
ex  Trigouometria  arteficiali,  Lipsiae  1794,  2".  Hierin  ist  für  uns  von 
Interesse  die  Tafel  II:  Magnus  Canon  logarithmorum  vulgarium  tri- 
gonometricus,  welche  die  Logarithmen  der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten 
und  Cotangenten  auf  10  Dezimalen  enthält,  und  zwar  von  0°  bis  2" 
in  Intei-vallen    von  1"  und    für   die    übrigen  Wiakel   von   10"  zu  10" 


spitzen  Winkels  >  ^  ist.  Leider  enthielt  die  Tafel  so  viele  Fehler,  daß  sie 
Bretschneider  1841  noch  einmal  neu  berechnen  mußte:  Archiv  für  Mathe- 
matik und  Physik  I,  96—101.  —  Schulze  (1749—1790;  war  ein  Schüler  Lam- 
berts nnd  ■mirde  Professor  der  Mathematik  und  Akademiker  in  Berlin. 
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mit,  An<;;abo  der  Differenzen.  Diese  Tafel  umfaßt  318  Folinseiten. 
Außerdem  tiudet  man  noch  darin  Tafeln  für  Kreisbogeulängen  (11 
Dezim.),  sowie  eine  umfassende  Sammlung  trigonometrischer  Formeln. 
Bemerkt  mag  noch  werden,  daß  außer  den  selbstverständlich  vorhan- 
denen Briggsschon  Logarithmen  der  Zahlen  (10  Dezim.)  auch  noch 
Wolframs  hyperboliselie  Logarithmen  der  Primzahlen  {AX  Dezim. j, 
die  wii-  zum  erstenmal  bei  Schulze  trafen,  aufgenommen  sind.  Vegas 
„Thesaurus"  war,  wie  er  selbst  angibt,  eine  Neuausgabe  von  Vlacqs 
Tafeln,  und  Vega  glaubte  diu  Fehler  jener  Tabellen  so  verbessert  zu 
haben,  daß  er  für  jeden  ihm  angezeigten  Fehler  einen  Dukaten  zu 
zahlen  versprach.  Gauß  hat  nachmals  M  die  Bichtigkeit  der  Vegaschen 
Tafeln  geprüft  und  gefunden,  daß  wenn  man  verlangt,  die  Tabulargröße 
dürfe  niemals  um  mehr  als  eine  halbe  Einheit  der  letzten  Dezimale 
von  dem  wahren  Werte  abweichen,  was,  um  felilei-freie  Rechnungen  zu 
erzielen,  verlangt  werden  muß,  unter  den  GSOBS  irrationalen  Loga- 
rithmen der  Tafel  der  trigonometrischen  Funktionen  47746  ungenaue 
zu  erwarten  sind,  imd  zwar  ergibt  sich  als  mittlerer  Fehler  für  die 
Sinus  1,18,  für  die  Cosinus-)  0,92,  für  die  Tangenten  1,78  —  letztere 
sind  nämlich  die  abgeleiteten.  Man  sieht  hieraus,  daß  strengeren  Ge- 
uauigkeitsforderimgen   durch  Vegas  Werk  keineswegs  genügt  wurde. 

Ein  Jahr  nach  dem  Erscheinen  des  Thesaurus  kam  in  Paris  die 
Tafelsammlung  von  Callet  heraus^),  die  im  ganzen  11  wichtige  Tafeln 
in  einem  nicht  übermäßig  dicken  Oktavbande  vereinigte  und  beide 
Teilungen  des  Quadranten  berücksichtigte.  Es  ist  dies  nach  Glaishers 
Urteil  die  vollständigste  und  praktisch  brauchbarste  Sammlung,  die 
überhaupt  publiziert  wurde.')  Wahrscheinlich  hat  Callet  seine  Lo- 
garithmen der  Sinus  durch  Interpolation  aus  der  „Trigonometria  arte- 
ficialis"  von  Vlacq  bestimmt.*) 

In  England  schloß  sich  an  die  fünfte  Auflage  von  Sherwins 
Tafel,    die    sehr    fehlerhaft    war,    die   erste  6 stellige  Logarithmentafel 


1)  Astronomische  Nachrichten  1851,  Nr.  756.  Werke  UI,  257 — 264.  Seine 
Schätzung  der  Fehlennenge  wurde  aber  von  v.  Leber  in  „Tabularum  ad  faci- 
liorem  interiiolationis  computationem  utilium  Trias,  Vindob.  1897  als  übertrieben 
erklärt.  —  2)  Der  Grund  dafür,  daß  die  Cosinus  im  aUgemeineu  richtiger  berechnet 
sind  als  die  Sinus,  wurde  in  der  Formel  entdeckt,  mit  welcher  Vlacq  dieselben 
bestimmte:  Montly  Notices  of  the  R.  Astr.  Soc.  for  Mai  1873.  —  3)  Tables 
portatives  de  Logarithmes  1795,  8".  Die  umfangreiche  Einleitung  (118  Seiten) 
enthält  eine  genaue  Angabe  der  Beiechnung  der  Tafeln.  Neudrucke:  1827,  1829. 
1853,  1890.  —  4)  Report  of  the  Brit.  Assoc.  1873,  92,  daselbst  findet  man  auch 
eine  genaue  Inhaltsangabe.  —  5)  Glaisher  nach  Hobert  und  Ideler  a.  a.  0.  93, 
Fehlerverzeichnis  bei  Ch.  M.  Schols,  Annales  de  TEcoIe  Poly.  de  Delft  DI, 
1887,  130—139. 
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von  Samuel  Dünn  1784')  an,  welcher  Charles  Huttons  trefi'liche 
„Mathematical  tables"  1785  folgten,  sie  erlebten  bis  1858  eine  Menge 
von  Neuauflagen  in  beständiger  Verbesserung.  Die  ersten  6  derselben 
enthalten  jene  wertvolle  Einleitung  über  die  Geschichte  der  Logai-ithmen, 
deren  wir  uns  schon  so  oft  bedienten.  Außerdem  hat  Hutton-)  in  seinem 
großen  geodätischen  Werke  „Treatise  on  mensm-ation"  (London  1770,4") 
618 — 646  eine  Tafel  der  Flächeninhalte  der  Kreissegmente  gegeben, 
deren  Höhen  (sinus  versus)  nach  Zehntausendsteln  des  Radius  l  fort- 
schreiten. (Eine  ähnliche  Tafel  gab  auch  Lambert,  die  dann  sjjäter 
Johann  Tobias  Mayer  in  seiner  Anleitung  zur  praktischen  Stereo- 
metrie, 2.  Aufl.  1820  verbesserte.)  Ein  bedeutendes  Werk  ist  auch 
die  dreibändige  von  Michael  Taylor  1792  herausgegebene  Tafel- 
sammlung, deren  dritter  Band  auf  450  Seiten  die  Logarithmen  der 
trigonometrischen  Funktionen  für  alle  Winkelsekunden  des  Quadranten 
7steUig  enthält.^) 

Als  man  in  Fi-ankreich  in  den  ersten  Jahren  der  gi-oßeu  Um- 
wälzung, welche  die  Revolution  auf  allen  Gebieten  hervorgerufen 
hatte,  auch  die  Maße  und  Gewichte  reformierte  und  überall  das  De- 
zimalsystem einführte,  lag  es  nahe,  den  schon  früher  vereinzelt  auf- 
getauchten Gedanken  der  Dezimalteilung  des  Winkels  wieder 
aufzunehmen  und  dafür  neue  logarithmisch  trigonometrische  Tafehi 
zu  schafi'en,  ähnlich  wie  sie  einst  Briggs  berechnet  hatte.  Da  aber 
damals  in  der  neuen  Rej)ublik  alles  monumental  sein  mußte,  so  sollten 
diese  Tafeln  sowohl  an  Genauigkeit  als  an  Umfang  alles  Dagewesene 
übertreffen.  Mit  der  Leitung  des  tfntemehmens  wui-de  1794  der  zum 
Vorstände  des  Kadasterbureaus  ernannte  Ingenieur  de  Prony  (1755 — 
1839)  betraut,  der  seine  Hilfsarbeiter  in  drei  Gruppen  teilte.  Die 
Herstellung  der  für  die  Rechnungen  notwendigen  Formeln  lag  in  den 
Händen  berühmter  Mathematiker,  wie  Delambre  und  Legen dre, 
diese  bildeten  die  erste  Gruppe;  die  zweite  Abteilung  bestand  aus 
Rechnern,  welche  mit  der  Analysis  vertraut  waren,  wähi-end  die  dritte 
Sektion  nur  die  Additionen  der  Differenzenrechnungen  auszuführen 
hatte.  Sie  rekiaitierte  sich  hauptsächlich  aus  den  durch  das  neue 
Regime  brodlos  gewordenen  l'riseureu  und  Perrückeumachem.  Die 
ganze  rechnerische  Arbeit  wurde  von  zwei  Gruppen,  die  nicht  mit- 
einander in  Beziehung  standen,  vollständig  ausgeführt  und  dann  ver- 


1)  Tables  of  correot  an  concise  logarithms  for  ntimbers,  sines,  tangents, 
secants  etc.  London  1784.  8°.  —  2)  Charles  Hutton  (1737—1823)  war  Pro- 
feBsor  der  Mathematik  zu  Woolwich.  In  einer  Notiz  in  den  P.  T.  74,  p.  21  ff. 
hat  er  auch  Vorschriften  zur  Anfertigung  einer  trigonometrischen  Tafel  für  im 
Längenmaß  gegebene  Bögen  entwickelt.  —  3)  Vgl.  Glaisher  a.  a.  0.,  135. 
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1,'licheii.  Dabei  vollzoff  man')  die  Berechnung  der  Sinus  von  10"  zu 
10"  mittelst  der  Reihe,  die  Sinus  der  üwischenliegenden  Bögen  von 
1"  /u  l"  wurden  mit  der  Formel  sin  (a  -{■  b)  =  2  cos  a  sinb+  sin  (a  —  b) 
bestimmt  und  alle  diese  Sinus  wurden  verifiziert  durch  die  von  Euler 
iicrstammendc  Formel  sin  .r  -f  sin  {40"  —  .t)  +  sin  (80"  +  ./■)  =  sin  (40"  +  a") 
+  sin  (SU"  —  .r).  Alles  übrige  wurde  durch  eine  geschickt  angelegte 
1  )itferenzem'echnung  ausgefüllt,  deren  auf  Moutons  Methode  be- 
ruhende Anordnung  mau  hauptsächlich  Legeiidre  verdankte  (Con- 
uaissance  de  temps  1S17,  21il — 23HJ.  Das  Werk  umschließt  hand- 
schriftlich 17  Voll,  in  fol.  und  enthält  neben  einer  ausfühi-lichen 
Einleitung  über  die  HersteUuug  etc.  der  Tafeln  die  natürlichen  Sinus 
für  jeden  10000 sten  Teil  des  Quadranten  auf  25  Dezimalen,  um  sie 
auf  22  sicher  zu  haben,  mit  Angabe  von  7  oder  S  Kolonnen  von 
Differenzen,  ferner  die  Logarithmen  der  Sinus  und  der  Tangenten  für 
jedes  Hunderttausendteilchen  des  Quadranten  auf  14  Dezimalen  mit 
5  Differenzen,  dann  die  Logarithmen  der  Verhältnisse  der  Sinus  und 
der  Tangenten  zu  ihren  Bögen  für  die  5000  ersten  Himderttausendstel 
des  Quadranten  in  14  Dezimalen,  weiter  die  Logarithmen  der  Zahlen 
von  1  l)is  10  000  auf  19  Dezimalen  und  die  der  Zahlen  von  10000 
bis  200  000  mit  14  Dezimalstellen  und  5  Diiferenzreihen.  Die  geplante 
Berechnung  Avurde  also  glücklich  zu  Ende  geführt,  und  auch  der 
Druck  war  begonnen,  mußte  aber  wegen  der  Zerrüttung  der  Finanzen 
eingestellt  werden  und  ist  seither  nicht  wieder  in  Aufnahme  gekommen, 
so  daß  dieses  höchst  verdienstliche  Riesenwerk  der  mathematischen 
Welt  bisher  vorenthalten  blieb.")  Da  übrigens  die  Dezimalteilung 
des  Quadranten  nicht  allgemein  Eingang  fand,  so  ist  der  wirkliche 
Wert  der  Tafeln  bedeutend  gesunken.  Übrigens  sind  kleinere  Tafeln, 
welche  diese  Einteilung  zugrunde  legen,  bald  darauf  erschienen,  so  in 
Frankreich  die  „Tables  trigonometriques  decimales"  von  Bor  da,  ver- 


1)  Mömoires  de  l'Institut  V.  an  XU,  öG — 66:  Rapport  .sur  les  grandes 
tables  trigonometriques  decimales  du  cadastre  par  Lagrange,  Laplace  et 
Delambre  und  Bulletin  de  la  Societe'  Philomathique  de  Paris.  III,  1811.  Be- 
richt von  denselben.  Vgl.  auch  Comptes  rendus  de  l'Academie  de  Paris  1858, 
XLVI,  911—912;  femer  Annales  de  rObsei-vatoire  imperial  de  Paris  IV,  1858,  123— 
150,  encUich  NouveUes  Annales  XIV,  1855,  14 — 17  des  historischen  Teils.  Vgl. 
auch  noch  Cllaisher  a.  a.  0.  56 — 57  und  Klügel,  Mathem.  Wörterbuch  HI,  568 — 
569.  —  2)  In  neuerer  Zeit,  1891.  wurde  ein  revidierter  Auszug  aus  den  Tables  de 
Cadastre  veröifentlicht;  er  enthält  die  Logarithmen  von  1  bis  120  000  und  die 
der  trigonometrischen  Linien  auf  8  Dezimalen.  Inwie-weit  die  Zahlen  des  großen 
Tafelwerkes  wirklich  vcrlassig  sind,  läßt  sich  natürlich  nicht  entscheiden.  Der 
Schotte  Eduard  Sang  hat  über  diesen  Punkt  mit  dem  Franzosen  Lefort  eine 
Kontroverse  ausgefochten  (Proceedings  of  the  R.  Society  of  Edinburgh  Vm,  1875), 
die  aber  keine  völlige  Klarheit  gebracht  hat. 
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melirt  und  herausgegeben  von  J.  B.  J.  Delambre  (an.  IX)  1800/01 
in  4"  mit  einer  Einleitung,  in  welcher  der  letztere  die  Methode  der 
Berechnung  auseinandersetzte,  und  in  Deutschland  die  „Nouvelles 
tables  trigonometriques"  Berlin  1790  in  8°  von  Hobert  und  Ideler, 
welche  die  Huudertteiliing  des  Quada-anten  voraussetzten  und  sehr 
sorgfaltig  berechnet  sind.*)  Auch  hier  ist  die  Art  der  Berechnung 
in  einer  Einleitung  auseinandergesetzt.  Alle  die  verschiedenen  Me- 
thoden, deren  man  sich  damals  zur  Berechnung  der  Tafeln  bediente, 
gipfeln  in  der  Benutzung  der  Reihen  für  weiter  entfernte  Argumenten- 
werte und  der  Interpolation  der  z wisch enliegendeu  mittelst  Diffe- 
renzreihen. Eine  genaue  Auseinandersetzung,  auf  die  wir  uns  hier 
nicht  einlassen  können,  findet  man  bei  Klügel,  Mathematisches 
Wöi-terbuch,  Artikel  Cyklotechnie  I,  683 — 694;  wir  bemerken  nur 
noch,  daß  gerade  die  Herstellung  der  „Grandes  tables  de  Cadastre" 
das  Übergewicht  der  auf  bloßer  Addition  beruhenden  Difi'erenzen- 
rechnung  über  die  direkte  Berechnung  mittelst  Formebi  deutlich  ins 
Licht  setzte,  und  das  Gleiche  lehi-te  Hobert  und  Idelers  Methode.^) 
Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  einen  kurzen  Überblick  über 
die  wichtigsten  Tafelwerke  gegeben  haben  —  eine  Bibliographie  dei'- 
selben  zu  liefern  kann  natürlich  nicht  unsere  Aufgabe  sein  —  wollen 
wir  noch  auf  die  Ergänzungen  zu  sprechen  kommen,  welche  die 
sogenannte  „höhere  Trigonometrie"  nach  Euler  gefunden  hatte.  Wir 
eriimern  uns,  daß  Euler  bereits  1743  die  Summe  einer  endlichen 
Zahl  von  Sinus  oder  Cosinus,  deren  Argumente  in  arithmetischer 
Progression  fortschreiten,  gewann,  indem  er  sich  divergenter  unend- 
licher Reihen  bediente  (^S.  109);  KlügeP),  Cagnoli^)  und  später 
Francesco  Pezzi^)  (f  1813)  gaben  hierfür  die  euifachen  und  stich- 
haltigen Ableitungen,  dei-en  wir  uns  noch  heute  bedienen,  und  Cagnoli 
fügte  noch  die  Summen  der  w'""  Potenzen  der  Sinus  und  Cosinus 
solcher  Winkel  hinzu,  während  eine  Ableitung  dieser  Summen  mit 
Hilfe   des   Imaginären   Gregorio  Fontana^)   (1735 — 1803)   gegeben 

1)  Diese  Tafel  ist  die  erste,  welche  in  Deutscliland  die  zentesimale  Teilung 
einzuführen  suchte.  Über  die  ihr  vorhergehenden  Versuche,  solche  Tafeln  her- 
zustellen, findet  man  einiges  in  der  Einleitung  zu  Schulzes  Neuen  Tafeln  und 
in  Bodes  Astronomischem  Jahrbuch  für  1798.  —  2)  In  England  scheint  man 
später  zu  dieser  Erkenntnis  gelangt  zu  sein,  denn  in  den  von  uns  oft  erwähnten 
Scriptores  Logarithmici  von  Maser  es  befinden  sich  (VI)  noch  unendlich  mühsame 
Berechnungen  von  sin  1'  und  tg  1'  aus  den  Teilungsgleichungen.  So  wird  z.  B. 
sin  1'  von  Ch.  Hutton  1777  aus  sin  60"  durch  2  Fünfteilungen,  2  Dreiteilungen 
und  4  Halbierungen  auf  15  Dezim.  entwickelt,  allerdings  bemerkt  Hut  ton  selbst, 
daß  diese  Methode  jener  mit  den  Reihen  weit  nachstehe.  —  3)  Analytische 
Trigonometrie  1770,  39—43.  —  4)  Trigonometria  2.  Aufl.117— 118.  —  5)  Me- 
morie  della  Societä  Italiana  XI,  1803,  21  tf.  —   6)  Ebenda  11,  17»4,  424  ff. 
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hat.  Aber  aucli  diese  Schriftstellor  glaubten  noch  die  Reihen  ohne 
Rücksicht  auf  Konvcr<2;enz  oder  Divergenz  ins  Unendliche  fortsetzen 
zu   dürfen. 

Auch  für  die  Sinus  und  Cosinus  ganzzahliger  Vielfachen  eines 
Winkels  ausucdrückt  durch  die  l'otcir/en  der  Sinus  und  Cosinus  oder 
einer  dieser  l'unktionen  allein  haben  Klügel'j,  Cagnoli')  und  andere 
neue  Ableitungen  gegeben,  von  denen  die  des  Irländers  John  Brink- 
ley')  (1797),  der  das  Koeffizientengesetz  mittelst  des  Schlusses  von 
//  auf  n  -\-  l  bewies,  die  stichhaltigste  ist. 

Für  ein  ganzzahliges  gerades  oder  ungerades  n  liefern  diese  Ent- 
wicklungen bekanntlich  direkt  die  Teilungsgleichungen  der  trigono- 
meti-ischen  Funktionen.  Daß  im  ersteren  Fall  2ii,  im  letzteren  ti 
Wurzeln  vorhanden  sind,  wußte  man  seit  Wallis,  über  Zeichen  und 
Gruppierung  dieser  Wurzeln  waren  sich  jedoch  trotz  Euler  keines 
Wegs  alle  Mathematiker  klar,  so  daß  noch  1768  D'AIembert  in 
seinen  Opuscules  t.  V,  222 — 227,  eine  Untersuchung  darüber  anstellen 
konnte;  doch  hat  diese  Frage  A.  G.  Kästner  schon  früher  1T5G')  in 
seiner  breiten  Weise  behandelt,  und  Klügel,  Karsten  und  andere 
folgten  ihm  nach.  Der  erstere  der  beiden  zuletztgenannten  Männer 
benutzte  diese  Wurzehi,  um  sin  itz  und  cos  m  durch  Produkte  dar- 
zustellen, was  ja  übrigens  auch  Euler  in  der  „Introductio"  (Kap.  XIV) 
schon  getan  hatte,  ohne  sich  jedoch  viel  mit  Begründungen  aufzu- 
halten. Aiich  knüpfte  Klügel  hieran  einen  Beweis  des  Satzes  von 
Cotes,  den  wir  schon  früher  erwähnten  (S.  77,  Anm.  5). 

Die  Potenzreihen  für  sin  ~,  cos  s,  tg  s  wurden  größtenteils  mit 
Eulers  Methode  abgeleitet,  oder  indem  man  in  der  mit  unbestimmten 
Koeffizienten  angenommenen  Form  die  Koeffizienten  durch  Diöerential- 
rechnung    bestimmte,    oder    sich,    wie    L'Huilier^),    der    möglichst 


1)  A.  a.  0.  46  —  65.  —  2)  Cose  trigonometriche ,  Memorie  della  Societä 
Italiana  VII,  171)1,  und  Trigonometria  104  —  108,  woselbst  übrigens  wieder  kri- 
tiklos unendliche  Reihen  benutzt  werden.  Auch  werden  in  dem  gleichen  Kap.  IX 
die  umgekehrten  Formeln  für  sin  "x  und  cos  "x  mittelst  des  Imaginären  ab- 
geleitet. —  3)  Transactions  of  the  R.  Irish  Academy  VII,  1800,  27  ff.  Brinkley 
erwähnt  hier,  daß  Waring  zuerst  für  ein  ungerades  n  mit  seinem  Satze  über 
die  Potenzsummeu  einen  exakten  Beweis  gegeben  habe  iCurvarum  algebraicarum 
proprietates  1772.  Theor.  26),  daß  aber  diese  Methode  für  ein  gerades  ti  ver- 
sage. —  i)  Unde  plures  insint  radices  aequationibus  sectiones  augulares  defini- 
entibus,  Dissertation  1756,  Altdorfli  1771.  Über  die  algebraische  Auflösbarkeit 
der  einen  speziellen  Fall  der  obigen  bildenden  Kreisteilungagleichungen  sah 
man  damals  noch  sehr  unklar,  so  sagt  Mosdorff,  j\cta  Erud.  1751,  mau  werde 
wohl  kaum  jemals  dazu  kommen,  zu  unterscheiden,  wann  sich  diese  Gleichungen 
algebraisch  lösen  lassen.  —  5)  P.  T.  1796,  142.  Vgl.  ferner  L"Huilier:  Prin- 
cipiorum  calculi  differentialis  et  integralis  expositio  elementaris.  Tubingae 
1795,  4",    Kap.  a. 
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elementar  verfakren  woUte,  der  Differenzenreeliming  bediente.  Eine 
elementare  Ableitung  gab  auch  Jakob  de  Gelder  1798.^)  In  um- 
fassendster Weise  aber  hat  den  analytischen  Teil  der  Trigonometrie 
Pietro  Ferroni  mit  Hilfe  des  Infinitesimalkalkuls  in  seinem  großen 
AVerke  „Magnitudinum  expouentialium  logarithmorum  et  trigono- 
metriae  sublimis  theoria  nova  methodo  pertracta"  Flor.  1782,  i"') 
behandelt. 

Versuche,  den  Charakter  der  Zahl  :t  zu  ergründen,  wurden,  wie 
wir  sahen,  schon  von  De  Lagny  gemacht  (S.  81  und  83),  imd  auch 
Euler  hat  sich  dafür  wenigstens  interessiert  (S.  117 — 118),  aber  ein 
Beweis  für  che  längst  vermutete  Irrationalität  gelang  erst  H.  Lam- 
bert^) im  Jahi'e  1767.  Er  knüpft  unmittelbar  an  den  schon  von 
De  Lagny  gebrachten  Satz  au,  daß,  wenn  v  ein  rationaler  Bogen  ist, 
tg  V  irrational  sein  muß  und  umgekehrt,  und  beweist  denselben 
„außerordentlich  scharfsinnig  und  im  wesentlichen  vollkommen  ein- 
wandfi-ei".*)  Damit  war  ein  liedeutender  Schritt  in  der  Erkenntnis 
des  Charakters,  welchen  das  Verhältnis  des  Durchmessers  zum  Kreis- 
umfang zeigt,  getan,  ein  Schritt,  den  jedoch  Lamberts  Zeitgenossen, 
wie  es  scheint,  nicht  zu  schätzen  wußten. 

Was  die  zahlenmäßige  Berechnung  von  x  anlangt,  so  ist  seit  Mach  in 
und  Euler  wenig  Neues  hinzugekommen;  man  zerlegte  an  die  Me- 
thode   dieser   beiden    anschließend   V    in    zwei   Bögen   mit   rationalen 

Tangenten,  was  natürlich  auf  die  verschiedenste  Weise  möglich  ist. 
So  gab  Charles  Hutton  1776'')  drei  neue  solche  Zerlegungen  an 
und  suchte  die  entstehenden  Arctg- Reihen  möglichst  bequem  für  die 
Rechnung  zu  gestalten,  indem    er  jene  S.  115  mitgeteilte  Reihe   ver- 


l^  Verhandelingen  van  het  Genootschap  te  Rotterdam.  XII,  1798.  — 
2)  Kap.  5 — 8.  Vgl.  auch  Pasquich,  Unterricht  in  der  mathem.  Analysis  und 
Maschinenlehre  I,  Leipz.  1790.  —  3)  Memoire  snr  quelques  proprietes  remar- 
quables  des  quantites  transcendantes  circulaires  et  logarithmiques.  Lu  en  1767. 
Histoire  de  l'Acad.  de  Berlin,  Armee  1761  (sicI)  265— 3-22  und  eine  populäre 
Darstellung  in  „Beiträgen  zum  Gebrauche  der  Mathematik  E,  140 — 169.  — 
4)  Man  sehe  über  den  Wert  von  Lamberts  Beweis:  A.  Pringsheim 
.,üljer  die  ersten  Beweise  der  IiTationalität  von  e  und  tc''.  Sitzungsberichte  der 
mathem.  phys.  Klasse  der  k.  bayr.  Akad.  der  Wiss.  1898.  XX^T^,  Heft  2,  32.5—337. 
Hierzu  sei  noch  bemerkt,  daß  Lambert  in  seiner  Erkenntnis  noch  weiter  ging, 
indem  er  in  einem  Briefe  vom  10.  Januar  1768  an  Holland  (Lamberts 
deutscher  gelehrter  Briefwechsel.  Hrsgg.  v.  J.  Bernoulli,  I,  254)  sagt:  „Die 
Art,  wie  ich  dies  bewiesen  habe,  läßt  sich  soweit  ausdehnen,  daß  zirkuläre 
vmd  logarithmische  Größen  nicht  Wurzeln  von  rationalen  Gleichungen  sein 
können."  Eine  solche  Ausdehnung  hat  er  allerdings  nicht  gegeben.  — 
öj  P.  T.  LXVI,  1776,  476  ff.;  vgl.  auch  Maseres,  Scriptores  logarithmici  HI, 
219—235,    Hellins,    P.  T.    1794,    pars   2,   217    und    Glaisher    im    Messenger 
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wendete,  und  Vega  bestimmte  %  aus  der  Eulerscheii  Formel 
y  =  5  arctg  j  +  2  arctg  ,g  (siehe  S.  115)  auf  140  Stellen'),  von 
denen  136  richtig  sind,  während  Karl  Buzengeiger  (1771 — 1835) 
die  Formel  -j  =^  '^  arctg  ,J,  —  4  arctg  ^jj  —  arctg  jjg    angab*),     und 

Klügcl  allgemein  zeigte^),  wie  man  solche  Formeln  erhalten  köime, 
was  ja  übrigens  auch  schon  Euler,  wenn  auch  in  etwas  anderer 
Weise,  getan  hatte. 

Die  Bestrebungen,  welche  wir  zusammenfassend  mit  dem  Namen 
Differentialtrigonometrie  bezeichnet  haben,  und  welche  in  den 
Bedürfnissen  der  Astronomie  und  Geodäsie  ihre  Entstehung  fanden, 
waren  zunächst  durch  Cotes  in  Aufnahme  gekommen  (S.  78—79), 
der  die  notwendigsten  Sätze  geometrisch  entwickelt  hatte.  Seine  Ab- 
handlung wurde  auch  von  Mauduit  unverändert  in  dessen  „Astrono.mie 
spherique"  1765  aufgenommen,  obgleich  De  la  Caille  schon  1741 
in  den  Pariser  Memoires  einen  „Calcul  des  diöerences  dans  la  trigo- 
nometrie  spherique"  publiziert  hatte,  in  welchem  er  Cotes'  18  Theo- 
reme in  24  Formeln  vereinigte,  die  er  in  einer  Tabelle  übersichtlich 
zusammenstellte  und  auf  astronomische  Aufgaben  anwandte.  Später 
haben  sich  namentlich  Klügel,  Boscowich  und  Cagnoli  mit  Aus- 
bildung dieses  Wissenszweiges  beschäftigt.  Ersterer  widmete  ihm  das 
8.  Kapitel  seiner  schon  oft  genannten  „Analytischen  Trigonometrie" 
und  einen  Aufsatz  in  Bodes  Astronomischem  Jahrbuch  für  1793*) 
und  behandelte  die  vier  wichtigsten  Fälle ^)  für  geradlinige  und  sphä- 
rische Dreiecke  mit  Difi'erentiah-echnung. 


of  Mathematics  II,  1873,  119  ff.,  der  feststellt,  welche  Reihen  Euler  und  welche 
Hutton  zugehören. 

1)  Thesaurus    logarithmorum ,    633.      Zur    Kontrolle    nahm    er    auch    die 

Formel  —  =  2  arctg  \  -\-  arctg  i.  Ein  von  Zach  zu  Oxford  aufgefundenes  Manu- 

skript  von  unbekannter  Herkunft  gab  -n  auf  154  Stellen,  welche  später  Thibaut 
in  seinem  „Grundriß  der  reinen  Mathematik"  (4.  Aufl.  von  1822)  veröffentlichte; 
vgl.  Wolf,  H.  A.  I,  177.  —  2;  Klügel  I,  666.  —  3)  Archiv  der  Mathem.  von 
Hindenburg  U,  308.  Vgl.  auch  Pfaff,  Disquisitiones  analyticae  1794,  I,  §  X. 
In  dem  gleichen  Bande  des  Archivs  findet  sich  eine  Berechnung  von  -x  auf 
160  Dezimalen  von  Bürmann  aus  der  Machinschen  Formel,  p.  487 — 494.  — 
4)  Trigonometrische  Variationenrechnung  ziun  Gebrauche  bei  Berechnung  der 
Sonnen-  und  Mondfinsternisse  a.  a.  0.  178—182,  Berlin  1790.  —  5)  Diese 
sind:  eine  Seite  und  der  anliegende  Winkel,  eine  Seite  und  der  gegenüber- 
stehende Winkel,  zwei  Seiten  und  endlieh  zwei  Winkel  in  einem  Dreieck  sind 
unveränderlich,  während  die  übrigen  Stücke  infolge  der  Veränderung  eines  unter 
ihnen  variieren.  In  der  angeführten  Abhandlung  läßt  er  nur  ein  Stück  des 
Dreiecks  konstant  und  untersucht  die  endlichen  Variationen  der  andern.    Dabei 
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Das  Verdienst,  aus  den  vielen  in  der  spliärisclien  Trigonometrie 
möglichen  Relationen  die  vier  Hauptgleichungen 

da  =  cos  Cdh  +  cos  Bdc  +  sin  2?  sin  cdA, 
sin  üda  —  cos  c  sin  Adh  =  sin  cdA  +  sin  a  cos  BdC, 
ctg  ada  —  ctg  hdh  =  ctg  AdA  —  ctg  BdB, 
dA  =  sin  h  sin  Cda  —  cos  cdB  —  cos  hdC, 
die  man  heute  als  „Fehlergleichungen"  bezeichnet,  ausgewählt  und  in 
dieser    Form    geschrieben    zu   haben,  gebührt   Roger   Boscowich. ') 
Aus  ihnen  folgen  alle  andern  als  Spezialfälle.    Caguoli^)  hat  für  die 
sphärischen    Dreiecke    eine    Tafel    von    139    Proportionen    zusammen- 
gestellt,   die    er   in   drei  Gi'uppen    unterschied.     Die  erste  umfaßt  die 
durch  endliche  Variationen  eutstandenen,  die  zweite  jene  mit  unend- 
lich   kleinen   Veränderungen    und    zwar    unter    Berücksichtigung    des 
Zeilhens    der   Variationen,    die    dritte    endlich    enthält  jene    Formeln, 
welche    ohne    Zeichenberücksichtigung    entstehen.     Jedoch    sind    die 
Hauptsätze   nicht    in    der    klaren  Weise  wie  bei  Boscowich   hervor- 
gehoben. 

In  einiger  Beziehung  zu  diesen  Betrachtungen  stehen  auch  die 
Methoden,  welche  anzuwenden  sind,  wenn  in  trigonometiüschen  Rech- 
nungen die  Logarithmen  der  Sinus  von  Winkeln,  die  nahe  an  90° 
liegen,  oder  die  Logarithmen  von  Cosinus  sehr  kleiner  Winkel  vor- 
kommen. Israel  Lyons  (1739 — 1775),  Rechner  beim  Board  of  Lon- 
gitude  in  London,  schlug  hierzu  ein  eigentümliches  Verfahren  vor^), 
das  wir  an  einem  der  von  ihm  gegebenen  Beispiele  erläutern  wollen. 
Ist  in  dem  bei  B  rechtwinkligen  sphärischen  A  ABC  AB  =  c  und 
BC  =  a  (klein  gegen  c)  gegeben  und  soll  die  Hypotenuse  h  berechnet 
werden,  so  setzt  er  h  =  c  -\-  ^,  nimmt  cos  h  =  cos  a  cos  c  =  cos  (c  +  £) 
=  cos  c  —  sin  c  sin  g  —  cos  c  sinvers  g  (nach  dem  Additionstheorem)  und 
erhält  hieraus  sin  g  =  ctg  c  sinvers  a  —  ctg  c  sinvers  ^.  Nun  berechnet 
er  nur  mit  Benutzung  des  ersten  Gliedes  auf  der  rechten  Gleichungs- 
seite einen  Näherungswert  für  J  und  mit  diesem  dann  als  Korrektur 
das  zweite  Glied. 


gibt  er  die  beiden  Hauptfonneln  ^a  =  cos  CJb  -\-  cos  BJc  und  JB  :  /IG 
=  (sin  c/lb  —  cos  o  sin  hjc)  :  (sin  6z/c  —  cos  a  sin  cdb),  die  er  aus  dem  Co- 
sinussatze, bezüglicb  aus  der  Cotangentenformel  erhält. 

1)  Opera  IV,  1785  in  4";  316 — 394,  wo  er  aucb  die  entsprechenden  For- 
meln für  ebene  Dreiecke  angibt  (322).  —  2)  Trigonometria  2.  Aufl.  360—378 
und  Memorie  della  Soc.  Italiana  VIII,  1,  214—218,  vorgelegt  1798.  Hier  greift 
er  die  von  Lorgna  im  vorhergebenden  Bande  angewandte  Methode  an  und 
weist  sie  als  unrichtig  nach.  Die  DifFerentialformeln  für  die  ebenen  Dreiecke 
finden  sich  ebenda  Nr.  673,  163—164  der  2.  Aufl.  —  3)  P.  T.  LXV,  2,  1775, 
470—484. 


) 
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Anders  verfahr  Laml)ert'j,  welclier  die  Gleichungen  in  andere 
hrauchbiircre  trausforniierte.  War  z.  B.  aus  Länge  k,  Breite  /3  luid 
Deklination  d  die  llektaszension  cc   zu  bestimmen,  so   hatte   man    zu- 

uiiehst  die  Formel:  C08a= 3 — ,  welche  Lambert  für  sehr  kleine 

cos  ^      ' 

-.  /  .  .  *         T"!     .    X-\-  ß    .    X—ß 

«        1/         Y  «'o«  ^  +  8u>  — |-^  8">  — 2" 

Bogen  in  die  Formel  sin  —  =  ^^    5 über- 

"  2  cos  ^ 

führte.     Liegen   d,  l,  ß   nur  zwischen  1"  und  2",   so    kann   man   sie 

sogar  durch  «  =  Yd'  -\-  k-  —  ß-   ersetzen.     Übrigens,   sagt  Lambert, 

kann  man  in  solchen  Fällen  auch   die  Tafeln  der  natürlichen  gonio- 

metrischen   Funktionen   mit  Vorteil   benützen,  wenn   man   die   darin 

angegebenen    Cotangenten    und   Cosekanten    zu   Hufe    nimmt;    so    ist 

z.  B.  der  sin  1'  = ;,  =  1  — ^^  —  5 7-7 ;  hat  man  dann 

cosec  1  2  sec'  1        8  sec*  1  ' 

die    Sekante   auf  0   Dezimalen,    so   bekommt   man  hiermit   (also   mit 

Reihenentwicklung)  sin  1'  auf  12  Dezimalen  genau. 

Die    Ersetzung    der    Cosinus-    und    Sinusformebi    durch    andere 

brachte    auch    Cagnoli    in    solchen  Fällen   in  Vorschlag,  und  sprach 

allgemein  das  Prinzip  aus,  daß  man  am  sichersten  rechnet,  wenn 

mau    die    gesuchte    Größe    durch    eine  Tangente  oder  Cotan- 

gente    bestimmt.")     So    ersetzt    er    z.  B.    die    von    Lyons    nähe- 

oos  fi  b 

rungsweise     gelöste    Gleichung    cos  b  = einfach     durch    tg  — 

=  T/tg  ^~w-  ■  tg  ^ —    und    ebenso    cos  jB  =  tg  c  tg  a    durch    tg  y 

=  ]/ -■ — 7 — ; — i   u.  s.  w.,  genau  wie  wir  es  auch  jetzt  noch  machen, 
r   sm  (a  -)-  c)  '  "  •" 

Wie  wir  eben  sahen,  hatte  schon  Lambert  zur  Berechnung  der 

Funktionen    kleiner  Winkel    eine   Reihe    verwendet.     Aus    demselben 

Gedanken   entsprang   eine   von   dem   Greenwicher  Astronomen  Nevil 

Maskelyne  (1732 — 1811)  herstammende  Regel,  welche   auch  seinen 

Namen  erhalten  hat. ')     Vernachlässigt  man  in  den  Reihen  für   sin  x 

und    cos  X    die    Glieder    vom    4'*"'    Grade    an,    so    erhält    man    sin  x 

=  X  (l  —  y)>    cos  a:  =  1  —  y»  o^^^r  da  (l  —  ^-Y   mit  derselben  Ge- 


1)  Bode,  Astronomisches  Jahrbuch  füi-  1778,  publ.  1776.  —  2)  Trigono- 
metria  1.  Aufl.  250,  2.  Aufl.  296.  —  3)  Maskelyne  hat  dieselbe  mitgeteilt  in 
der  Einleitung  zu  seiner  Ausgabe  der  Tables  of  Logarithms  von  Michael 
Taylor,  London  1792  in  2",  Problem  11  p.  21—22,  ohne  eine  Begründung  zu 
geben.  Diese  gab  1804  Tralles,  Abhandl.  der  Berliner  Akad.  Ife04— 1811,  17. 
Vgl.  auch  E.  Hammer,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphär.  Trig.  2.  Aufl.  1897, 
169—173. 
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uauigkeitsgrenze    gleich    1 —    ist,    sin  x  =  x  (cos  t)'^    und    hieraus 

log  sin  X  =  log  X  -\-  j  log  cos  .r;  genau  ebenso  ergibt  sich  log  tg  x 
=  log  X  —  I  log  cos  X.  Selbstverständlich  ist  hier  in  log  x  das 
Arcusmaß  für  ,r  zu  nehmen,  während  in  den  Funktionen  das  Grad- 
maß in  Anwendung  kommt.  Durch  diese  beiden  Formeln  sind  also 
die  Logarithmen  von  Sinus,  Cosinus   und  Tangens   mit  einander  ver- 

knüpft  und  zwar  solange,  als  das  erste  vernachlässigte  Glied  'jy   nicht 

eine  halbe  Einheit  der  letzten  Dezimalstelle,  die  inbetracht  kommen 
soll,  erreicht.     Dadurch    ergibt    sich    z.  B.  für    fünfstellige  Tafeln   als 

D  TD 

Grenze  des  Winkels  a;  =  5"  33'. ')  Die  Regel  ist  bequem  zur  Be- 
rechnung der  Logarithmen  von  sin  x  und  tg  ,r  innerhalb  dieser 
Grenzen  zu  benutzen,  wenn  in  einer  Logarithmentafel  über  oder  unter- 
halb der  Zalilenlogarithmen  (log  .r)  die  Werte  von  -|  log  cos  x  =  S 
und  —  1^  log  cos  X  =  T  notiert  sind,  was  zum  erstenmal  in  der 
7 stelligen  Tafel  von  Callet  (1795\  (S.  149)  der  Fall  war.  Von  ihr 
aus  gingen  diese  Zahlen  in  die  neueren  vollständigen  Logarithmen- 
tafeln über. 

Die  Verfeinerung  der  astronomischen  Beobachtungen,  welche  in 
der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  schon  weit  vorgeschritten 
war,  zwang  die  Astronomen,  der  Berechnung  solcher  sphärischer 
Dreiecke  ihr  Augenmerk  zu  schenken,  welche  sehr  kleine  spitze  Winkel 
haben.  Während  man  sie  bisher  gewöhnlich  einfach  wie  ebene  Dreiecke 
behandelt  hatte,  machte  Joseph  Jerome  Lalande  (1732 — 1807j 
zuerst  (1763)  darauf  aufmerksam,  daß  dies  nicht  statthaft  sei,  ohne 
sich  Fehlern  auszusetzen-),  imd  fand  durch  eine  allerdings  nicht  ganz 
einwandfi-eie  Rechnung,  daß  man  dem  ebenen  Winkel  JJ  des  bei  A 
rechtwinkligen  Dreiecks  ABC  die  in  Sekimden  ausgedi-ückte  Größe 
,'^i?C^  sin  2  i?  (3  —  cos  2  .B)  hinzufügen  muß,  um  den  entsprechenden 
sphärischen  Winkel  zu  erhalten.  Mit  dieser  Formel  berechnete  er 
eine  kleine  Tafel  der  Überschüsse  des  sphärischen  Winkels  über  den 
ebenen  und  bestimmte   auch    die  Differenz   zwischen   der   geradlinigen 

1      iB^AC" 
und  der  sphärischen  Hypotenuse  zu        - — wp 

Weit  praktischer  aber  griff  Adrien  Marie  Legendre^)  (1752 — 
1833)  die  Sache  an,  als  bei  Gelegenheit  der  Feststellung  der  gegen- 


1)  Bessel  und  Wurm  haben  später  noch  eigene  KoiTektionstafeln  an- 
gegeben: Lindenaus  Zeitschrift  für  Astronomie  V,  1818,  57  tf.  und  188  — 192. 
—  2)  Memoires  de  l'Academie  de  Paris  17(53,  347 — 353.  —  3)  Professor  der 
Mathematik,  erst  an  der  Militärschule,  dann  an  der  Noi-maLschule,  1808  Eliren- 
rat  der  Universität  etc.,  1783  Mitglied  der  Akademie. 
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soitiircii  Lage  der  (ireoiiwiclier  tiiid  I'ariser  Stcrnwartoi ' )  die  Not- 
wendigkeit all,  ihn  herantrat,  verhältnismäßig  kleine  Dreiecke  auf  der 
Erdkugel  zu  behandeln. 

In  seiner  berühmten  Abhandlung  „Sur  les  Operations  trigono- 
metriques,  dont  les  resultats  de|)Piident  de  la  figure  de  la  terre" 
1787 -)  sprach  er  den  nacli  ihm  iKMuuuiten  Satz  aus,  daü  ein  sphä- 
risches Dreieck,  dessen  Seiten  gegen  den  Kugelradius  klein  sind,  wie 
ein  ebenes  Dreieck  mit  densel})en  Seiten  berechnet  werden  kann, 
wenn  man  von  seinen  Winkeln  den  dritten  Teil  des  sphärischen 
Exzesses  in  Ahzug  bringt.^)  Man  weiß,  welche  große  Bedeutung 
dieses  Theorem  in  der  Folgezeit  gewonnen  hat,  obgleich  Legendres 
Zeitgenosse  Kästner  den  Nutzen  desselben  nicht  einsehen  konnte 
und  heftig  gegen  Legendre  polemisierte.'')  Anders  Lagrauge! 
Dersellie  erkannte  nicht  nur  den  Vorteil,  sondern  die  Notwendigkeit 
einer  solchen  Berechnung  darin ,  daß  die  vollen  triffonometrischen 
Formeln  für  Dreiecke  mit  so  kleinen  Seiten,  wie  sie  hier  inbetracht 
kommen,  gar  keine  exakte  Rechnung  gestatten,  und  gab  einen  kurzen 
und  sehi-  übersichtlichen  Beweis  des  schönen  Theorems.*) 

§  4.     Das  Lehrgebäude  der  Trigonometrie  an  der  Neige  des 
18.  Jahrhunderts. 

Die  vorhergehenden  Paragraphen  dieses  Abschnittes  haben  uns 
gezeigt,  wie  sieh  die  Trigonometrie  in  der  zweiten  Hälfte  des  18.  .lahi-- 
huuderts  nach  der  theoretischen  Seite  hin  vervollständigte,  und  wenn 
es  auch  nicht  unsere  Aufgabe  sein  kann,  die  pädagogische  Verwer- 
tung dieser  Lehi-en  zu  verfolgen,  so  glauben  wir  doch  das  Bild 
unserer  Darstellung  wesentlich  zu  vervollständigen,  wenn  wir  einen 
kurzen  Blick  auf  das  Lehrgebäude  unserer  Wissenschaft  werfen,  wie 
es  sich  in  den  Kompendien  und  Unterrichtsbüchern  jener  Zeit  dar- 
stellt, zumal  wii-  übrigens  auch  hier  noch  verschiedenes  Neue  anzu- 
führen haben  werden. 

In  allen,  auch  den  gelehrtesten  Kompendien  der  damaligen  Zeit 
mit  einziger  Ausnahme  von  Klügeis  „Analytischer  Trigonometrie" 
werden   die  trigonometrischen  Funktionen  noch    als  Linien  definiert, 

1)  1787  wurde  auf  Betreiben  Cassinis  de  Thury  eine  Kommission  von 
li-anzösischen  und  englischen  Gelehrten  zur  Ausführung  dieser  Arbeit  gewählt, 
welcher  auch  Legendre  angehörte.  Näheres  hierüber  bei  R.  Wolf,  H.  A.  11, 
198.  —  2)  Memoires  de  l'Academie  de  Paris  1787,  352  ff.  —  3)  A.  a.  0.  358.  — 
4)  Geometrische  Abhandlungen  2.  Sammlung,  Gott.  1791.  —  5)  In  dem  von  uns 
S.  137  Anmerk.  2  angeführten  Aufsatz  293—296.  Legendre  hat  seinen  Satz 
bewiesen  in  seiner  Einleitung  zu  Delambres  Methodes  analytiques  pour  la 
determination  d'un  arc  de  meridien.     Paris  1799,  Note  HI. 
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und  dementsprechend  wird  auch  der  Sinus  totus  oder  Radius  r  niit- 
geführt'),  teilweise  allerdings  mit  der  ausgesprocheneu  Ansicht,  die  in 
Eulers  Schreibweise  angesetzten  Formeln  homogen  zu  machen.") 
Zur  Vereinfachung  der  Formeln  und  Rechnungen  wird  dann  der 
Radius  häufig  gleich  1  angenommen,  so  z.  B.  bei  Karsten''),  bei 
Kästner  und  bei  Cagnoli.  Eulers  Bezeichnung  der  Funktionen 
findet  ziemlich  rasch  und  überall  Eingang,  nur  bei  gi-ößeren  analy- 
tischen Rechnungen  werden  noch  einzelne  Buchstaben  zu  ihrer  Dai-- 
stellung  verwendet.*)  Dagegen  hält  sieh  die  alte  Form  der  Propor- 
tionen, namentlich  in  den  Lehrsätzen,  noch  mit  großer  Zähigkeit^), 
während  bei  den  goniometrischen  Formeln  allmählich  die  Gleichungs- 
form zur  ausschließlichen  Anwendung  kommt. 

Die  Aufstellung  der  Funktionen  für  Winkel,  die  den  ersten  Qua- 
dranten übersteigen,  wird  seit  dem  Erscheinen  von  Eulers  „Intro- 
duetio"  allgemein  als  notwendig  erkannt,  geschieht  aber  immer  noch, 
indem  die  sämtlichen  Linien  (auch  Tangenten,  Cotangenten  etc.) 
an  der  Figur  geometrisch  gedeutet  werden,  daher  sind  Irrtümer  nicht 
ausgeschlossen   (vgl.  S.  128 — 129),   obwohl   man    den  Zusammenhang 

der  Funktionen,  namentlich  die  wichtige  Gleichung  tg  a  = wohl 

kannte.  Durch  die  Beachtung  dieses  Zusammenhangs  bricht  sich 
jedoch  die  Erkenntnis  des  Richtigen  allmälich  Bahn,  so  daß  man 
a  posteriori  eine  Übereinstimmung  mit  der  geometrischen  Intei-pre- 
tation  suchen  kann.*')  Auch  die  Fimktionen  negativer  Argumente 
werden  wenigstens   in   den  umfassenderen  Werken,  wie   bei  Karsten 


1)  Der  Radüis  findet  sich  sogar  noch  im  19.  Jahrhundert  vielfach  ge- 
schrieben, so  z.  B.  in  der  mir  vorliegenden  14.  Auflage  von  Legendres  Ele- 
ments de  Geometrie  von  1832.  Bruxelles  8".  —  2)  So  bei  Autoin  Rene 
Mauduit  (1731 — 1815),  der  dies  in  seinem  vorzüglichen  Buche  „Principes 
de  rAstronomie  spherique  ou  traite  eomplete  de  trigonometrie  spherique", 
Paris  1765,  8°,  p.  3  hervorhebt.  —  3)  Wenzeslaus  Johann  Gustav  Karsten 
(1732 — 1787)  hat  zwei  hier  einschlägige  Werke  geschrieben:  „Mathesis  theoretica 
elem.  atque  sublimior",  Rostock  1760,  8°  und  „Lehrbegriff  der  gesamten  Mathe- 
matik" 2.  Teil,  2.  Aufl.  Greifswald  1786,  8".  —  4)  Vgl.  z.  B.  Mauduit,  der 
a.  a.  0.  hie  und  da  .sin  =  s,  cos  =  c,  tg  =  t,  ctg  =  r,  sec  =  S,  cosec  =  t, 
sinvers  =  v  und  cosvers  ^  w  setzt.  —  5)  Vgl.  z.  B.  Legendres  Elements  de 
geometrie,  noch  in  der  14.  Aufl.  von  1832.  —  6)  Vgl.  Segner:  die  schon 
früher  zitierten  „Elementa  Arithmeticae  Geometriae  et  calculi  Geometrici"  in 
neuer  Auflage.  Halae  Magdeb.  1756;  Abbe  Sauri  (1741 — 1785),  „Cours  complet 
de  mathem.  t.  I,  Paris  1774,  8°  und  Institutious  mathem.  Paris  1786,  4.  Aufl. 
p.  206  kurzer  Auszug  der  Trigonometrie  aus  dem  Cours  etc.;  P.  C.  Scherffer 
(S.  J.)  Institutionum  geometricarum  pars  sec.  sive  Trigonometria  plana.  Vindo- 
bonae  1770,  4".  Dieser  bemerkt,  wie  später  auch  Cagnoli,  daß  beim  Durch- 
gang durch  Null  und  durch  Unendlich  ein  Zeichenwechsel  eintreten  muß. 
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und  [>egendre,  in  den  Kreis  der  Betrachtung  gezogen,  und  die 
Zeiclien  werden  richtig  bestimmt.  Üabei  ist  zu  bemerken,  daß 
Ivegondrc  den  Quiidranteu  in   lOü"  teilt. 

Die  Ableitung  der  goniometrischen  Formeln  vollzieht  sich  in 
den  meisten  Lelirljüchcrn  immer  noch  in  der  alten  Weise,  d.  h.  es 
werden  die  einzelnen  Formeln  für  sich  geometrisch  gewomieu;  die 
Erkenntnis,  daß  das  Additionstheorem  die  gememsame  Quelle  des 
ganzen  elementaren  Formelapparates  ist,  finden  wir  nur  bei  Simon 
Klügel^)  präzis  ausgesprochen  (S.  136),  wenn  aucli  Legendre 
und  (^agnoli  die  Hauptformeln  aus  ihm  ableiten;  der  letztere  hat 
wohl  das  vollständigste  Formelsystem  aulgestellt.  Was  die  Ableitung 
des  Additioustlieiirems  selbst  anlangt,  so  wurde  sie  durchweg  nur  für 
spitze  Winkel  vollzogen;  eine  rühmliche  Ausnahme  machte  Legendre, 
der  sie  in  einwandfreier  Weise  auf  die  Winkel,  die  den  Quadranten 
übersteigen,  ausdehnte;  wir  kommen  darauf  im  folgenden  Absclinitte 
zurück. 

Aber  nicht  nur  diese  elementaren  Formebi  wurden  in  die  Lehr- 
bücher aufgenommen,  sondern  die  größeren  Kompendien  umfaßten  auch 
damals  schon  die  trigonometrischen  und  zyklometrischen  Reihen  und 
den  Satz  von  Mo i vre,  mehr  oder  weniger  streng  abgeleitet.  Bo  hatte 
Louis  Bertrand  (1731 — 1812),  ein  Scliüler  Eulers,  in  sein  zwei- 
bändiges Werk  „Developpement  nouveau  de  la  partie  elementaire  des 
mathematiques''.  Geneve  II,  1778,  4''  alle  nur  entfernt  auf  die  Tri- 
gonometrie bezüglichen  Entdeckungen  Eulers  aus  der  „Introductio" 
aufgenommen,  ja  selbst  die  Produktzerlegung  der  Funktionen  und  den 
Satz  von  Cotes.  Ähnlich  verfuhren  Mauduit  und  Karsten,  wenn 
auch  mit  größerer  Beschränkung,  und  Cagnoli  Ijediente  sich  sogar 
der  Difierentialrechnung  zu  seinen  Ableitungen  imd  schickte  ihre 
Prinzipien  in  einem  eigenen  Kapitel  voraus.  Nicht  minder  zogen 
diese  Schriftsteller  die  Teilungsgleichungen  in  den  Kreis  ihrer  Be- 
trachtungen. 

Die  Berechnung  des  rechtwinkligen  ebenen  Dreiecks  hatte, 
Dank  der  beständigen  Beibehaltung  des  Sinus  totus,-)  seit  Rhäticus 
keine  merklichen  Fortschritte  gemacht,  und  die  Auflösungsmethoden 
der  schiefwinkligen  Dreiecke  in  der  Ebene  blieben  im  großen  und 
und  ganzen  dieselben,  wie    am  Anfang  des  Jahrhunderts,    nur  wurde 


1)  Analyt.  Trig.  35.  —  2)  Vgl.  La  Caille  und  Sauri  in  ihren  schon 
angeführten  Schriften,  Ktienne  Bezout  (1730 — 1783)  in  seinem  Cours  de 
mathematiques.  Paris  U.  Teil  1772.  Scherffer  a.  a.  0.,  Joh.  Friedr.  Lorenz, 
„Die  Elemente  der  Mathematik"  1785,  I.  Tl.  und  selbst  Georg  von  Vega  in 
seinem  „Thesaurus"  von  1794  und  in  seinen  „Vorlesungen  über  die  Mathematik" 
II.  Band  1784  und  noch  viele  andere. 

V.  Brauumübl,    Geaehichto  der  Trigonometrie.    II.  11 
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ihi-e  Handliabimg  leichter  luid  eleganter  durch  den  Gebrauch  der 
Formeln.  Übrigens  erschienen  auch  diese  selbst  bei  Cagnoli  noch 
in  komplizierter  Gestalt,  indem  er,  wie  die  meisten  seiner  Zeitgenossen, 
Eulers  einfache  Seiteubezeichnung  auffallenderweise  nicht  benützte. 
Eine  rühmliche  Ausnahme  hiervon  machten  Kästner^)  imd  Klügel, 
während-  selbst  Louis  Bertrand  noch  die  schwerfälligere  Bezeich- 
uung  beibehielt.-)  Daß  die  sämtlichen  Sätze  zur  Berechnung  der 
ebenen  Dreiecke,  wie  wir  sie  jetzt  benützen,  damals  im  Gebrauch 
waren,  brauchen  wir  kaum  hervorzuheben;  in  ihrer  Gesamtheit  selbst 
mit  Einschluß  der  Mollweideschen  Gleichungen^)  zusammengestellt  und 
sanz  ebenso  abgeleitet,  wie  wir  es  heute  noch  machen,  finden  sie  sich 
jedoch  nur  in  Cagnolis  Trigonometrie. 

Li  der  sphärischen  Trigonometrie  waren  in  der  zweiten 
Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  verschiedene  Bezeichnungsweisen  der 
Dreiecke  im  Gebrauch  und  nur  ganz  allmählich 
wurden  sie  alle  durch  die  Eulersche  verdrängt. 
\A  Lamberts  Bezeichnungsweise  des  rechtwinkligen 
^90'  und  schiefwinkligen  Dreiecks  haben  wir  schon 
S.  133  und  132  erwähnt,  in  der  Bezeichnung 
des  letztern  schloß  sich  ihm  unter  andern  auch 
Vega  an'),  während  dieser  das  rechtwinklige  Dreieck,  wie  in  Fig.  31 
benennt.  Segners  Benennung  der  Stücke  des  rechtwinkligen  sphä- 
rischen Dreiecks,  die  sehr  viel  gebraucht 
wurde")  und  sich  lange  Zeit  erhielt,  haben 
wir  ebenfalls  schon  (S.  128)  angeführt. 
Ähnlich  war  seine  Bezeichnimgsweise  des 
schiefwinkligen  Dreiecks,  welche  wir  durch 
Fig.  32  darstellen,  während  Vega  die  in 
dieser  Figur  vorkommenden  Buchstaben 
durch  folgende  ersetzt:  M,  T,  m  nach  der 
Reihe  dru-ch  c,  a,  b,  femer  H  und  h  durch  B  und  C,  B  und  h  durch 
M  und  A"  und  die  Seite  31  m  durch  A,  womit  er  sich  an  Lambert 


TIM 


1)  „Anfangsgründe  der  Arithmetik,  Geometrie,  ebenen  und  s])hilrischen 
Trigonometrie"  in  den  spätem  Auflagen,  z.  B.  in  der  6.  von  1800,  sowie  in 
seinen  „Geometrischen  Abhandlungen".  (Siehe  S.  138.)  —  2)  Siehe  z.  B.  a.  a.  0, 
t.  II,  p.  403.  —  3)  Schon  in  der  ersten  Auflage  von  1786,  122  stehen  diese 
Gleichungen  aus  dem  Sinussatz  abgeleitet;  übrigens  finden  sich  dieselben  aucli 
in  Mauduits  Principes  d'Astronomie  spherique  p.  83  und  84  ohne  Beweis  aus 
den  Neperschen  Analogieen  der  sphärischen  Trigonometrie  geschlossen.  — 
4)  Im  Thesaurus  logarithmorum  1794,  wo  er  auch  das  Quadrantendreieck  zeichnet 
und  seine  Stücke  dui-ch  Vertauschung  der  großen  mit  den  kleinen  Buchstaben 
in  Fig.  31  markiert;  desgleichen  noch  in  dem  Logarithmisch-trigonometrischen 
Handbuch  von  1811.  —  hj  Z.  B.  von  De  la  Caille,  von  Karsten,  von  Sauri  etc. 
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üiilfliiit.  Die  Winkel  werden  fast  durchweg  mit  den  an  den  Ecken 
stehenden  großen  Buchstaben  geschrieben,  während  wir  die  kleinen 
Huchstabeu  des  gi-iecliischen  Alplialjetes,  deren  sich  Lag  ränge  mit 
Vorliebe  in  seinen  Abbaudliuigeu  bediente'),  in  den  Lehrbüchern  nir- 
gends finden. 

Bezüglich  der  Behandlung  der  sphärischen  Trigonometrie  muß  man 
die  graphischen  und  reclinerischen  Methoden  auseinanderhalten. 
Die  erstereu  waren  seit  den  Arl)eiten  von  Boscowich  (S.  91  uud  D'Jj 
wieder  neu  zu  Ehren  gekommen,  beruhten  natürlich  in  der  Hauptsache 
auf  dem  Aualemnui  und  wurden  zu  näherungsweisen  Auflösungen  der 
sphärischen  Aufgaben,  vereinzelt,  wie  von  Mauduit"),  auch  zur  Ab- 
leitung der  trigonometrischen  Hauptsätze  verwendet.  Die  ausführ- 
lichste Schrift,  welche  ohne  Kenntnis  des  Jahi-hunderte  alten  Ana- 
lemmas wieder  alles  längst  Dagewesene  von  Neuem  findet,  dürfte 
Simeon  Valettes  „Trigonometrie  spherique  resolue  par  le  moyen 
de  la  Regle  et  du  Compas",  Paris  1757,  sein.  Das  gut  geschriebene, 
wenn  auch  etwas  breite  Werkchen  baut  unmittelbar  auf  Boscowich 
auf,  der  jedoch  nirgends  genannt  wird.^) 

Die  rechnerische  Behandlung  der  sphärischen  Trigonometrie, 
welche  die  Lehrbücher  fast  ausschließlich  brachten,  wurde  auch  damals 
noch  immer  im  Gegensatze  zu  Eulers  Behandlung  im  '2.  Aufsatze*) 
in  der  Weise  entwickelt,  daß  zuerst  die  Sätze  für  das  rechtwinklige 
und  dann  jene  für  das  schiefwinklige  Dreieck  gebracht  wurden.  Ge- 
wöhnlich leitete  man  dann  den  Sinussatz  und  die  Tangentenregel  des 
rechtwinkligen  Dreiecks:  sintot :  sin  if  =  sin  L':  siuiV  und  sintot:sinB 
=  tg  J/ :  tg  P  (vgl.  Fig.  32  auf  S.  162)  aus  dem  Dreikant  ab  und 
aus  diesen  beiden  Formeln  die  übrigen  mit  der  Methode  der  komple- 
mentären Dreiecke  oder  der  Figur  der  „Bischofsmütze"''),  oder  man 
gewann  sie  alle  (3  aus  dem  Dreikaut,  das  auch,  wie  bei  Oppel  auf- 
geklappt wurde.  ^) 

1)  Siehe  z.  B.  die  S.  126  Anm.  1  angeführte  Schrift.  —  2)  In  seinen  Principes 
de  r  Astronomie  spherique  p.  (j5fF.;  Mauduits  Methode  stimmt  mit  jener  des 
Boscowich  überein.  Später  hat  Boscowichs  Methode 
Grioachimo  Pessuti  wieder  aufgenommen,  indem  er 
an  derselben  Figur  wie  jener  die  Ilauptformeln 
graphisch  entwickelte.  Memorie  della  Societä  Italiana 
XV,  1811,  Pars  I,  197,  datiert  1810.  —  3)  Eine  ähnliche 
Arbeit  lieferte  der  Abbö  Caluso  in  Mem.  de  l'Acad.  de 
Turin  II,  1786.  —  i)  Siehe  S.  122.  —  5)  Diese  Figur, 
die  wir  z.  B.  bei  Torporley  (I.  Tl.  S.  184)   fanden,   wird  j-jg  33 

bei  Bezout,    Cours   de  mathem.   1772   11.  Tl.   benützt; 

Cagnoli  und  andere  vei-wenden  die  einfachere  Fig.  33,  in  welcher  BF  und  BE 
Quadranten  sind;  wir  haben  diese  Methode  als  die  der  komplementären  Dreiecke 
bezeichnet.   —  6)  Z.  B.  bei  Seguer  a.  a.  0.  318  ff.     Erwähnt  mag  noch  werden. 

11' 
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Die  Behandlung  der  schiefwinkligen  Dreiecke  wird  auf  sehr  ver- 
schiedene Art  vollzogen.  Einige  Kompendien  begnügen  sich  damit, 
die  Dreiecke  durch  einen  senkrechten  Bogen  in  zwei  rechtwinklige 
zu  spalten  imd  die  durch  Elimination  der  gemeinsamen  Höhe  aus  den 
Formeln  für  das  rechtwinklige  Dreieck  entstehenden  Proportionen  zur 
Lösung  zu  benützen.  So  leitet  z.  B.  Segner  und  nach  ihm  Sauri 
auf  diese  Weise  die  folgenden  fünf  Gleichungen  ab:') 

Ij  sin  H:  sin  /(  =  sin  m  :  sin  i)/;   2)  süi  i)' :  sin  &  =  ctg  31 :  ctg  iti; 

3)  sin  JV :  sin  n  =  cos  31 :  cos  i»;  4)  cos  N  :  cos  n  =  ctg  H :  tg  /*; 
5)  cos  JB  :  cos  h  =  cos  H :  cos  h, 
und  fügt  ihnen  noch  die  beiden  durch  korrespondierende  Addition 
und  Subtraktion  aus  3j  und  ö)  hervorgehenden  Formeln  liei,  die  wir 
schon  bei  dem  Engländer  Thomas  Baker  im  17.  Jalu'himdert  trafen 
(S.  48,  die  beiden  letzten  Gleichungen).  Diese  7  Formeln  genügen, 
Tim  alle  Dreiecksfälle  zu  behandehi,  und  deshalb  werden  dann  sehr 
häufig  auch  keine  andern  mehr  aufgestellt.  Diese  Methode  der  Be- 
handlung war  gegen  Ende  des  18.  Jahrhunderts  sehr  verbreitet,  da 
sie  z.  B.  in  den  vielgelesenen  Büchern  von  Segner,  Karsten  und 
Lorenz  in  Deutschland,  von  Sauri,  Bezout,  De  la  Caille  und 
anderen  in  Frankreich  ausschließlich  gelehrt  wurde.  Damit  ist  jedoch 
nicht  gesagt,  daß  nicht  andere  Autoren  neben  dieser  Methode,  die  sie 
so  ziemlich  alle  brachten,  auch  noch  die  allgemeinen  Formeln  für 
das  schiefwinklige  Dreieck  entwickelten.-)  Gewöhnlich  wurden  die- 
selben aus  dem  Dreikant  abgeleitet,  wenigstens  der  Sinus-  imd  Cosinus- 
Satz,  und  aus  diesen  dann  die  übrigen  durch  Rechnung  gewonnen, 
Cagnoli  und  Karsten  finden  sie  dagegen,  wie  man  es  häufig  auch 
jetzt  noch  macht,  durch  Anwendung  der  Sätze  des  rechtwinkligen 
Dreiecks,  während  sie  Mauduit  teilweise  durch  diese  Methode,  teil- 
weise aus  dem  Analemma  (Orthogonalprojektion)  erhält.  Die  letzteren 
beiden  Schriftsteller  entwickeln  auch  die  Nei^erschen  Analogieen^)  xmd 


(laß  Cagnoli  auch  schon  Betrachtungen  darüber  anstellte,  inwieweit  diese 
Formeln  bei  kleinen  Winkeln  für  die  Berechnung  brauchbar  sind,  und  sie  für 
diese  Fälle  durch  andere  ersetzte,  1.  Aufl.  250,  2.  Aufl.  29(3  0'. 

1^  Auch  die  früher  erwähnten  Schiiftsteller  G.  Rondelli  und  Boscowich 
haben  sich  dieser  Formeln  bedient.  —  2)  Vgl.  z.  B.  J.  Lalande  in  seiner 
vorzüglichen  Astronomie  III,  1792,  Chap.  23.  —  3)  Cagnoli  löst  unter  anderen 
die  Aufgabe,  aus  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  die  übrigen 
Stücke  zu  bestimmen,  und  ihre  polare  mit  den  Neperschen  Gleichungen 
1.  Aufl.  267,  2.  Aufl.  312,  und  Mauduit  zeigt  in  einer  eigenen  Tafel  (86),  wie 
man  mittelst  derselben  die  G  Dreiecksfalle  behandeln  kann,  dabei  macht  er  die 
Bemerkung,  es  sei  zu  verwimdern,  daß  die  meisten  Schriftsteller  über  Trigono- 
metrie diese  Formeln  nicht  erwähnen. 
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zi'iii;en  ilircii  Gcbraucli;  im  übrigen  werden  (iieselben  liei  den  wenigsten 
Autoren  angetroffen.  Das  Verfahren,  mit  Hilfe  des  Folardreiecks  das 
Formelsystem  direkt  zu  verdoppeln,  das  schon  Vieta  gekannt  hat 
(siehe  I.  Tl.  S.  180),  finden  wir  nirgends  fiusschließlich  angewendet, 
trotzdem  die  Eigenschaft  des  Polardreiecks  natürlich  wolilhckannt  war 
und  mich  vereinzelt  ))enützt  wurde.  ^) 

Um  unser  Bild  zu  vervollständigen,  müssen  wir  noch  eines  Ver- 
fahrens gedenken,  das  damals  vielfach  angewendet  wurde,  um  die 
Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  direkt  aus  denen  der  sphärisclien 
zu  erhalten.  Man  dachte  sich  den  Radius  der  Kugel  unendlich  groß 
imd  ersetzte  die  Sinus  und  Tangenten  der  Seiten,  welche  ausscliließ- 
lich  in  die  Formeln  eingeführt  wurden,  durch  ihre  Bögen.  So  gewann 
z.  B.  Mauduit  aus  den  Neperschen  Analogieen  die  sogenannten 
Mollweidescheu  Gleichungen  (p.  83 — 84  a.  a.  0.).^) 

Wenn  wir  im  Vorhergelienden  die  hauptsächlichsten  Methoden 
und  Darstellungsweiseu  der  trigonometrischen  Lehren  geschildert  haben, 
so  erübrigt  uns  noch  der  am  Ende  des  Jahi'hiiuderts  auftretenden 
Versuche  zu  gedenken,  welche  dahin  zielten,  das  ganze  trigono- 
metrische Lehrgebäude  auf  eine  möglichst  einfache  Grund- 
lage zu  stützen.  Ohne  diese  bestimmte  Absicht  auszusprechen, 
hatte  schon  Kästner^)  die  Hauptformeln  der  ebenen  Trigonometrie 
rechnerisch  aus  dem  Sinussatze  und  der  Winkelbeziehung  A  +  B  -{-  C 
=  180"  abgeleitet,  und  noch  früher  hatte  Oppel  gezeigt,  daß  sich 
aus  der  Kenntnis  des  Sinus-  und  Cosinussatzes  die  sämtlichen  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  gewiimen  lassen,  und  da  man,  wie 
oben  bemerkt,  die  ebene  Trigonometrie  als  einen  Spezialfall  der 
sphärischen  auffassen  konnte,  so  war  hiermit  das  ganze  Gebäude  auf 
diesen  beiden  Sätzen  fundiert.  Damit  nicht  zufrieden,  suchte  der  uns 
schon  bekannte  Abbe  de  Gua  zu  zeigen,  daß  die  Cosinusformel 
allein  zu  diesem  Aufbau  genüge.  In  einer  1783  der  Pariser  Aka- 
demie vorgelegten  Abhandlung*)  „Trigonometrie  spherique  deduite 
tres  brievement  et  completement  de  la  seule  Solution  algebrique  du 
plus  simple  des  ses  problemes  generaux  etc."  führt  er  diesen  Gedanken, 


1)  Gewöhnlich  zur  Ableitung  des  Halbseitensatzes  aus  dem  Halbwinkelsatz, 
so  bei  Mauduit  73.  —  2'i  Auch  Lagrange  verbreitet  sich  hierüber  in  seiner 
Solution  de  quelques  problemes  relatifs  aux  triangles  sphe'riques,  Journal  de 
l'Ecole  Polyt.  cah.  6,  1799,  sagt  aber  ganz  richtig,  daß  diese  Ableitung  das  Ein- 
fachere aus  dem  Schwierigeren  zu  gewinnen  heiße  (293).  —  3)  Anfangsgründe 
der  Arithmetik,  Geometrie  und  Trigonometrie,  z.  B.  3.  Aufl.  1774,  418;  4.  Aufl. 
17SI5,  505.  Kästner  wollte  eigentlich  nur  eine  „Vergleichung  der  Seiten  des 
Dreiecks  und  eines  seiner  Winkel"  finden.  —  4)  Erschienen  in  Memoires  de 
TAcademie  de  Paris  1786,  291—343. 


Ifif)  5.  Kapitel. 

den  übrigens  schon  der  Petersburger  Akademiker  Mai  er  ausgesprochen 
hatte  (S.  96),  wie  De  Gua  selbst  bemerkt,  des  Nähern  aus.  Dabei 
hat  er  die  unglückliche  Idee,  für  seine  neu  aufgebaute  Trigonometrie 
auch  eine  neue  Funktionsbezeichnung  einzuführen,  die  an  Schwer- 
fälligkeit alles  Dagewesene  übertrifft  und  so  die  Lektüre  seiner  sonst 
verdienstlichen  Abhandlung  sehr  erschwert.*)  Der  Gang,  den  er  in 
derselben  einschlägt,  ist  folgender.  Er  leitet  zunächst  geometrisch 
den  Cosinussatz  ab  ^)  cos  a  =  cos  h  cos  c  +  sin  h  sin  c  cos  A,  löst  ihn 
nach  cos  A  auf  und  berechnet  hieraus  sin  A,  welches  er  in  die  Gestalt 
bringt 


sin  A  =  yi  —  cos^  a  —  cos^  h  —  cos^  c  +  2  cos  a  cos  h  cos  c  :  sin  h  sin  c. 

Aus  dieser  Form  sieht  man,  daß  die  Zähler  für  sin  2?  und  sin  C 
dieselben  sein  müssen  wie  der  für  sin  A,  also  hat  man 

sin  J.:  sia.B  :  sin  G  =    .    f--. —  :    .        .       :    .   .    . — ,  =  sina  :  sin6  :  sine, 
sm  0  sm  c     sin  c  sin  a     sin  a  sin  b  ' 

womit  der  Sinussatz  gefunden  ist.  Durch  sehr  umfangi-eiehe  Rech- 
nungen, die  wir  hier  nicht  mitteilen  können,  ergeben  sich  dann  der 
Cosinussatz  für  die  Winkel,  die  Cotangentenformel  und  noch  andere 
sehr  komplizierte  Gleichungen,  zehn  an  der  Zahl,  welche  teilweise  zu 
praktischer  Verwendung  wenig  brauchbar  sind. 

Die  abschreckenden  Rechnungen  De  Guas  veranlaßten  Lagrange 
in  dem  schon  wiederholt  erwähnten  Aufsatze  von  1798/99  „De 
quelques  Problemes  relatifs  aux  Triangles  spheriques,  avec  une  ana- 
lyse  complete  de  ces  Triangles"  eine  einfachere  Ableitung  zu  geben. 
Er  bedient  sieh  ganz  der  Eulerschen  Bezeichnungsweise,  geht  wie 
De  Gua  von  dem  C'osinussatze  aus,  den  er  wie  jener  für  Winkel 
<  90"  ableitet,  und  erhält  aus  ihm  den  Sinussatz.  Indem  er  dann 
die  Cosinusformel  für  die  Seiten  a  und  c  ansetzt,  mit  Hilfe  der  letzteren 

cos  c  aus   der   ersteren   eliminiert   und  sin  c  =  ' — -.- — -. —    einführt,   er- 

sin  A  ' 

gibt  sich  als  dritte  Gleichung 

ctg  a  sinb  =  ctg  A  sin  C  -j-  cos  b  cos  C, 

d.  h.  die  Cotangentenformel  Vietas  (I.  Tl.  S.  182).  Vor  der  eben 
erwähnten  Einführang  des  Wertes  von  sin  c  hatte  sich  die  von  Euler 


1)  Indem  er  nämlich  das  Dreieck  mit  GSF  bezeichnet,  schreibt  er  für 
cos  S  ^  S,  cos  P  ^  P,  cos  G  =  G,  bezeichnet  die  Sinus  derselben  Winkel  mit 
Z,  n,  r,  die  Cosinus  der  Gegenseiten  mit  s,  p,  g,  die  Sinus  mit  <r,  «,  •/,  die  Co- 

tangenten  der  Winkel  mit  |  S  u.  s.  w.,   die  Tangenten  mit  |  JT  u.  s.  w.,  die 

Cotangenten  der   Seiten  mit  |  s  u.  s.  w.  und   die  Tangenten  mit  |  o  u.  s.  w, 

Zur  Bezeichnung  der  Sekanten  und  Cosekanten  endlich  wird  das  Zeichen  |  vor- 
gesetzt. —  2)  Indem  er  sich  derselben  Figur  bedient,  die  schon  Fr.  Blake 
(S.  1'26  Anm.  1)  zur  Berechnung  sphärischer  Dreiecke  anwandte. 
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zuerst  gel'iimleue  (Jleicliung  ergebou:  cds  a  sin  h  —  coh  h  sin  a  cos  C 
+  sin  c  cos  A  •  indem  er  in  dieser  a  mit  h  und  folglich  auch  A  mit  li 
vertauscht    und  den  hicidiirch  erhaltenen  Ausdruck  für  cos  b  sin  a  in 

sie  eiiifüliit,  ergibt  sicli  leicht  mit  Hilfe  der  Relation  sine  =  — -. — ^-  ' 
"  sin  B 

der  Cosiniissatz  für  die  Winkel  als  vierte  Maiiptgleieliung.  Diese 
vier  Gleichungen  genügen,  wie  Lagrange  anführt,  um  alle  Aufgaben 
zu  lösen,  die  sich  auf  sphärische  Dreiecke  beziehen,  können  aber  noch 
durch  andere,  welche  für  logarithniische  Rechnung  verwendbarer  sind, 
ersetzt  werden.  So  ergeben  sich  zunächst  aus  ihnen  für  A  =  90"  die 
bekannten  sechs  Formeln  des  sphärischen  rechtwinkligen  Dreiecks. 
Dann  findet  Lagrange  den  Ilalbwinkelsatz,  wie  wir  ihn  jetzt  noch 
ableiten,  macht  den  Cosinussatz  durch  Einführung  eines  Hilfswinkels 
logarithmiseh,  desgleichen  <lie  Cotangentenforniel  und  leitet  den  Satz 
zur  Bestimmung  der  halben  Seiten  aus  den  drei  Winkeln  aus  seinem 
polaren  mittelst  des  Supplementardreiecks  ab  und  verschafft  sich  zwei 
der  vier  Neperschen  Gleichungen  mit  Hilfe  des  Halbwinkelsatzes, 
während  die  andern  beiden  sich  aus  dem  Polardreieck  ergeben. 

Es  besteht  kein  Zweifel,  daß  dieses  von  Lagrange  aufgestellte 
System  der  sphärischen  Trigonometrie  an  Übersichtlichkeit,  Einfach- 
heit und  Eleganz  alle  bis  dahin  erschienenen  übertrifft  und  so  in 
würdiger  Weise  die  Bestrebungen  des  18.  Jahrhunderts  auf  dem  Ge- 
biete  unserer  Wissenschaft  abschließt.  Da  Lagranges  Arbeit  un- 
mittelbar an  De  Gua  anschließt,  mußten  wir  beide  nacheinander  be- 
sprechen und  können  erst  nachträglich  noch  auf  eine  Abhandlung 
von  Theodor  Schubert  hinweisen,  die  aus  dem  Jahre  1796  stammt*) 
und  sich  die  Aufgabe  stellt,  aus  dem  Satze  von  Menelaus  allein  das 
ganze  bekannte  Formelsystem  der  Trigonometrie  auf  der  Kugel  ab- 
zuleiten. Schubert  leitet  zunächst  aus  dem  Haupttheorem  (L  Tl., 
S.  16)  mit  der  Methode  der  komplementären  Dreiecke,  wie  wir  dies 
früher  (L  Tl.  S.  24 — 25 )  andeuteten,  die  sechs  Formeln  für  das  recht- 
winklige Dreieck  ab,  dann  den  Sinussatz  für  das  schiefwinklige  und 
unter  beständiger  Anwendung  der  erhaltenen  Formeln  auf  die  Figur 
des  Transversalensatzes^)  die  beiden  Cosinusregeln,  aus  denen  sich 
dann  als  einzige  noch  notwendige  Gleichungen 

,      „  sin  A  sin  e 


°  sin  6  cos  c  —  cos  6  sin  c  cos  A 


1)  TrigoDometria  sferica  e  Ptolemaeo  (22.  Dez.  1796  vorgelegt,  1801  publi- 
zierti.  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  XII.  —  2)  Und  zwar  werden  die  Seiten  BA, 
CA  und  CB  des  schiefwinkligen  A  ABC  zu  Quadranten  BF,  CD  und  CE 
ergänzt  und  es  wird  Bogen  EDF  gezogen. 
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und  deren  Polarf'ormel  ergeben.  Die  Rechnungen  sind  jedoch  zu  um- 
fangreich und  kompliziert,  als  daß  wir  sie  hier  mitteilen  könnten. 
Schuberts  System  steht  ohne  Zweifel  dem  Lagranges  an  Eleganz 
und  Einfachheit  nach,  wenn  es  auch  demselben  Gedanken  entsprungen 
ist,  auf  einen  Satz  das  ganze  Gebäude  zu  begründen. 

Hatte  uns  das  vorhergehende  Kapitel  die  umfassende  Tätigkeit 
Eulers  im  Zusammenhange  vorgeführt,  so  bot  uns  das  eben  voll- 
endete ein  Bild  der  Arbeit  seiner  Zeitgenossen  und  nächsten  Nach- 
folger. Von  diesen  trat  uns  namentlich  die  Gestalt  Lamberts  be- 
deutungsvoll entgegen.  Wie  Euler  hatte  auch  er  die  Darstellung 
der  trigonometrischen  Funktionen  als  Verhältnisse  gebraucht,  während 
allerdings  erst  Klügel  eine  exakte  Definition  dafür  gab;  ferner  ver- 
wandte er  die  von  Riccati  gefundenen  Hyperbel funktionen  zu  tri- 
gonometrischen Rechnungen,  gab,  wenn  auch  unbewußt,  einen  auf 
gruppentheoretischer  Grundlage  beruhenden  Beweis  der  Neperschen 
Regel,  förderte  durch  einen  exakten  Beweis  für  die  LTationalität  von 
.T  das  Quadraturproblem  und  durch  Herstellung  einer  äußerst  ge- 
diegenen Tafelsammlung  die  praktischen  Rechnungen.  Klügel  hob 
zuerst  die  zentrale  Stellung  des  Additionstheorems  in  der  Goniometrie 
hervor,  während  Eulers  Schüler  Lexell  und  N.Fuß,  ferner  Schubert, 
Kästner,  L'Huilier  und  andere  durch  gewandte  Handhabung  der 
neuen  Formeb-echnung  das  Gebiet  der  Trigonometi'ie  wesentlich  ver- 
mehrten. Auf  der  Basis  von  Lamberts  Arbeiten  schufen  dann  Lexell 
und  L'Huilier  die  Polygonometrie  in  der  Ebene  und  im  Räume  und 
letzterer  stellte  auch  noch  den  Hauptsatz  der  Polyedrometrie  auf.  Li 
dem  Riesenuuternehmen  der  Herstellung  der  Tables  de  Cadastre  wurde 
seit  Briggs  und  Vlack  zum  erstenmal  wieder  eine  Neuberechnung 
der  Logarithmen  und  zwar  mit  Benützung  der  Reihen  und  der  Inter- 
polation geleistet,  Maskelynes  Regel  gab  ein  Mittel  zur  bequemen 
Bestimmung  der  Funktionen  kleiner  Winkel,  Legendres  berühmter 
Satz  ein  solches  zur  angenäherten  Berechnung  kleiner  sphärischer 
Dreiecke,  und  Cotes'  Schöpfung  einer  Diff'erentialtrigouometrie  wurde 
durch  Boscowich  und  andere  ausgebaut.  Endlich  war  es  auf  Grund 
der  namentlich  durch  Lagrange  zu  vollendeter  Eleganz  geführten 
Rechnung  möglich,  die  Trigonometrie  auf  einer  einzigen  Pundamental- 
formel  aufzubauen. 
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ij   1.     Versuche,   die  Goniometrie  und  ebene  Trigonometrie  in  all- 
gemeinster Weise  zu  begründen. 

Die  Ausbilflung  der  aualytisc-hen  Methoden,  wie  sie  von  den 
großen  Mathematikern  des  LS.  Jahrhunderts  in  rastloser  Arbeit  erzielt 
worden  war,  und  die  enormen  Erfolge  der  Rechnung  auf  allen  Ge- 
bieten der  theoretischen  und  angewandten  Mathematik  hatten  eine 
große  Vorliebe  für  diese  Methoden  verursacht,  welche  die  Geometrie 
etwas  in  den  Hintergrund  drängten.  Darin  lag  auch  der  Grund  für 
das  von  uns  im  letzten  Kapitel  geschilderte  Bestreben,  das  ganze 
trigonometrische  System  nur  aus  einer  einzigen  geometrisch  ge- 
woimenen  Formel  analytisch  zu  entwickeln.  Andererseits  aber  war 
der  Begriff  der  goniometrischen  Funktionen  aus  rein  geometrischer 
Anschauung  hervorgegangen,  und  ihre  Darstellung  als  Linien  erhielt 
sich  trotz  Euler,  Lambert,  Kl ü gel  und  andern  noch  bis  zur  Mitte 
des  19.  Jahrhunderts  und  teilweise  darüber  hinaus.  Um  daher  ihre 
analytischen  Eigenschaften,  wie  die  Periodizität,  geometrisch  verfolgen 
und  die  Rechuiingsresultate  richtig  interpretieren  zu  kiinnen,  sah  man 
sich  gezwungen,  die  Darstellung  der  positiven  und  negativen  Rechnungs- 
gröBen  einer  genauen  Betrachtung  zu  unterziehen.  Zwar  hatte  sich 
schon  D'Alembert  damit  beschäftigt,  doch  war  seine  Auslegung 
nicht  in  allen  Fällen  stichhaltig,  und  Carnot')  suchte  daher  in  seinem 
1801  veröfi'entlichten  Buche  „De  la  correlation  des  figures  de  Geo- 
metrie" und  in  seiner  „Geometrie  de  position"  1803  neue  Gesichts- 
punkte aufzustellen.  Im  speziellen  wandte  er  seine  Theorie  der  in- 
versen  Größen  imd  der  korrelativen  Systeme  zur  Bestimmung 
der  Zeichen  der  trigonometrischen  Linien  in  den  verschiedenen  Qua- 
dranten an^),  wodurch  es  ihm  zum  erstenmal  gelang,  eine  einwand- 
freie geometrische  Darstellung  dieser  Verhältnisse  zu  schaffen.  Be- 
trachten wir  seine  Methode  etwas  näher.  Ist  AB  ein  Bogen  des  ersten 
Quadranten,  und  sind  BD,  BE,  ÄS,  FG,  wie  die  Fig.  34  (s.  S.  170) 
zeigt,  gezeichnet,  so  bilden  diese  geometrischen  Größen  ein  gegebenes 
System;   konstruiert   man   für   irgend   einen   andern   Pimkt  B'  wieder 


1)  Lazare  Nicolas  Marguerite  Carnot  (1753 — 1823),  erst  Ingenieur- 
Kapitän,  später  Kriegsminister,  unter  Napoleon  Kommandant  von  Antwerjjen, 
dann  verbannt.  Seine  Biogi'aphie  in  Oeuvres  d'Arago  I.  —  2)  Correlation 
Probleme  I,  57—84,  Ge'ometrie  de  position  Seet.  11,  Probl.  VI,  126—150. 
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dieselben  Größen,  so  bilden  sie  ein  zum  ersten  korrelatives  System. 
Diejenigen  Linien,  welche  beim  Übergang  von  B  nach  B'  nicht  durch 
Null  oder  Unendlich  hindurchgehen,  sind  natürlich  keinem  Zeicheu- 
wechsel  unterworfen,  sind  nicht  invers,  sie  brauchen  also  nicht 
weiter  betrachtet  zu  werden;  dagegen  heißen  diejenigen  invers  und 
bei  ihnen  tritt  ein  Zeichenwechsel  ein,  welche  als  eine  Difl'erenz  dar- 
gestellt, in  die  umgekehrte  Differenz  des  korrelativen  Systems  über- 
gehen. Ist  z.  B.  B'  im  zweiten  Quadranten 
gelegen,  so  ist  das  zu  BF,  BE,  CD,  FE, 
AH,  FG  korrelative  System:  #F,  B'E', 
CD',  FE',  AB',  FG'.  Nim  ist  BF 
=  AF  -AB,  iFf  =  AB'  -  AF,  also 
B' F  invers  zu  BF,  daher  negativ,  wenn 
BF  positiv  vorausgesetzt  wird.  Ebenso 
ist  BE=DC  =  AC-AD,  B'E'=  D'C 
=  AD'-AC,  also  B'E'  invers  zu  BE, 
daher  negativ,  wenn  ersteres  als  positiv 
gilt.  Das  gleiche  gilt  von  CD';  ferner  ist 
FE  =  FF'  -  EF'  und  FE'  =  FF'  -  E'F', 
also  sind  beide  nicht  invers.  Weiter 
ist  AH  =  AK  -  HE,  wo  K  ein  be^ 
liebiger  Punkt  von  AH  über  H  hinaus 
ist;  aber  AH'  =  KH'  —  AK,  also  AH'  invers  zu  AH;  oder 
auch  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  ACH'  und  E'B'C  folgt:  AH' 
=  (AC  ■  E'C)  :  E'B',  und  da  hier  allein  E'B'  invers  ist,  so  ist  es 
auch  AH',  ebenso  bestimmt  sich  auch  das  Zeichen  von  FG'  als  negativ, 
und  endlich  folgt  aus  derselben  Ähnlichkeit  CH' =  {AC- B'C):  E'B', 
also  da  E'B'  allein  invers  ist,  auch  CH'  invers  zu  CH.  Indem  man 
noch  CG'  als  nicht  invers  zu  CG  erkennt,  hat  man  die  Zeichen 
sämtlicher  sechs  Funktionen  im  zweiten  Quadranten  bestimmt.  Be- 
trachtet man  ebenso  die  durch  die  nämliche  Konstruktion  für  die 
Punkte  B"  und  B'"  im  dritten,  respektive  vierten  Quadranten  ent- 
stehenden Liniensysteme  bezüglich  als  korrelativ  zu  denen  des  zweiten 
und  dritten  Quadranten,  so  gelingt  es  in  der  Tat,  die  sämtlichen 
Zeichen  der  Funktionen  geometrisch  exakt  zu  bestimmen,  was  unter 
D'Alemberts  Annahme,  daß  entgegengesetzt  gerichtete  Linien 
verschiedenes  Zeichen  haben,  nicht  möglich  ist,  weshalb  man,  wie  wir 
wissen,  seit  Seiner  nur  die  Zeichen  von  Sinus  und  Cosinus  direkt 
aus  der  Figur  bestimmte.  Auch  den  Zeichen  der  Funktionen 
negativer  Winkel  wird  Carnot  gerecht,  indem  er  den  Punkt  B 
den    Kreis    in    entgegengesetzter   Weise    durchlaufen    läßt    und    seine 


Fig.  34. 
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Theorie  der  korrelativen  Systeme  anwendet.  Zum  Sehlusso  stellt  er 
die  so  erhaltenen  Resultate  in  einer  Tabelle  (j).  14H|  zusammen,  die  er 
später  (p.  24(5 — 247)  noch  auf  Winkel,  welche  2ar  übersteigen,  erweitert. 
Dieser  Methode  der  iuversen  Größen  bedient  sich  Carnot  auch, 
um  zum  erstenmal  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Adil  i  tions- 
t'orTiieln  nachzuweisen'),  die  wie  er  (]).  ItJO)  ausdrücklich  bemerkt, 
n.lle  trigonometrischen  Formeln  in  sii'b  schließen.  Zu  diesem  Zwecke 
nimmt  er  den  Durehmesser  des  Kreises  als  Einheit,  wodurch  die 
Sehne  eines  Bogens  direkt  gleich  dem  Sinus  des  auf  ihm  stehenden 
Peripheriewinkels  wird;  sind  dann  in  Fig.  35  <^  BAD  =  m, 
•^  DAV  =  n  {m  >  n,  und  vorerst  ht  +  n  <  90")  zwei  an  die  Gerade 
.1 7)  augelegte  Winkel,  wird  in  einem  beliebigen  Punkte  F,  von  A  D 
eine  Senkrechte  BEC  auf  sie  errichtet  und  um  das  entstehende 
Dreieck  ABC  der  Kreis  beschrieben,  der  AE 
in  /)  schneidet  und  den  Durchmesser  l  hat, 
wird  ferner  EF=  EC  gemacht  und  EH  =  ED 
und  DE  gezogen,  so  hat  man  BD  =  sin  m, 
CD  =  sin  n,  AC  =  cos  m,  AB  =  cos  w,  ferner 
ist  BC  =  sin  (»w  +  w),  AD  =  cos  (m  —  n), 
BF  =  sin  (w  —  n),  AH  =  cos  (m  +  n),  nnd 
die  Additionsformeln  ergeben  sich  leiclit  aus 
den  Beziehungen  der  Figur.  Betrachtet  man 
dann  die  in  diese  Formeln  eintretenden  (irößeu 
als  Werte  eines  Korrelationssystems,  sucht  die  Korrelationswerte  für 
irgend  einen  anderen  Zustand  des  Systems  und  setzt  sie  in  die  Formeln 
ein,  so  kann  man  diese  damit  auf  alle  Winkel  ausdehnen.  Bewegt  sich 
z.  B.  BC  parallel  zu  sich  selbst  von  A  weg  und  AD  gleichzeitig  parallel 
zu  sich  vom  Zentrum  weg,  bis  Punkt  E  außerhalb  des  Kreises  fällt, 
dann  wird  ^  CAD  =  n  invers,  indem  er  durch  Null  hindurchging, 
als  sich  E  auf  dem  Kreise  befand:  man  hatte  ja  im  ersten  Systeme 
■^  CAE  =  <^  CAB  -  ^  BAE,  im  zweiten  aber  -^  CAE 
=  -^  BAE  —  -^  GAE,  also  ist  in  den  Formeln  das  Zeichen  von 
■^n  zu  ändern.  Carnot  bemerkt,  daß  es  im  ganzen  acht  koiTelative 
Systeme  gibt,  die  sich  aber  auf  vier  reduzieren  lassen  und  die  all- 
gemeine Begründung  der  Additionsformeln  enthalten.  Auch  gibt  er 
noch  eine  zweite  Ableitung  dieses  wichtigen  Theorems  mit  Hilfe  des 
Ptolemäischen    Satzes    vom    Sehnenviereck    (p.  95    imd    1(39).-)      Aus 


1)  Corrfl.  Probl.  11,  SiS.  Geometrie  de  positior.,  Sect.  ü.  probl.  VII.  p.  151  ff. 
Später  fast  in  derselben  Weise,  wahrseheinlicli  ohne  Kenntnis  von  Carnots 
Werk  von  Schmeißer,  Journal  für  Mathematik  X,  1833,  129  ff.  begründet.  — 
2)  Dasselbe  hat  später  (1854),  jedenfalls  ohne  Carnot  zu  kennen,  wieder  Quidde 
getan,  Archiv  für  Math.  XXin,  238. 
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den  vielen  Folgerungen,  die  Caruot  aus  diesem  Theorem  zieht'), 
wollen  wir  nur  noch  die  allgemeinen  Formeln  heiTorheben: 

Bin  (n  —  h)  sin  (6  —  c)  sin  (jj  — «) „ 

cos  o  cos  b  cos  6  cos  c  cos^  cos  a 

und 

sin  (g  —  fe)  sin  (6  —  c)  .  sin  (p  —  a)  _  „ 

sin  a  sin  6  sin  6  sin  c  sin  ^  sin  a 

K.  Baltzer  hat  die  letztere  später  für  den  Fall  von  vier  Winkebi  aus 
dem  allgemein  begründeten  Sinussatze  abgeleitet  und  daim  aus  ihr 
umgekehrt  die  Additionsformeln  gewonnen. -J 

Zu  diesen  wichtigen  Untersuchungen  über  die  Goniometrie  fügte 
Carnot  auch  noch  die  Begründung  der  ebenen  Trigonometrie 
auf  die  einzige  Formel  des  Projektionssatzes  hinzu. ^)  In 
der  Yeröifentlichung  war  ihm  allerdings  schon  Charles  Bossut 
(1730 — 1814)  in  seinem  Cours  de  Mathematiques  (U,  1800,413—416) 
zuvorgekommen.  Indem  sie  nämlich  in  A  ABC  die  Höhe  AD  fällten, 
ergab  sich:  BD  =  c  cos  B,  ebenso  CD  =  b  cos  C,  woraus  der  Pro- 
jektionssatz a  =  h  cos  C  -\-  (■  cos  B  folgt;  schreibt  man  diesen  auch  für 
die  Seiten  h  und  c  an,  multipliziert  die  di-ei  Gleichungen  nacheinander 
bezüglich  mit  a,  h  und  c  und  zieht  die  erste  von  der  Summe  der 
beiden  andern  ab,  so  erhält  man  a^=  6-+  c^—  2bc  cos^;  daraus  folgt 

dann    sin  .4  =  ^ ,    K  ^  y2a-b-  +  2a'c'-  +  2V-c^  -  {aTfh^  +  c*) 

TT  TT 

und  ebenso  sini?  =  - — ,  sin  C  =  — ^,  woraus  sieh  sin  J^ :  sin  i?  :  sin  C 
=  a:h:  c  ergibt.*)    Auch  zeigen  Bossut  imd  Carnot  noch,  wie  der 


1)  Er  entwickelt  aus  ihm  analytisch  alle  wichtigen  Formeln  der  (ionio- 
metrie.  —  2)  Die  Elemente  der  Mathematik  II,  5.  Aufl.  1878,  301—303.  Die- 
selben Formeln  findet  Carnot  auch  geometrisch  in  Nr.  215,  216  p.  273—275.  — 
3)  A.  a.  0.  Nr.  251,  252  p.  302—303  und  Oorrelation  etc.  Probl.  m,  101—117, 
auch  schon  in  einem  Briefe  an  Bossut  von  1799,  vgl.  dessen  Cours  II,  Anhang 
413 — 415.  —  4)  Gergonne  hat  diese  Rechnung  etwas  umgestaltet:  Annales  de 
Mathöm.  in,  1812,  348.  Vgl.  auch  Matzka  in  seiner  Ausgabe  von  Vegas  Vor- 
lesungen, Wien  1835,  11,  §  557  und  etwas  verändert  im  Archiv  für  Mathem.  XIII 
1849,  75.  Vgl.  femer  Rädell  ebenda  I,  1841,  444,  August  in  seinen  loga- 
rithmisch-trigonometrischen Tafeln  1846  und  neuerdings  Dickmann  im  Jahres- 
bericht des  Essener  Gymnasiums  1877,  sowie  in  der  Zeitschrift  für  mathem.  und 
natiu-wissenschaftHchen  Unterricht  XX  1889.  Eine  direkte  Ableitung  des  Sinus- 
satzes aus  dem  Cosinussatze  hat  schon  Lagrange  in  der  mehrfach  zitierten 
Abhandlung  von  1798  gegeben,  dann  Reynaud  in  seiner  Trigonometrie,  Paris 
1805  und  Legendre  a.  a.  0.  Nr.  XLVl,  während  0.  Terquem  den  Cosinussatz 
aus  dem  Sinussatze  ableitete:  Nouv.  Ann.  1847,  VI,  34.  Den  Sinussatz  und  den 
Projektionssatz  wählten  als  Grundlage  B.  F.  Thibaut,  Grundriß  der  reinen 
Mathematik  5.  Aufl.  1831,  370  und  0.  Schlömilch,  Grundzüge  einer  wissen- 
schaftlichen  Darstellung    der  Geometrie    des  Maßes   1849;    6.  Aufl.  1883.     Eine 
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Projcktioiissat/,   uuuiittelbar    ili«   A(Ulitioiisi'i)niiclii    liciV'rtj    wenn    iii;in 
Hieb  auf  Wiiikel  <  HO"  besehräukt. 

Der  Italiener  Pietro  Ferroni  (^17-14      l'S^;")),  den  wir  schon  an 
traten   und   auf  den    wir   weiter   unten   wieder   zu   sprechen    koiiinien, 
hat    1805  \)    denselben    Projekt ionssatz    zur    Begründung    der    liaum- 
trigononietrie   verwendet   und   die  Trigonometrie  der  Ebene  als  einen 
Spezialfall  aus  ihr  al)geleitet. 

Caruots  Mi-tlmdc  der  inversen  Gr('>l3eii  scheint  übrigens  nierk- 
würdiüerweise  weni"'  Heifall  y;efunden  zu  haben,  denn  es  linden  sich 
naeii  ihm  zahlreiche  Versuche,  sowohl  die  Zeichen  der  Funktionen  zu 
bestimmen,  als  auch  die  Trigonometrie  zu  begründen,  die  nicht  auf 
ihn  rekurrieren.  So  hat  Legendre  in  seiner  Trigonometrie-)  die 
Additionsformelu  zunächst  geometriscli  für  spitze  Winkel  n  und  /' 
bewieseil,  sei  es  daß  deren  Summe  >  90"  ist,  dann  aber  erweiterte 
er  die  Gültigkeitsgreuzeu,  indem  er  zeigte,  daß  die  Formeln  auch  noch 
gelten,  wenn  man  die  Winkel  nacheinander  beständig  um  -  wachsen 
läßt,  woraus  man  schließt,  daß  sie  endlich  für  beliebig  große  Werte 
von  u  und  h  gelten  werden.^)  Crelle  hat  in  seiner  deutschen  Über- 
setzung von  Legendres  Werk  ISol)  einen  andern  mehr  geometrischen 
Beweis  augemerkt  (p.  351). 

Von  einem  andern  Gesichtspunkt  ging  der  berühmte  L.  A.  Cauchy 
(1789 — 1857)  in  seinem  Cours  d'analyse  von  1821*)  aus,  indem  er 
zunächst  durch  eine  ganz  allgemeine  Betrachtung,  die  sich  an  keine 
spezielle  Figur  band,  mittelst  der  Projektion  auf  zwei  rechtwinklige 
Achsen  die  vier  prosthaphäretischen  J'ormela  für  ganz  beliebige  Bögen 
al)leitete  und  aus  ihnen  dann  leicht  die  gesuchten  Gleichungen  erhielt. 
Im   gleichen  Jahre  gab  Frederic  Sarrus')   folgenden  ebenso  kurzen 


vergleichende  Kritik  dieser  Methoden  liat  Theodor  Häbler  geliefert:  Ein- 
ladungsschrift zur  Einweihung  der  Fürsten-  und  Landesschule  zu  Grimma  1891 
und  Jahresbericht,  ebenda  1887/88,  41.  Vgl.  ferner  W.  F.  Meyer,  „Zur  Öko- 
nomie des  Denkens  in  der  Elementarmathematik",  Jaliresbericht  der  Deutschen 
Mathoniatikervoreinigung  VII,  1899,  147 — 154,  wo  unter  anderem  gezeigt  wird, 
wie  aus  einer  für-  die  Existenz  eines  Dreiecks  charakteristischen  Formelgruppe 
alle  übrigen  Gruppen  durch  rein  algebraische  Operationen  hervorgehen  (p.  150  fi'.). 
Ij  Memorie  della  Societa  Italiana  XII,  parte  I,  106 — 159.  —  2)  Elements 
de  gäometrie.  Die  Auflage  von  1804  enthält  die  Trigonometrie.  Uns  lagen  die 
14.  Auflage  von  1832  und  die  Übersetzung  Grelles  vor.  —  3)  Vgl.  die 
Umgestaltung  durch  Thibault,  Xouvelles  Annales  1843,  309,  durch  Arndt, 
Archiv  für  Mathem.  VI  1845,  95  und  durch  Ästrand,  ebenda  XVIH  1852.  Alle 
möglichen  Fälle  hat  Spitz  einzeln  diskutiert,  Ai'chiv  für  Mathem.  1859,  XXII, 
293—304.  —  4)  A.  a.  0.  Note  I,  p.  433—435.  Fast  dieselbe  Ableitung  gab  wieder 
Lemonnier  in  Nouv.  Ann.  1871,  26 — 28.  —  5)  Annales  de  Mathe'm.  XI,  1820/21, 
323 — 325.  In  neuerer  Zeit  brachte  einen  analytisch-geometrischen  Beweis  wieder 
G,  Juel,  Nyt  Tidski-ift  for  Math.  II  18U1,  31—32. 
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als  ailgemeinen  Beweis.  Für  beliebige  Bögen  .r  und  y  gelten  die 
Gleichungen  sin- a;  +  cos-a:=  1,  sin-t/ +  cos-^/ =  1  und  (sin  a;  —  sin  ?/ )^ 
+  (cos  X  —  cos  y)-  =  cord*  (x  —  y)  ohne  Einschränkung.  Aus  diesen 
Gleichungen  folgt  leicht  (A)  2  —  2 (sina; sin«/  +  cos.r cos?/)  =  crd- (x  —  if) 
und  für  «/  =  0,  hieraus  2  —  2  cosa:  =  crd-x;  ersetzt  man  hier  x  durch 
X  —  y,  so  folgt  (B)  2  —  2  cos  {x  —  y)  =  crd'  {x  —  y)  und  durch  Eli- 
mination von  crd-  (,r  —  y)  zwischen  (Aj  und  (B)  :  cos  {x  —  y) 
=  cos  X  cos  y  +  sin  x  sin  y  u.  s.  w. 

Kehren  wir  wieder  zu  Cauchy  zurück,  der  in  seinem  Com-s 
d'analyse^)  eine  originelle  Ableitung  der  ebenen  Trigonometrie  aus 
dem  Sinussatze  gegeben  hat.  Zu  diesem  Zwecke  verschaffte  er  sich 
zuerst  die  beiden  gouiometrischen  Formeln 

.,  Ä        (sin  ^  +  sin  i?  +  sin  C)  (sin  B  4-  sin  C  —  sin  Ä) 
COS  —  —  ^ — 


2  4  sin  £  sin  C 

Ä 
und   die   analoge  für  sin-  — ,    führte    dann    aus    dem    Sinussatz    statt 

der  rechts  stehenden  Sinus  die  Seiten  ein  und  erhielt  so  die  beiden 
bekannten  Halb winkelfor mein,   die   leicht   zu   den   Gleichungen   cos  Ä 

=  b'-  +  c'--aj  ^^^^   ^^^  j^  _  ys(s-a)is-öW^2  /    _ o  +  ft  +  cX  ^„^.^^^ 

26c  2  6c  \  2/ 

Endlich  wurde  noch  die  Fincksche  Tangentenformel  aus  dem  Sinus- 
satz direkt  gewonnen.  Diese  Arbeit  scheint  Job.  August  Grunert, 
Professor  der  Mathematik  in  Greifswald  (1797 — '1872),  nicht  bekannt 
gewesen  zu  sein,  sonst  hätte  er  kaum  1842  eine  älinliche  Ableitung 
aus  dem  Sinussatz  und  der  Relation  Ä  -\-  B  -\-  C  =  ISO",  die  ihm  nur- 

noch  die  weniger  bekannten  Formeln  sin  [B-\-  -^)  = [/ t 

und  cos  (-^+  2/  ""  '  c  l/*"^r—  lieferte,  mitgeteilt.")  Die  gleiche 
Bemerkung  ist  auch  bezüglich  emer  Ableitung  des  Additionstheorems 
zu   machen,   die   er   in    seinem  Lehrbuch  der  Mathematik  und  Physik 


1;  A.  a.  0.  436 — 437.  Übrigens  hat  Cauchy  1833  in  §  12  seiner  Resumes 
analytiques,  Oeuvres  Serie  II,  X  noch  eine  größere  Abhandlung  über  Trigono- 
metrie niedergelegt,  die  aber  wenig  Originelles  bietet.  Er  dcünierte  darin  die 
trigonometrischen  Funktionen  noch  immer  als  Linien  am  Kreise,  bestimmte  aus 
der  Festlegung  ihres  Richtungssinnes  weit  weniger  exakt  als  Carnot  die  Zeichen 
derselben  in  den  verschiedenen  Quadranten,  leitete  au  der  Figur  den  Sinus-  und 
den  Projektionssatz    ab    und    gewann    aus   letzterem   das  Additionstheorem   für 

Winkel  <  —  •     (Ähnlich   auch   ein  Ungenannter  im  Phil.  Magazine  1825,  LXV, 

181.)  Die  allgemeine  Gültigkeit  desselben  bewies  er  dann  ähnlich  wie  Legendre 
—    2)   Archiv   für  Mathem.  U,  215 — 21Ü.     Die   letzteren  Formeln  hatte  übrigens 

Vgl.  Bulletin  de  Ferrusac  1831,  XV,  159. 
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\X-ii),  111,  871  gibt.')  Dagegen  muß  bemerkt  werdcüi,  daü  Uriiuert 
sehon  iu  seinem  Artikel  „Goniometrie"  im  Supplement  zu  Klügeis 
Wörterbuch  1836  (II,  581 — 705)  und  später  wieder  in  jenem  Lehrbuche 
Sinus  und  (Josinus  als  die  rechtwinkligen  Koordinaten  einew  Punktes 
der  Ebene  definierte  und  so  auf  die  Prinzipien  der  analytischen 
Geometrie  sich  stützend  eine  genaue  Zeichenbestimmung  der  Funktions- 
werte für  die  Winkel  in  den  verschiedenen  (juadraJiten  erreichte. -J 

Daß  es  praktisch  ist,  die  trigonometrischen  Funktionen  im  recht- 
winkligen Koordinatensystem  zu  definieren,  hob  auch  1861  De  Morgan 
in  dem  Artikel  „Trigonometry"  in  der  „English  Cyclopaedia"  VIII,  368, 
hervor,  ging  aber  noch  einen  Schritt  weiter,  indem  er  sie,  wie  einst 
Kliigel  als  Verhältnisse  darstellte.  Eine  eigentümliche  Ableitung 
des  Additionstheorems  sowie  des  Sinussatzes  hat  in  der  letzten  Zeit 
(1887)  C.  A.  Laisant  (geb.  1841)  gegeben. ■'j  Indem  er  nämlich  aus 
dem  allgemeinen  Projektionssatze  für  einen  geschlossenen  Polygouzug 

den  Satz  folgerte,  daß  wenn  A^  sin 3\  +  A,  sin d\ -\ f-  ^„  sin a„  =  0 

oder  A^  cos  .Jj  -|-  A^  cos  x.2  -\-  ■  ■  ■  -\-  A^  cos  a„  =  0  ist,  auch  die  ent- 
sprechenden Ausdrücke  versehwinden,  die  man  erhält,  wenn  man  ./■; 
durch  Xj_  -\-  0,  k  =  1  ■•■  ■  II,  ersetzt,  ei-gaben  ihm  die  Formeln  1  •  sinr 
=  sin  X  sin  —  -\-  cos  x  sin  0    und   1  ■  cos  x  =  sin  x  cos  ^  -f-  cos  x  cos  0, 

sofort   die   Gleichungen   sin  (x  +  y)  =  sin  x  sin  (—  +  y\  -\-  cos  x  sin  // 

und  cos  [x  +  y]  =  sin  x  cos  ( '_,  -|-  y\  +  cos  x  cos  //,  d.  h.  die  Additious- 
formeln,  während  der  Projektionssatz  für  das  Dreieck  iu  der  Foini 
geschrieben:  a  cos  B  -\-  b  cos  (—  A)  -\-  c  cos  (—  a;)  =  0  imd  a  cos  ar 
+  h  cos  C  +  c  cos  {—  B)  =  0  sofort  a  cos  (B  +  6)  +  b  cos  (ö  —  A) 
+  c  cos  (ö  —  ;r)  =  0  und  a  sin  (B  +  e)  +  bsm(e  —  A)  +  c  sin  (Ö  —  ,t  )  =  0 

1)  Eine  andere  Ableitung  gab  er  ISöS,  Archiv  für  Matbem.  XXI,  die  sich 
übrigens  fast  ebenso  schon  bei  Cagnoli,  Trigonometrie,  2.  Aufl.,  p.  18  findet 
und  1854  von  Kösters  in  etwas  abgeänderter  Form  im  Archiv  XXII,  232  wieder 
gebracht  wird.  Der  Gedanke  ist  folgender:  Man  betrachtet  das  Additionstheorem 
als  eine  Idcndität  zwischen  den  drei  Winkeln  eines  Dreiecks,  indem  man  den 
Zusammenhang  der  Funktionen  Sinus  luid  Cosinus  dieser  Winkel  durch  den 
Sinussatz  (Cagnoli),  durch  die  Definitiousgleichungen  dieser  Funktionen  mit 
Senkrechtfällung  der  Höhen  (Grunert)  oder  durch  den  Dreiecksinhalt  (Kösters) 
ausdrückt.  —  2)  Vgl.  auch  Riese  im  Archiv  für  Mathem.  XXX,  1856,  143  ff.: 
der  ebenfalls  die  Koordinatenmethode  anwandte;  übrigens  hatte  schon  1834 
Dirichlet  in  einer  in  Berlin  gehaltenen  Vorlesung  die  ebene  Trigonometrie 
als  den  Teil  der  analytischen  Geometrie  bezeichnet,  bei  welchem  man  den  Zu- 
sammenhang der  Linien  und  Winkel  sucht.  Vgl.  E.  Häntachel,  Jahres- 
bericht des  Köllnischen  Gymnasiums  zu  Berlin,  1900.  —  3)  Mathesis  VII,  1887, 
272  und  ausführlicher  in  Bulletin  de  la  sociijtd  de  France  XV.  1886  87,  198—202. 
Ein  ganz  allgemeiner  Beweis  auf  dieser  Grundlage  findet  sich  auch  in  Elements 
de  Triu-onometrie  von  E.  Gelin  Namur  1888. 
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ergab;  die  letztere  Formel  seht  aber  für  0  =  0  unmittelbar  über  in 
u  sin  B  =  b  sin  A.  Diese  Ableitung  bedarf  keiner  Figur  und  ist  daher 
von  großer  Allgemeinheit. 

Die  meisten  Ableitungen  der  Grundfoi-meln  der  Trigonometrie 
waren  nur  einfache  Keehnungsexempel,  nachdem  einmal  die  Formel- 
sprache ihi'e  vollkommene  Durchbildung  erhalten  hatte;  viel  wichtiger 
aber  wäre  es  gewesen,  den  einen  Fundamentalsatz,  auf  den  sie  zurück- 
griffen,  z.  B.  den  Sinussatz,  möglichst  allgemein  zu  begründen,  woran 
jedoch  niemand  dachte,  bis  August  Ferdinand  Möbius,  Professor 
in  Leipzig  (1790 — 1868),  auf  diese  Notwendigkeit  aufmerksam  machte. 
Dies  geschah  in  der  Einleitung  zu  seiner  „Theorie  der  Kreisverwandt- 
schaft in  rein  geometrischer  Darstellung",  1855.')  Seine  Formulierung 
lautet:  „Sind  a,  b,  c  di-ei  willkürliche  Gerade  einer  Ebene,  die  das 
Dreieck  ABV  bilden,  bestimmt  man  willkürlich  die  positiven  Richtungen 
von  a,  h,  c  und  hiermit  die  Zeichen  von  BC,  CA,  AB  (z.  B.  im 
Sinne  der  Aufeinanderfolge  der  Buchstaben),  setzt  man  dann  von  dem 
doppelten  Sinn,  in  welchem  eine  Linie  in  der  Ebene  gedreht  werden 
kann,  den  einen,  etwa  den  von  der  Linken  nach  der  Rechten  als 
positiv  fest  und  bestimmt  hiernach  die  Winkel '&c,  ca,  ab  so,  daß  bc 
denjenigen  Winkel  ausdrückt,  um  .welchen  die  Gerade  b  um  A  nach 
Rechts  gedreht  werden  muß,  bis  ihi-e  positive  Richtung  mit  der  posi- 
tiven Richtung  von  (;  identisch  ist,  so  gilt  auch  den  Zeichen  nach 
die  Gleichung 

Bü :  VA  :  AB  =  sin  {bc) :  sin  (ca)  :  sin  (a&)." 

Einen  allgemeinen  Beweis  hierfür  hat  später  Richard  Baltzer 
(1818—1887)  mittelst  der  Projektion  der  Figur  der  drei  Linien  a,  b,  c 
auf  eine  Gerade,  die  er  dann  successive  mit  a  imd  b  zusammenfallen 
ließ,  gegeben. -J  Den  hier  auftretenden  Richtungs-  und  Drehungssiun 
hatte  Möbius  schon  im  baryzentrischen  Kalkül  1827  eingeführt  und 
in  seinen  spätem  Arbeiten  durcliweg  festgehalten.  In  etwas  ver- 
änderter Weise  wurde  derselbe  1877  von  Gh.  Brisse  ebenfalls  zur 
Definition  der  goniometrischen  Funktionen  als  Verhältnisse  und  zur 
Ableitung  der  Additionsformebi  verwendet.^) 

Eine  ganz  neue  Begründung  der  Goniometrie  aber  hat  in  jüngster 
Zeit  (lyOOj  E.  Häntschel  gegeben.^)  Er  definiert  zuerst  die  Funktionen 


1)  Abhandl,  der  k.  Gesellsch.  der  W.  zu  Leipzig,  Math.-phys.  Kl.  U, 
529—595.  Werke  von  Möbius  11,  246—247,  Anm.  —  2)  Die  Elemente  der 
Mathematik  H,  1867,  2.  Aufl.  301  if.  —  3)  Nouv.  Ann.  XVI,  1877,  49—61.  — 
4)  „Über  die  verschiedeneu  Grundlegungen  in  der  Trigonometrie",  Jahresbericht 
des  Köllnischen  Gymnasiums  zu  Berlin,  Ostern  190(1,  4",  ferner  Untenichtsblätter, 
Jahrg.  VI,  1900.   90   uud   Jahresbericht   des,selben  Gymnasiimis,   Ostern  1901,  4". 
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als  Verliiiltuisse   am   reclitwiiikli<^en  Dreieck,   eine   Definition,   welche 

für  Winkel. im  ersten  Quadranten  genügt,  leitet  dann  die  Gleichungen 

,,    .      K  a  1        o    •    o  "      i.  sin  a         ,       , 

sin  «  =  2  sin    -  cos  — ,  cos  a  =  l  —  J  sur  — - ,  tg  «  =  und  cotg  « 

2  2'  2  '     "  C08  a  ° 

—  --.-       am    gleichschenkligen  Dreieck    ah,    und    indem    er    diese   als 
sin  a  '^  "^  ' 

neue  Defiiiitionsformeln  auffußt,  geKngt  es  ihm,  den  Gültigkeitsbereich 
der  Funktionen  stetig  aus  dem  ersten  in  den  zweiten  Quadranten  und 
aus  diesem  in  die  übrigen  succcssive  fortzusetzen.  Damit  ergibt  sich 
die  Periodizität  und  die  Bedeutung  der  Fimktiouen  negativer  Winkel 
ohne  jede  Figur.') 

Was  sonst  noch  von  Seiten  jener  Geometer,  die  sich  von  der 
Mitte  des  19.  Jahrhunderts  au  noch  für  elementare  Mathematik  inter- 
essierteu,  für  den  Aufbau  der  ebenen  Trigonometrie  geschah,  fällt 
außerhalb  des  Rahmens  unserer  Betrachtungen,  da  es  mehr  päda- 
gogische als  wissenschaftliche  Zwecke  im  Auge  hatte.*) 

§  '2.     Allgemeine  Begründung  der  sphärischen  Trigonometrie. 

Wir  kommen  nun  zur  Betrachtung  der  verschiedenen  Richtungen, 
welche  eingeschlagen  wurden,  teils  zur  Begründung  der  sphäri- 
schen Trigonometrie,  teils  zur  Erweiterung  des  Gültigkeits- 
bereiches ihrer  FundamentalformeLn.  Wie  wir  wissen,  hatte  Lagrange 
an  derselben  Figur,  die  schon  Fr.  Blake  benützte,  den  Cosinussatz 
abgeleitet,  und  ihm  war  Carnot  nachgefolgt,  der  diese  Figur  als  ein 
rechtwinkliges  Tetraeder  auffaßte  imd  so  durch  Spezialisierung  einer 
für  das  allgemeine  Tetraeder  gewonnenen  Formel  den  fraglichen  Satz 
erhielt.^)  Demgemäß  war  derselbe,  wie  auch  durch  alle  früheren  Ab- 
leitungen, nur  für  spitze  Winkel  gültig.  Daher  fühlte  Carl  Friedrich 
Gauß  {1111 — 1855 j,  der  sich  gelegentlich  auch  mit  elementaren  Fragen 
beschäftigte,  die  Notwendigkeit,  denselben  auf  Winkel  und  Seiten,  die 
den  Quadranten  übersteigen,  auszudehnen,  beschränkte  sich  aber, 
den  Forderungen  der  Praxis  entsprechend,  auf  Bögen  <  ISÜ". 
Die  Gelegenheit  hierzu  bot  ihm  die  von  seinem  Freunde  Heinrich 
Christian  Schumacher  (1781 — 1850)  besorgte  deutsche  Ausgabe 
von  Carnots  Geometrie  de  position*j,  die  er  mit  Noten  versah.  Eine 
solche  Note  führt  die  Überschrift:  „Entwickeiuug  der  Grundformeln  der 


1)  Vgl.  auch  li.  Güntsohe,  Zeitschr.  f.  math.  u.  uatiurvv.  Unterricht  XXXJH, 
1902, 176—183.  —  2)  Vgl.  z.  B.  Unferdinger  im  Archiv  füi- Mathem.  XXXm,  1859, 
429 — 432,  ebenso  Hoüel  in  Memoires  de  la  societe  de  Bordeaux  (2.  Serie)  V,  1877, 
195.  Dieser  will  auch  in  der  Schule  Goniometrie  und  Trigonometrie  als  einen 
Siiezialfall  der  analytischen  Geometrie  aufgefaßt  wissen.  —  Zahradnik,  Beitrag 
zur  Trigonometrie,  Archiv  für  Mathem.  LXII,  1878,  330  u.  s.  w.  —  3;  Geometrie 
de  pos.  Nr.  339—341.  —  4)  Geometrie  der  Stellung,  Altona,  2  Bde.  8°,  1807—10. 

V.  Braimmühl,  Geschichte  der  Trigonometrie.    II.  12 
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spliärisc-heu  Trigouometrie."')  Darin  unterscheidet  er,  um  die  Gültig- 
keit der  Formel  cos  a  =  cos  h  cos  c  -|-  sin  h  sin  c  cos  A  auszudehnen, 
folgende  Fälle:  1 )  h  und  c  >  90",  dann  ist  (Fig.  36)  im  Nebendreieck 
ABC,  BÄ'  =  180"  -  c  <  90"  und  CA'  =  180"  -  fc  <  90",  ^  A' =^  A, 
also  gilt  für  dieses  Dreieck  der  Cosinussatz,  der  sofort  wieder  in  die 
obige   Form    übergeht.     2)  h  >  90",    c  <  90";    hier    gilt   der   Satz  für 

ß-  das  Nebendreieck  BAC  und  wn-d 
cos  (180"  -  rt)  =  cos  c  cos  (180"  -  h) 
+  sin  c  sin  (180"  -  h)  cos  (180"  -  .4),  der 
ebenfalls  die  obige  Form  annimmt. 
3)  &  =  90",  A  =  90"  oder  c  =  90",  ^  =  90"; 
hier  ist  C  der  Pol  von  AB,  also  ist 
die  Formel  von  selbst  evident.  4)  h  =  90", 
^  ^  90";  für  c  =  90"  gut  das  Gleiche 
wie  in  3),  für  c  <  90"  wird  c  bis  zu 
^D  =  90"  verlängert  und  A  BDC  ge- 
bildet, dann  ist  A  der  Pol  von  CD,  also  aus  Dreieck  CBD  :  cos  a 
=  cos  (90"  —  (■)  cos  A  -\-  sin  (90"  —  c)  sin  A  cos  90",  oder  cos  a 
=  sin  c  cos  A,  was  sich  auch  aus  der  Hauptformel  für  h  =  90"  ergibt. 
Ist  endlich  c  >  90",  so  wird  AD  =  90"  von  AB  abgeschnitten  und 
Dreieck  BCD  vollendet,  das  dann  cos  a  =  cos  (c  —  90")  cos  A 
+  sin  (c  —  90")  sin  A  cos  90"  oder  co.s  a  =  sin  c  cos  A  liefert,  ebenfalls 
in  Übereinstimmung  mit  der  Hauptformel.  Da  die  Fälle  h  <  90"  oder 
b  >  90"  und  zugleich  c  =  90"  mit  diesen  wesentlich  identisch  sind, 
so  ist  damit  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Formel  bewiesen.  Gauß' 
Ableitung  der  übrigen  Hauptformebi  aus  der  Cosinusformel  unter- 
scheidet sich  etwas  von  jener  Lagranges,  ist  jedoch  weniger  natür- 
lich als  diese.  ^) 

An  jener  Stelle  der  „Theoria  motus"'),  an  welcher  Gauß  die  oft 
nach  ihm  benannten  Gleichungen  mitteilte,  machte  er  übrigens  die 
Bemerkung,  daß  es  viele  ausgezeichnete  Vorteile  gewähre,  die  Idee 
des  sphärischen  Dreiecks  in  der  größten  Allgemeinheit  aufzufassen, 
d.  h.  so,  daß  weder  Seiten  noch  Winkel  durch  irgend  welche 
Grenzen  beschränkt  werden;  zugleich  versprach  er  bei  einer 
andern  Gelegenheit  darauf  zurückzukommen,  was  jedoch  nie  geschehen 
ist;  seinen  Gedanken  näher  auszuführen,  blieb  andern  vorbehalten. 

Zwei  Jahre  nach  dem  Erscheinen  von  Carnots  Geometrie,  die  dem 
großen    Gauß    Anlaß    geboten    hatte,    die    allgemeine    Gültigkeit    der 

1)  A.  a.  0.  n,  373—376  oiler  Gauß'  Werke  W,  401.  —  2)  Ähnlich  wie 
Gauß  hatte  schon  Klügel  den  Gültigkeitsbereich  der  Fonneln  für  das  recht- 
winklige Dreieck  erweitert  i^siehe  S.  136).  —  3)  Theoria  motus  eoriiorum  coe- 
lestium,  1809,  Nr.  136. 
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trijfönoiiiclrischi'ii  Foriiielu,  wenitfstens  für  alle  in  der  Praxis  vor- 
kdiiiineiulcii  Drcieekc,  iiiiclizuweiseii,  erschien  ein  Aufsatz'j  von  dem 
Pisaner  Mathematiker  Pietro  Ferroni  (1744 — 1825),  in  welchem  er 
einerseits  das  ganze  Forinelsystem  der  el)enen  Trigonometrie  uns  jenem 
der  sphärischen  ableitete,  indem  er  das  schon  von  Mauduit  benützte 
Prinzip  des  Grenzübergangs  anwandte  und  schärfer  präzisierte -J  und 
andererseits  nachwies,  daß  die  Grundformeln  sämtlich  in  einer 
(Jleichung  von  der  Gestalt  cos  ^  + // sin  ^  + /«  =  ü  enthalten  sind. 
Nach  dem  Vorgänge  des  Franzosen  Goudin^j  (1734 — 1817)  zeigte 
er  dann,  daß  sich  diese  Formeln  an  einer  gewöhnlichen  Ellipse  ent- 
wickeln L'issen,  daß  mau  beim  Ubertranj);  derselben  in  den  Kreis  die- 
jeuigen  für  das  rechtwinklige  oder  für  das  Quackantendi-eieck  und 
beim  Übergang  iu  die  l'arabel  die  Gleichungen  für  gleichschenklige 
sphärische  Dreiecke  erhält,  während  eudlich  die  Interpretation  an  der 
Hyperbel  die  Formeln  der  hyperbolischen  Trigonometrie  liefert. 

Andere,  wie  Legendr e  iu  seiner  vielgelesenen  Trigonometrie,  die 
als  Anhang  zur  Geometrie  vielfach  aufgelegt  wurde,  Lacroix  in 
seinem  „Traite  de  trigonometrie"  1805  (deutsch  von  Ideler  1822)  und 
Delambre  in  der  Abhandlung  über  Trigonometrie  im  B.  I  der 
„Astronomie  theorique  et  pratique",  Paris  4",  1814  schlössen  sich  an 
Lagrange  an,  dessen  Ableitung  des  Sinussatzes  aus  der  Cosinusformel 
von  Gergonne  1812^)  etwas  umgestaltet  wurde.  Auf  eiue  Erweite- 
rimg des  (iültigkcitsbereiches  der  Formeln,  wie  sie  Klügel  und  Gauß 
geliefert  hatten,  nahmen  sie  jedoch  keine  Rücksicht. 

Von  einem  andern  Standpunkt  aus  geschah  die  Begi-ündimg  der 
Hauptfoi-meln  durch  Jakob  Sturm^)  (1803 — 1855)  und  Joseph 
Raabe")   (1801 — 1859),  welche  die  analytische   Geometrie    zu   Hufe 


1)  Paralleli  e  principio  unico  e  semplice  delle  tlue  trigonometrie.  Memorie 
della  Societa  Italiana  XU,  1805,  106 — 183.  Die  Schrift  enthält  sehr  viele  äußerst 
wertvolle  historische  Notizen.  —  2)  Er  leitete  nämlich  die  Hauptformeln  aus 
einem  Tetraeder  ab,  dessen  Spitze  im  Kugelmittelpunkt  liegt,  während  die 
Kauten  der  gegenüberliegenden  Fläche  die  Sehnen  des  sphärischen  Dreiecks  sind; 
rückt  dann  die  Spitze  ins  Unendliche,  so  geht  das  Tetraeder  in  ein  recht- 
winkliges Prisma  über  u.  s.  w.  Analytisch  genau  wurde  dieser  Grenzübergang 
allerdings  erst  viel  später  gemacht,  z.  B.  von  Gelin,  Mathesis,  1888,  VIII, 
Suppl.  IV.  —  Eine  sehr  vollständige  ZusammensteUimg  der  hierdurch  auseinander 
ableitbaren  Formeln  hat  P.  von  Schäwen  gegeben.  Zeitschrift  für  das  Keal- 
schulwesen,  Wien  1882,  VII,  394— 4U1,  4G'J — 478,  —  3)  Memoire  sur  les  usages 
de  TEllipse  dans  la  Trigonometrie  spherique,  Paris  1797,  4",  Cap.  II,  18.  — 
4)  Annales  de  Mathem.  III,  348 — 352.  —  5)  Recherches  analytiques  sur  les  poly- 
gones  rectilignes  planes  ou  gauches.  Annales  de  Mathäm.  XV,  1824/25,  309  S. 
—  (!)  Sphärische  Polvgonometrie.  Journal  für  Mathem.  II,  1827,  9 — 21.  Ge- 
naueres über  diesen  Aufsatz  weiter  unten  1     Den  Sinussatz  hatte  übrigens  schon 

12* 
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nahmeu.  Beide  zeigten,  daß  sich  die  drei  Hauptformeln  der  sphäri- 
sclien  Trigonometrie  durch  Spezialisierimg  der  Trausforiiuitiousformeln, 
welche  ein  rechtwinkliges  Ranmkoordinatensystem  in  ein  anderes 
gleichartiges  überführen,  erhalten  lassen.  Die  Allgemeingültigkeit  der 
Trausformationsformelu  gewährleistete  dann  auch  die  Gültigkeit  der 
ti'igonometrischeu  Formeln  für  beliebige  Dreiecke.  Den  einfachsten 
Weg  schlugen  sie  jedoch  hierbei  nicht  ein,  denselben  scheint  vielmehr 
erst  Louis  Puissant  fl7(i9 — 1843)  gefimden  zu  haben,  der  in  der 
dritten  Auflage  seines  „Traite  de  Geodesie",  Paris  4",  1842,  II,  65 — 6() 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Kugelpunktes  durch  räumliche 
Polarkoordinaten  ausdrückt,  „dem  Koordinatensystem  eine  Drehung 
um  eine  Ase  [x)  auferlegt  und  dann  durch  Einführung  der  Polar- 
koordiuaten  in  die  Transformationsformeln  x  =  a',  ij  =  y  cos  a  —  ^'sin  ra, 
z  =  z'  cos  a  -\-  y'  sin  a  aus  ihnen  direkt  die  Hauptgleichuugen  in  ihrer 
einfachsten  Gestalt  ei'hält".  V)  Daß  hierdurch  eine  allgemeine  Gültig- 
keit der  Formeln  begründet  ist,  hebt  er  allerdings  nicht  hervor,  wohl 
weil  er  nur  gelegentlich  der  Behandlung  einer  astronomischen  Frage 
zu  dieser  Ableitung  gelangt. 

Um  dieselbe  Zeit,  da  Sturm  und  Raabe  die  Koordinatentrans- 
formation entwickelten,  gab  Franz  Moth^)  (1802 — 1879),  Professor 
in  Wien,  von  anderem  Gesichtspunkt  ausgehend,  ebenfalls  eine  ana- 
lytisch-geometrische Ableitung  der  sphärischen  Trigonometrie.  Er 
stützte  sich  dabei  auf  algebraische  Relationen,  die  Lagrange  bereits 
im  Jahre  1773  aufgestellt  hatte  ^)  und  die  wir  heute  als  einfache 
Folgerungen  einiger  Determinantensätze  erhalten.  Indem  Moth  die 
von  Lagrange  aufgestellten  Relationen  weiter  entwickelte  —  er  leitete 
nicht  weniger  als  176  Gleichungssysteme  mit  mehr  als  700  Formeln 
ab  —   fand  er,  daß  gewisse  unter  ihnen,  passend  gedeutet,  nicht  nur 


Fran^ais  im  Journal  de  l'Ecole  Polyt.  VII,  1808,  189  aus  den  Transformations- 
tbrmeln  abgeleitet,  ohne  jedoch  die  übrigen  Formeln  zu  berücksichtigen. 

1)  Man  findet  Puissants  Ableitung  in  neueren  Kompendien  der  Trigono- 
metrie verwendet,  so  in  dem  Werke  von  Chauvenet:  Treatise  on  plane  and 
.spherical  Ti-igonometry,  und  Spherical  and  Practical  Astronomy  1, 28,  in  Brünno  ws 
„SphäriBche  Astronomie",  Berlin  1851,  8°  und  in  Hammers  „Lehrbuch  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie",  Stuttgart  1885,  8°,  2.  Aufl.  1897.  —  Eine 
Ableitung  der  Hauptsätze,  die  Matzka  1849  im  Archiv  für  Mathem.  XIII,  88 
gegeben  hat,  läuft  im  Grunde  auf  die  Puissants  hinaus,  obvsrohl  sie  etwas 
anders  eingekleidet  ist.  —  2)  Astronomische  Nachrichten  Nr.  13ü,  VI,  1828, 
217 — 220  und  vollständiger  in:  „Die  Lagrangeschen  Relationen  und  ihre  An- 
wendung zu  einer  neuen  Entwicklung  aller  Gleichungen  der  sphärischen  Trigono- 
metrie", Prag  1829  in  4".  —  3)  Solutions  analytiques  de  quelques  problemes 
sur  les  pjramides  triangulaires.  Nouv.  Memoires  de  l'Acad.  de  Berlin,  1773; 
Oeuvres,  ed.  Serret,  III,  661  ff. 
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die  triiiononictrisclit'u  ll;ni|)tfiiriii('ln  cr^ehfi),  somleni  eine  f^iiii/.o  Meii<(e 

bckiiuiiter  imd  neuer  Beziehuugea   erkenneu   ließen.     In  neuerer  Zeit, 

1875,    hat   F.  J.   Studniüka    (geb.  183(jj,    ein    Schüler    Moths,  die 

lietriM^htungeii    seines   Lehrers    wieder   aufgenommen    und,    indem    er 

crkiuiiite,  dali  dieselben  auf  die  Verwendung  von   heute  allgemein  be- 

kaunteu  l)eterminanteu.sätzeu  hinauslaufen,  eint;  direkte  Abk-iliiug  der 

ürundformeln   mit  Zugrundelegimg  einiger  solcher  Sätze  versucht.    Da 

wir    auf   Motlis    weitschweifige    Ableitung    uicht    eingehen    können, 

Studnickas  Darstellung   aber   von   demselben  Gedanken   ausgeht,  so 

wollen  wir  letztere  kurz  skizzieren. 

Haben    drei    Ebenen    1,  11,  III,    welche    sich    im    Anfangspunkt 

eines    rechtwinkligen  Koordinatensystems    schneiden,    die  Gleichungen 

«j.T  +  ß-n  +  y^z  =  0^  (/  =  1,  2,  3)    und    bilden    sie   die    Schnittkanten 

-B,.  C. 

1,  2,  3  mit  den  Gleichungen  V  =  -r  x,  z  =  —  x,  wobei  die  A^,  B^,  t\ 

I  «1  ßi  Vi 
die  Unterdeterminanten    der  Elemente    von    zt  =  '  a^ß^y^      sind ,    so 

I  «3  ßa  Yi 
kann  man  sich  leicht  die  Ausdrücke  für  die  Sinus  und  Cosinus  der 
Fliichenwinkel  {ii,  111),  (III,  I),  (_I,  11)  mul  der  Kautenwinkel  (2,  3), 
(3,  1),  (1,  2)  verschaffen.  Denkt  man  sich  hierauf  um  den  Ajifangs- 
punkt  als  Mittelpunkt  eine  Einheitskugel  gelegt,  so  entsteht  auf  der- 
selben ein  sphärisches  Dreieck  ABC  mit  den  Winkebi  (11,  III)  =  A, 
(in,  I)  =  180»  -  B^  (l,  II)  =  C  und  den  Seiten  (2,  3)  =  180«  -  a, 
(3,  1)  =  h,  (1,  2)  =  180»  -  c.  Führt  man  diese  Werte  in  die  er- 
wähnten Gleichungen  für  die  Neigungswinkel  ein  und  bezeichnet 
noch  A^  +  i';-  +  V-'  mit  M.^,  so  entstehen  folgende  Forme Isysteme: 
sin  A  =  M^,  sin  B  =  M^,  sin  C  =  il/g;  sin  a  =  „  , ,  ,  u.  s.  w.; 
cos  A  =  2^(«2«g),  —  cos  B  =  E[a^a^,  cos  C  =  S(u^a„)  und  —  cos  a 
=  -Jä^,    ,  cos  6  =  -j^jfji^,   -  cos  c  =  -;j-'j^,  wobei  die  Summen 

auf  die  drei  Buchstaben  «,  ß,  y,  beziehimgsweise  A,  B,  C  auszu- 
dehnen sind.  Diese  Formebi  liefern  unmittelbar  die  Fundamental- 
gleichimgen,  wenn  man  einige  bekannte  Determiuantensätze  inbetracht 
zieht.  So  erhält  man  z.  B.  sofort  aus  den  ersten  beiden  Gleichungs- 
sjstemen : 

J  =  sin  B  sin  C  sin  a  =  sin  C  sin  A  sin  h  =  sin  A  sin  B  sin  c 
und  hieraus  den  Sinussatz,  während  der  Cosinussatz  aus   der  aus  der 
Multiplikation  der  Determinanten  hervorgehenden  Gleichung 

M^M^  cos  a,  M^^ 


^'(cc,c<,  +  ß,ß,  +  y,y,)  = 


M^M^cosc,      31^31^  cos  b 
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entstellt,  wenn  man  den  obigen  Wert  von  /i ,  Z'!«, «g)  =  cos  C  und 
die  aus  dem  ersten  Gleicliungssystem  sieh  ergebenden  Werte  von  M- 
einführt  u.  s.  w. 

HeiTsehte  in  den  zuletzt  besprochenen  Abhandlungen  die  Tendenz 
vor,  die  lielcaunten  Hauiitfoi-melu  der  sphärischen  Trigonometrie  auf 
analytischem  Wege  allgemein  zu  begründen,  so  gab  es  auch  Gelehrte, 
welche  weder  die  analytische  Ableitung  für  die  richtige  hielten,  noch 
überhaupt  die  bisherigen  Fundanientalformebi  als  die  zur  Begiiindimg 
der  Trigonometi-ie  allein  zweckmüßigen  anerkennen  wollten.  So  fand 
Friedrich  Schmeißer,  daß  die  „langweiligen  und  gezwungenen" 
analytischen  Operationen  nur  zu  Sätzen  führen  (gemeint  sind  eben  die 
gewöhnlichen  HauptformeLn ) ,  welche  für  die  Rechnung  unpraktisch 
seien.  Deshalb  verschattte  er  sich  durch  eine  übrigens  sehr  kompli- 
zierte geometrische  Betrachtung  folgende  4  Fundamentalformeln:') 

sm  —  cos  —  sm  G  = 

cos  -—  sm  Y  sm  C  = 

a  &     .     „ 

cos  —  cos  —  sm.  V  ■■ 

sin  Y  sin  Y  sin  C  =  —  cos  —  cos  S  ^), 

wo  wir    —  — =/S    setzten,    und    außerdem    gingen    aus    seiner 

Figur  auch  die  4  Delambreschen  Gleichungen  hervor,  auf  die  wir 
noch  weiter  unten  zu  sprechen  kommen.  Da  sich  diese  8  Gleichungen 
aus  zwei  Figuren  ergaben,  von  denen  sich  die  eine  auf  Dreiecke  mit 
Seiten  und  Whikeln  unter  90",  die  andere  auf  solche  mit  Seiten  und 
Winkeln  >  90"  beziehen,  so  sind  diese  Formeln  damit  allgemein  be- 
wiesen. Die  ersten  4  dieser  Gleichungen  lassen  noch  vier  Polar- 
formebi  entstehen,  imd  somit  hat  man  ein  System  von  12  Funda- 
mentalgleichungen, die  durch  zyklische  Vertauschimg  36  Formeln 
liefern.  Aus  ihnen  erhält  man  dann  bloß  durch  Multiplikation  und 
Division,  sohin  „ohne  analytische  Umwege",  alle  Relationen  zwischen 
5  und  4  Dreiecksstücken,  welche  zur  Auflö.sung  der  Kugeldreiecke 
erfordert  werden  und  zur  sofortigen  logarithmischen  Behandlung  an- 
wendbar sind;  von  den  gewöhnlichen  Hauptsätzen  leitet  er  überhaupt 
nur  den  Sinussatz  aus  seinem  Formelsystem  ab. ') 


sin  Y  cos  {S  - 

-A), 

sin  Y  cos  (jS  - 

-B), 

cos  Y  cos  {S  - 

-c), 

1)  Journal  für  Math.  X,  1833,  129—153.  —  2)  Die  letzte  schon  bei 
Legendre,  Geometrie  Note  X.  —  3)  Schmeißerg  Hauptformeln  wurden  um- 
gekehrt aus  den  gewöhnlichen  Gleichungen  abgeleitet  von  Callete,  Nouv.  Ann. 
Yin,  435  ff. 
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Deu  iirigiuelk'ii  (xedaiikeii  Schuieißers,  ein  neues  System 
vüu  praktisch  verwendbaren  Fundaniuntali'ornieln  zu  schafien,  ver- 
folgte Karl  Anton  Bretschneider  (1.^08 — 1878)  weiter'),  hielt 
alx'r  die  analytische  Methode  für  die  passendere,  die  nur  in  der  rich- 
tigen Wi'ise  angewendet  werden  dürfe,  wenn  man  auf  natürlichem 
Wege  zu  deli  wichtigsten  Formeln  gelangen  wolle.  Zur  liegrün- 
duug  der  Trigonometrie  scheint  ihm  die  Koordiiiatenmetliode  am 
geeignetsten  zu  sein,  da  es  durch  sie  allein  gelingen  könne,  „Schärfe 
der  Darstellung  mit  der  nötigen  Allgemeinheit  zu  vereinigen".  Von 
ihr  ausgehend  gelangt  er  zur  allgemein  gültigen  Cosinusformel  und 
wendet  als  alleiniges  Prinzip  zur  weiteren  Formelbildung  die  kor- 
respondierende Addition  und  Subtraktion  an.  Sie  liefert  ihm 
zunächst  in    bekannter  Weise   die  llalbwinkelfoi-meln,   aus   denen   die 

Gleichung  sin  A  =  -■-'!''.         und  die  polare  Formel  sin  a  =    . — -^^^-p^ 
"  sin  ((  sni  c  '^  sin  B  sin  C 


(Z  bedeutet  ysin  s  sin  (s  —  a)  sin  (s  —  h)  sin  (s  —  c)  und  Z"  den  polaren 
Ausdruck  hierzu)"),  hervorgehen,  die  dann  leicht  den  Sinussatz  liefern; 

m  =    .         u.  s.  w.    nennt    er  (p.  9(1)    den   Modulus   des  Dreiecks. 
sm  a  ^' 

„Dieser  -Modulus  erscheint  in  deu  Relationen  der  sphärischen  Trigono- 
metrie sehr  häufig,  wenn  Funktionen  der  Winkel  durch  Funktionen 
der  Seiten  dividiert  werden,  und  vereinfacht  weitläufige  und  zu- 
sammengesetzte F'ormeln  oft  auf  eine  merkwürdige  Weise."  Aus  den 
Halbwinkelsätzen  ergeben  sich  dann  leicht  4  Formeln  von  der  Gestalt 

B  C 

cos  —  •  cos  -— 

-. =  ^ ,  wozu  das  Polardi-eieck  weitere  vier  liefert,  und 

A  sin  a ' 

siny 

aus    ihnen    gewinnt    man    durch    Addition    und    Subtraktion    die    De- 

lambrescheu    Gleichungen.^)      Diese    werden    jetzt    abermals    als    ein 

System    von    Grundformeln   angesehen,   da  sie    elegante  Beziehungen 

zwischen  deu  6  Stücken  eines  Dreiecks  bieten,  und    die  Methode  der 

korrespondierenden    Addition     und    Subtraktion    fördert    unmittelbar 

8  neue  Formeln  zutage,  welche  von  der  Form  sind: 

.     A  +  B  +  C—  180»    .     —  A  +  B  4-  G+  180"       .     A     . 
sm  — ■ 4 sin ■ :  sm  -^ 

=  sin  s  sin  (s  —  a)  :  cos  -  • 

Sie  geben,  wie  Bretschneider  sagt,  die  merkwürdigsten  und  elegan- 
testen Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie: 


1)  Journal  für  Mathematik  XIU,  1836,  88  ff.  —  21  Die  Abkürzung  s  führt 
er  übrigens  nicht  ein.  —  3)  Diese  Ableitung  hatte  schon  Buzengeiger  1818 
in  Lindenaus  Zeitschrift  füi-  Astronomie  YI,  316  gegeben. 
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s     .    s  —  a    .    s  —  b    .    i 
sin  — -  sm  — :r —  sin  — - —  sin 
.    ,   f  2  2  2 


und 


4  a  b  c 

cos    -  cos  -—  cos  -— 
2  2  2 


s         s  —  a        s  — b        i 

cos  —-  cos cos  — - —  cos 

,  £  2  2  2 

cos''  -r  = 


4  a  b  e  ' 

cos  — -  cos  -—  cos  -— 
2  2  2 

(s  =  Ä  +  B  -\-  C  —  180").' )  Ein  neues  System  von  Fundamentalfonueln 
ergibt  sich  durch  Multiplikation  je  zweier  Delambrescher  Gleicliungen, 
lind  abermalige  Anwendung  des  envähnten  Umformungsprinzipes  läßt 
weitere  Relationen  zwischen  den  sechs  Stücken  entstehen.  Übrigens 
gibt  Bretschneider  auch  für  das  ältere  „weniger  elegante"  Formel- 
system eine  neue  Ableitung.  Außerdem  hebt  er  ausdrücklich  hervor, 
und  darin  unterscheidet  er  sich  von  Schmeißer,  daß  seine  Systeme 
nur  eine  theoretische  Bedeutung  haben,  indem  sie  die  zwischen  den 
Winkel-  imd  Seitenfunktionen  eines  Dreiecks  stattfindenden  Relationen 
kennen  lehren,  während  für  praktische  Rechnungen  auch  nach  seiner 
Ansicht  die  älteren  Formeln  größtenteils  brauchbarer  sind. 

Im  Gegensatz  zu  Bretschneiders  analytischem  Standpunkt  be- 
vorzugten Karl  Friedrich  Schulz^)  (1828)  und  nach  ihm  Christoph 
Gudermann^)  (1835)  den  rein  geometrischen,  indem  sie  eine  geo- 
metrische Sphärik  schufen.  Der  letztere  betrachtete  die  Berech- 
nimg der  rechtwinkligen  imd  schiefwinkligen  sphärischen  Dreiecke 
gesondert,  indem  er  die  Formeln  hierzu  einzeln  aus  dem  Trieder  ab- 
leitete. „Diese  Methode",  sagte  er,  „ist  die  der  Alten.,  ihre  Vernach- 
lässigung rächt  sich,  ihre  Förderung  ist  preiswürdig";  weiter  aber  als 
die  Alten  ging  er,  indem  er  die  Gültigkeit  der  Formeln  durch  ähn- 
liche Betrachtungen,  wie  sie  Gauß  angestellt  hatte,  auf  Dreiecke, 
deren  Elemente  90"  übersteigen,  ausdehnte.  Auf  die  zahlreichen  Re- 
sultate des  Buches  werden  wir  weiter  unten  noch  zurückkommen. 

Geringe  Kenntnis  der  vorhandenen  Literatur,  namentlich  der 
älteren,  war  bei  den  Mathematikern  der  ersten  Hälfte  des  19.  Jahr- 
hunderts an  der  Tagesordnung;  daher  kam  es,  daß  immer  wieder 
Ableitungen,  namentlich  des  Cosinussatzes,  publiziert  wurden,  die  sich 
mehr  oder  weniger  mit  schon  vorhandenen  deckten,  höchstens  waren 
sie  etwas  allgemeiner  gefaßt.     So  erschien  18-14   eine  Ableitung   des- 


1)  Dieselben  fanden  wir  schon  bei  Lexell  (S.  137).  —  2)  Die  Spbärik 
oder  die  Geometrie  der  Kugelfläche,  Leipzig  1828,  8".  —  3)  Lehrbuch  der  nie- 
deren Sphärik,  Münster  1835,  8". 
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selben  von  C.  T.  Anger'j  iiiul  18(31  eine  solche  von  E.  Schreder'), 
welche  sich  wenig  von  jener  Lagranges  unterscheiden,  Matzka  gab 
1H49  eine  Ableitung")  der  Hauptformeln  aus  einer  Figur,  deren  sicli 
schon  Ferroni  bedient  hatte,  wenn  auch  der  erstere  durch  Benützung 
des  Projektionssatzes  für  einen  gebrochenen  Linienzug  seiner  Dar- 
stellung ein  allgemeineres  Gepräge  zu  geben  verstand.  Derselben 
Methode  bediente . sich  auch  DuhameP)  in  seinen  Vorlesungen,  und 
Frankes  Ableitung  (1''<B1)^)  stellt  sich  ebenfalls  unmittelbar  neben 
jene  Matzkas.  Grunert  leitete  isr)!*)  aus  dem  rec^htwiukligen  Drei- 
kant die  Formeln  sin  b  =  sin  a  sin  J5,  cos  B  =  cos  b  sin  c ,  cos  a 
=  cos  b  cos  c  und  aus  diesen  alles  Übrige  durch  Hechnung  ab,  ein 
Verfahren,  das  unter  andern  auch  Schlö milch  (1S2;3  — l!K)l)  in  seiner 
bekiiunten  „Geometrie  des  Maßes"')  1849  einschlug.  ISöl  veröffent- 
lichte Giusto  Bellavitis  (1803 — 1880)*)  eine  graphische  Ableitung 
der  sphärischen  Hauptformeln,  die  Christian  Wiener  (1826 — IHW) 
in  sein  Lehrbuch  der  darstellenden  (icometrie  (1884 — 18^7)  I,  p.  113 
aufnahm,  und  J.  J.  Hemming  schloß  eine  ebensolche  1872")  an  eine 
von  Fiedler  (geb.  1832)  1863^")  gegebene  geometrische  Konstruktion 
der  dreiseitigen  Körperecke  an.  Auch  Grunert  gab  1855'')  eine 
Ableitung  des  Cosinussatzes  aus  dem  Triedernetz,  ähnlich  jener  Oppels, 
und  0.  Werner  veröffentlichte  in  demselben  Jatre  eine  sehr  ge- 
künstelte Ableitung  der  Formeln  des  sphärischen  Dreiecks  aus  einem 
ebenen,  das  in  einem  bestimmten  Zusammenhang  mit  dem  sphä- 
rischen steht. 

Die  stereographische  Projektion  wai-,  wie  wir  wissen,  früher 
schon  vielfach  zur  Auflösung  sphärischer  Dreiecke  benützt  worden, 
doch  scheint  eine  systematische  Ableitimg  aller  Hauptformeln  erst 
Paul  Serret  1855  gegeben  zu  haben.'-)  Dieselbe  zeichnet  sich  durch 
große  Einfachheit  und  Eleganz  aus  und  schließt  auch  die  kompli- 
zierteren Formeln   wie    die  Delambreschen   imd  Neperschen    in  sich. 


1)  Archiv  für  Mathem.  V,  7'J.  —  2)  Ebenda  XXXVn,  438—442.  —  3)  Ebenda 
XIH,  92—95.  —  4)  Veröffentlicht  von  Lemonnier  in  Nouv.  Ann.  IV,  1845,  606. 
—  5)  Archiv  für  Mathem.  XVII,  1851,  309—312.  —  6)  Archiv  für  Mathem.  XVI, 
1851,  194  und  XVII,  1851,  259.  Grunerts  Methode  hat  Wiegand  zu  einer 
systematischen  DarsteUuug  verarbeitet:  Grundzüge  der  sphärischen  Trigonometrie, 
Halle  1853.  Ebenso  Gent:  Programm  der  Ritterakademie  zu  Liegnitz  1853.  — 
7)  2.  Tl.  154 — 155.  —  8)  Lezioni  di  Geometria  descrittiva,  Padova  1851,  43.  — 
9)  Zeitschr.  für  Math,  und  Phys.  XVII,  159.  —  10)  Ebenda  Vm,  428.  —  11)  Archiv 
für  Mathem.  XXV,  1855,  225 — 226.  Daran  anschließend  gab  Unferdinger 
ebenda  in  Bnd.  XXVI,  1856,  436 — 442  eine  Ableitung  der  Halbwinkelformeln.  — 
12)  Des  methodes  en  Geometrie,  Paris  1855,  8°,  Kap.  25,  auch  mitgeteilt  von 
Grunert    im  Archiv  für  Mathem.  XXXIX,  1862,  318—332. 
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Die  wichtigsten  Ai-beiten  aber  inbezug  auf  die  Begründung  der 
sphärischen  Trigonometrie,  welche  zugleich  die  Bedeutung  ihrer  Formebi 
für  Winkel  und  Seiten  kleiner  als  2jt  zu  voller  Allgemeinheit 
erhoben,  gehöi-en  dem  uns  schon  bekannten  Möbius  au.  Schon  184() 
veröffentlichte  derselbe  eine  Abhandlung  „Über  eine  neue  Behandluugs- 
weise  der  analytischen  Sphärik"'),  worin  er  die  in  seinem  baryzen- 
trischen  Kalkül  eingeführte  Methode  zur  Ableitung  der  sphärischen 
Hauptformeln  anwandte.  Sein  Verfahren  beruht  auf  folgendem  äußerst 
allgemeinen  Satze:  ,,Sind  drei  in  einem  Hauptkreis  liegende  Punkte 
A,  B,  P  gegeben,  von  denen  keiner  mit  dem  andern  identisch  oder 
dessen  Gegenpunkt  ist,  so  lassen  sich  drei  in  solchen  Verhältnissen 
zu  einander  stehende  Zahlen  «,  h,  p  fiuden,  daß  für  jeden  Ort  eines 
vierten  Punktes  V  der  Kugeltläche  stets  a  cos  (VA) -\-h  cos  {VB) 
=  |)  cos  (FPj  ist."  „Ferner  sind  dann  die  nur  auf  eine  Weise  be- 
stimmbaren Verhältnisse  a  :  h  :  p  den  Verhältnissen  zwischen  den  Seiten 
eines  Dreiecks  FGH  gleich,  dessen  Winkel  von  den  zwischen 
A,  B,  P  begriifenen  Bögen  gemessen  werden,  also  muß  sein: 
a  :  6  :  j3  =  sin  PB  :  sin^P  :  sin  AB,  imd  somit  besteht  die  Gleichung:^) 
sin  (PB)  cos  (VA)  +  sin  {AP)  cos  (VB)  =  sin  (AB)  cos  [VP)", 

für  die  mit  Weglassung  von 
cos  V  symbolisch  geschrieben 
wird:  smPB- A  +  sin  AP- B 
=  sin  AB-  P.  — Für  vl5=  90« 
wird  dann  speziell  P=  sin  PB-  A 
+  sin  AP- B. 

Nun  konstruiert  Möbius 
folgende  Figur  auf  der  Kugel- 
fläche bestehend  aus  lauter 
gi-ößten  Kreisen:  cc,  ß,  y  seien 
bezüglich  die  Hauptkreise  durch 
die  Punkte  B  und  C,  C  und 
A ,  A  und  B;  die  positive  Zäh- 
lunssrichtung  dieser  drei  Kreise 
werde  willkürlich  bestimmt 
(Pfeilrichtung  in  Fig.  37),  dann 
in   y    arc  BL  =  90",    legt    durch 

1)  Abhandl,  der  sächs.  Gesellsch.  der  Wiss.  in  Leipzig  1846,  45 — 86; 
Werke  von  Möbius  ü,  1—69.  —  2)  Diese  Gleichung  findet  sich,  wenn  auch 
nicht  in  solcher  Allgemeinheit,  bereits  bei  Carnot,  Geometrie  de  position 
Nr.  344,  404.  —  Schulz  hat  sie  dann  in  seiner  Sphärik  11,  49  etwas  verallge- 
meinert, und  Möbius  teilte  sie  in  obiger  Form  schon  1839  in  einer  Vorlesung 
mit  (Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  n.  Aufl.  II,  333,  Anmerk.j.  Kein  geo- 
metrisch begründet  hat  sie  Baltzer  a.  a.  0. 


Fig.  37 


nimmt    man 


in    «    arc  BK  =  90", 
der    sächs.   Gesellsch. 
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K  nad  L  einen  Hauptkreis,  bestimmt  willkürlich  dessen  positive 
Uichtuug  und  macht  7v/lj  =  L(\  =  00",  dann  sind  A^  und  (\  Pole 
von  «  und  y,  und  zwar  gleicluiamige,  d.  h.  auf  derselben  Seite 
(rechts  oder  links)  für  einen  in  positiver  Richtung  den  Haupt- 
kreis durchlaufenden  Beobachter  gelegen.')  Macht  man  dann  in 
tt  arc  CM  =  90»,  in  /j  arc  (' N  =^  90°  und  verbindet  .1/  mit  A' 
durch  einen  Hauptkreis,  so  wird  dieser  die  Pole  von  «,  deren  einer 
A^  ist,  und  von  ß  enthalten.  Man  bestimme  die  positive  Richtung 
von  MN  so,  daß  MA^  =  90"  (nicht  =  2700)  ist,  und  nehme  N B^  =  90», 
so  sind  A^  und  2?j  gleichnamige  Pole  von  «  und  ß,  also  A^,  B^,  (\ 
gleichnamige  Pole  von  k,  ß,  y,  und  somit  auch  A,  B,  (J  die  Pole 
von  «, ,  auf  welchem  B^(\,  von  ß^,  auf  welchem  A^(_\,  und  von  y, , 
auf  dem  A^B^  liegt.  Die  AVahl  der  positiven  Richtung  von  a,  ß,  y,  /3, 
war  also  willkürlich,  wälirend  die  der  andern  Kreise  so  festgesetzt 
wurde,  daß  die  drei  Punkte  je  eines  der  beiden  Systeme  A,  B,  (' 
und  ^1,  2?j,  C\  gleichnamige  Pole  der  drei  Kreise  des  andern 
Systems  sind. 

Der  oben  mitgeteilte  Satz  gibt  nun  die  Relationen  zwischen  den 
fi  Bögen  BC  =a,CA  =  h,  AB  =  c,  B^ C\=a^,  C\A^  =  6i,  ^ji^^  =  c^ . 
Da  nämlich  BL  =  CN  =  KA^  =  MA^  =  90»  ist,  und  in  diesen  4  Bögen 
resp.  die  Punkte  A,  J.,,  L,  N  liegen,  so  erhält  man: 

A  =  cos  BA-  B+  sinBA-  L,     A  =  cos  CA-  C  +  sin  CA  ■  N 
und 

L  =  cos  KL-  K+  sin  KL  -  Ai,    iV  =  cos  MN  -  M  +  sin  MN  ■  A^. 
Es  ist  aber     BA  =  360»  -  (■,       CA  =  h,     KL  =  A^  C^  =  360»  -  b^ , 
MN  =  A^B,  =  c^. 

Vergleicht  man  die  beiden  Gleichungen  für  ^4,  nachdem  man  diese 
Werte  eingeführt  hat,  und   setzt   dann   die  Werte   von  L   und  N  aus 
den  letzten  zwei  Formeln    ein,    so    erhält  man  folgende  Grundformel, 
aus  der  sich  die  gesuchten  Relationen  mit  Leichtigkeit  ergeben: 
cos  c  ■  B  —  cos  b  -  C  =  sin  c  cos  b^  ■  K  -]-  sin  b  cos  q  ■  31 
+  (sin  b  sin  Cj  —  sin  c  sin  b^)  -  A^ . 
Da  nämlich  B,  C,  K,  31  in  einem  Hauptkreis  liegen,  ^4i  aber  nicht, 
so     muß     sein    Koeffizient    verschwinden ,     woraus     (I)     sin  b  sin  Cj 
=  sine  sin  \  folgt.    Die  übrigbleibende  Relation  gibt,  für  das  implizite 
in   ihr   enthaltene   T^  einmal  B,  dann  Ä'  gesetzt    (wegen   BK  =  90»), 
die    zwei    Gleichungen    cos  c  —  cos  b  cos  a  =  —  sin  b  sin  a  cos  Cj    und 


li  Die  Notwendigkeit,  „gleichliegende"  Pole  zu  wählen,  betoute  schon 
Ganß  in  den  Disquisitiones  gen  circa  superficies  curvas  1827,  2,  VI,  Werke 
IV,  221. 
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(11)  —  cos  h  sin  a  =  sin  c  cos  b^  +  sin  b  cos  <\  cos  a,  oder  wenn  man  hier 
statt  sin  c  seinen  Wert  aus  (Ij  einführt:  —  sin  a  ctg  b  =  sin  c^  ctg  b^ 
+  cos  Cj  cos  a  (III),  und  da  es  noch  gestattet  ist  n,  b,  c  mit  a,,  &,,  c, 
zu  vertauschen,  so  folgt  aus  (II)  weiter  cos  q  —  cos  ?;,  cos  it^ 
=  —  sin  &j  cos  f  sin  «j  (lY).  «,,  b^,  Cj  sind  aber  gleich  den  nach 
einerlei  Seite  gezählten  Winkeln  (ßy),  (ya),  (aß),  wodurch  das 
System  A^,  B^,  C\  ganz  außer  acht  bleibt.  Führt  mau  nun  noch 
einen  Drehiuigssinn  derart  ein,  daß  der  Winkel  zweier  Bögen  der 
Winkel  zwischen  ihren  positiven  Richtungen  vom  Schnittpunkte  ge- 
rechnet ist^),  so  folgt:  Ui  +  Ä  =  180"  u.  s.  w.,  und  die  obigen  vier 
Gleichungen  gehen  leicht  in  die  bekannten  Formeln  über.  „Hiermit 
sind  dann  diese  Gleichlingen  in  völliger  Allgemeinheit  und  damit  auch 
für  den  Fall  als  richtig  nachgewiesen,  wenn  die  Bögen  oder  Winkel 
zwischen  180«  und  360«  fallende  Werte  haben." 

Möbius'  Beweis  stützte  sich  auf  den  angeführten  Satz,  dessen 
allgemeine  Richtigkeit  sich  ihm  aus  einem  dem  baryzentrischen  Kalkül 
ähnlichen  Algorithmus  ergeben  hatte.  Es  mußte  aber  natürlich  auch 
eine  rein  elementare  Begründung  der  Hauptformeln  in  derselben 
Allgemeinheit  möglich  sein,  und  diese  hat  Möbius  in  einer  zweiten 
Abhandlung  aus  dem  Jahre  1860  geleistet  ^J  und  damit  eigentlich  erst 
den  Untersuchungen  über  den  Gültigkeitsbereich  der  tri- 
gonometri.schen  Formeln  für  einen  genügend  allgemeinen 
Begriff  des  sphärischen  Dreiecks  den  wünschenswerten  Ab- 
schluß gebracht. 

Legt  man  den  Winkeln  und  Seiten  emes  solchen  Dreiecks  keine 
weitere  Beschränkung  auf,  so  hat  nach  Möbius  jede  Aufgabe  der 
sphärischen  Trigonometrie  an  sich  zwei  Lösungen;  z.  B.  wenn  a,  h,  C 
gegeben  ist,  so  kann  c  und  360«  —  c  genommen  werden.  Um  diese 
Fälle  zu  ti-ennen,  führt  er  wie  früher  sowohl  einen  Zählungssiun 
für  die  Bögen,  als  einen  Drehungssinn  für  die  Winkel  ein,  indem 
er  beides  auf  das  genaueste  präzisiert.  Dann  stellt  er  folgenden  ganz 
allgemeinen  Satz  auf:  „Hat  man  drei  Gerade  a,  ß,  y  im  Räume,  die 
sich  in  0  schneiden,  und  ist  Ebene  [ßy)  senkrecht  Ebene  (ya),  ist 
ferner  G  ein  beliebiger  Punkt  in  ß,  F  die  rechtwinklige  Projektion 
von  G  auf  «  und  H  die  auf  y,  so  ist  mit  Berücksichtigung  der 
Zeichen,  welche  den  Abschnitten  OF  und  OG  zufolge  den  Rich- 
tungen von  u  und  ß  zukommen,  das  Verhältnis  OF:  0G=  cos  (aß) 
=  cos  (/3«),  weil  mit  Änderung  des  Sinnes  der  Drehung  das  Verhältnis 
der  Abschnitte    sich   nicht   ändert.     Fei*ner    ist    OF :  OH  =  cos  (uy), 

1)  Gauß  a.  a.  0.  2,  VI,  Opera  IV,  221.  —  2)  Entwicklung  der  Grund- 
formeln der  sphärischen  Ti-isonometrie  in  größtmöglicher  Allgemeinheit.  Leipziger 
Berichte  1860,  XII,  51—64;  Werke  11,  73—88.  — 


l)if  Triguuoim-trie  im   10.  Jalirliunclcrt. 
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OH:  OG  =  cos  (j'/?),  mithin  cos  (uy)  ■  cos  (yß)  =  cos  (aß).'^  Wird 
nun  eine  iim  l)  nls  Mitteli)iinkt  beschricljone  KiigelHäche  von  u,  ß,  y 
(diese  iu  positiver  Richtung  gezählt)  iu  A,  li,  ('  getroffeu,  dann  ist 
cos  A B  —  cos  (« j3),  cos  A  C  =  cos  (uy),  cos  CB  =  cos  (ß y),  also 
cos  AC  ■  cos  CB  =  cos  AB.  Aus  dieser  Hauptgleichuug  werden  jetzt 
sämtliche  (i  Formeln  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  mittelst 
der  alten  Methode  der  Ergänzimg  zum  Quadranten  abgeleitet  und  aus 
ihnen  der  Sinus-  und  Cositmssatz  für  schiefwinklige  Dreiecke.  M  Hier- 
auf folgt  die  Einführung  des  Polardreiecks,  d.  h.  des  Sj'stems  der  drei 
Pole  ähnlich  wie  in  der  ersten  AbhaniUuug  von  Möbius,  und  mit 
Hilfe  desselben  findet  er  den  Cosinussatz  für  die  Winkel  und  dann 
die  Cotangentenformel  durch  Ilechnunji. 

Nun  werden  diese  für  ein  System  von  drei  Punkten  und  die  sie 
verbindenden  Bögen  bestehenden  allgemeinen  Formeln  für  den  Fall 
eines  eigentlichen  sphärischen  Dreiecks  benützt.  Die  Bestimmung  des 
llichtungssinnes  eines  Hauptkreisbogens  wird  hier  dadurch  vertreten, 
daß  man  angibt,  welcher  von  den  beiden  diircli  die  Pimkte  B  und  (' 
bestimmten  Bögen  in  Betracht  gezogen  werden 
soll.  Wird  z.  B.  die  Peripherie  des  Dreiecks 
in  der  Pfeilrichtung  in  Fig.  38  durchlaufen, 
so  ist  CB  =  a,  AC  =  b,  BA  =  c,  nicht  etwa 
360"  — BC  =  (I  u.  s.  w.zu  setzen.  Um  den  Sinn 
der  Winkel  festzulegen ,  durcho-ehe  man 
diese  Peripherie  auf  der  äußeren  Kugelseite,  nenne  die  Seite  jedes  der 
drei  Bögen,  welche  hierbei  zur  Rechten  (Linken)  bleibt,  die  innere 
(äußere)  und  verstehe  unter  dem  innern  (äußern)  Winkel  bei  A  den- 
jenigen, innerhalb  dessen  die  innern  (äußern)  Seiten  seiner  zwei 
Schenkel  AB  und  AC  fallen;  gleichnamige  Winkel  sind  dann  die 
drei  innern  oder  die  drei  äußern.-)  Unter  diesen  Voraussetzungen 
gelten  jene  Hauptformelu  für  alle  Dreiecke  mit  Seiten  und 
Winkeln  zwischen  (>"  und  HüH". 

Möbius'  Verallgemeinerung  beruhte  auf  der  Einführung  und 
konsequenten  Festhaltung  des  schon  von  Oauß  als  notwendig  er- 
kannten Richtungs-  imd  Drehungssinnes.     Desselben  Mittels   bediente 


1)  Etwas  einfacher  in  der  Ausdrucksweise ,  aber  sonst  ganz  gleich  ist 
Baltzers  Darstellung:  Elemente  II,  314.  — 
2}  Durchläuft  man  z.  B,  die  Peripherie 
des  Dreiecks  ABC  iu  Fig.  39  in  der  punk- 
tierten Linie,  und  ist  4JS>  180»,  J.C>180'', 
B  C  <  180°,  dann  ist  <  A  hohl,  <  B  und 
■^  C  sind  erhaben  und  diese  drei  Winkel 
sind  gleichnamig.  Fig.  39. 
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sieh    erheblicli    später,    1870,    Otto  Stolz   (geb.  1842),  Professor  der 

Mathematik    in   Innsbruck,    um    eine    exakte   Ableitung    der    ti-igono- 

metrischen  Formehi  aus  der  analytischen  Geometrie  zu  erzielen. M 

Zu    diesem    Zwecke    orientierte    er    das   zugrundegelegte   rechtvvinkige 

Koordinatensystem  genau,  führte  eiueu  positiven  Drehuugs-  und  llicli- 

tungssinn  ein,  definierte  den  Wmkel  zweier  Ebenen  durch  den  Winkel 

der   positiven  Normalen    zu    ihnen    und    bestimmte    dann   die  Cosinus 

■^     -^     ^         . 
der  Neigungswinkel,  ah,  he,  ca  dreier  vom  Koordinateniinfangspunkt 

0  ausgehender  positiver  Richtungen  a,  h,  c  durch  die  Neigimgscosinus 
dieser  Richtungen.  Desgleichen  wurden  die  Cosinus  der  AVinkel  der 
drei  Ebenen  Oab,  Ohr,  Ocn  durch  die  Neigungscosinus  ihrer  Nor- 
malen  y,  ci,  ß   dargestellt.     Die   Elimination    dieser   Hilfsgrößen   gab 


.-^ 


-^  y^ 


^^ 


cos  ah,  cos  ca 


dann  die  Formel  (I)  cos  ya  sin  ab  sxabc  =  \  '  ^  j    und  die 

1      ,   cos  h c  I 
beiden   hieraus    durch    zyklische   Vertauschung   hervorgehenden.     Aus 

diesen  Formeln  erhält  man  weiter    (II)    sin  ca  sin  ab  sia  ßy  =  6  y  P , 


±1,    P  = 


1,  cos  ah,   cos  ca 
cos  ab,  1,   cos  hc 


/^ 


^^ 


(Zur  Bestimmung   von   a   wird 


cos  ca,  cos  hc,    1 

eine  Regel  angegeben.)     Eine  Kugel   mit   dem  Radius  1    um   0  wird 
von  den  Richtungen  a,  b,  c  in  Ä,  B,  C  getroffen,  und  es  ist  bc  =  BC, 

ca  =  CA,  ah  =  AB,  jeder  Bogen  von  dem  zuerst  geschriebenen  Eck- 
punkte   des    Dreiecks    in    positiver    Richtung    gezählt-^   werden    diese 

x^     x^     ^ 
Richtungen  mit  a,  b,  c  bezeichnet,  so  findet  man  ßy,  ya,  aß  bezüg- 

^^     /\     ^ 
lieh  gleich  bc,   ca,   ah,    wenn    diese    Winkel   an    der   Außenseite    der 

Kugel  im  positiven  Drehungssinne  abgelesen  werden. 

Aus  der  vollständigen  Symmetrie  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(II)  inbezug  auf  die  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  folgt  dann  nach 
Einführung  der  obigen  Seiten  und  Wiukel: 

/N  ^^  /^ 

sinBc  sin  CO  sin  ab    ayP 


sin  SC         sin  CA        sin  AH        sin  BC  sin  CA  sin  AB^ 

und  ferner  geht  (I)   über  in    sin  ^i?  sin  i'C  sin  ca  =  cos  yli)' cos  i?6' 
—  cos  CA  (und  ihre  zyklisch  verwandten  Gleichungen).    Damit")  sind 


1)  Zeitschrift  für  Mathem.  und  Pliys.  XVI,  1871,  168—178.  —  2)  Sollen  die 
Formeln  die  gebräuchliche  Gestalt  annehmen,  so  hat  man  noch  BC  =  a,  CA^b, 


/\ 


y^ 


AB  =  c,  bc  =  180"  +  A,   CO  =  180"  A-  B,   ob  =  180"  -f  C  zu  setzen,   indem 
man  Möbius'  oben  angeführte  Regel  beachtet. 
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ilic  heiilen  Fuiuliimentallbriiielii  in  vollster  Allgomcinlieit  gewonnen, 
und  die  übrigen  lassen  sicli  aus  ihnen  durch  algebraische  Opera- 
tionen ableiten,  was  noch  gezeigt  wird. 

Von  einem  andern  Gesichts|)unkt('  ausgelicnd  bat  in  der  neuesten 
Zeit  (^1SS)5)  der  Italiener  J.  Angelitti  die  allgemeine  Begründung  der 
trigonometrischen  Formeln  versucht,  indem  er  an  jene  von  uns  S.  178 
teilweise  mitgeteilte  Bemerkung  von  Gauß  anknüpfte,  die  jener  mit  den 
Worten  schloß,  man  könne  auch  durch  eine  Aufzählung  aller  Einzel- 
fälle, also  durch  eine  Art  Induktion,  zu  dem  gewünschten  Resultat 
gelangen.  Angelitti  nimmt  diese  erschöpfende  Abzahlung  vor,  in- 
dem er  die  sphärischen  Dreiecke  in  8  Klassen  einteilt,  deren  eine 
Hälfte  die  Dreiecke  mit  aufgelöstem  Perimeter,  die  andere  die 
Dreiecke  mit  verflochtenem  Umfang  enthält.  Im  er.sten  Falle 
unterscheidet  er  Dreiecke,  deren  Seiten  und  Winkel  <  :r  sind,  ferner 
Dreiecke,  welche  nur  Seiten  <  jt  haben,  Dreiecke  mit  zwei  Seiten 
und  dem  eingeschlossenen  Winkel  <  jt  und  endlich  solche,  bei  denen 
zwei  Seiten  <  n,  der  eingeschlossene  Winkel  aber  >  jr  ist.  Die  zweite 
Hälfte  bilden  die  Dreiecke  mit  zwei  Seiten  >  jr  und  dem  ein- 
geschlossenen Winkel  <  n,  ferner  jene  mit  2  Seiten  und  dem  Zwischen- 
winkel >  31,  dann  jene,  in  welchen  die  Seiten  >  x  und  die  Winkel 
<  n  sind,  und  endlich  die  Dreiecke  mit  Seiten  und  Winkeln  >  ;r. 
Auf  alle  diese  FäUe  werden  die  Hauptformeln  der  Trigonometrie  aus- 
gedehnt, und  zum  Schlüsse  wird  die  Verwendbarkeit  der  so  ge- 
wonnenen allgemein  gültigen  Gleichungen  an  einer  Aufgabe  der 
„Theoria  motus"  nachgewiesen.') 

Auch  vom  Standjjunkte  der  Invarianteutheorie  wurde  eine 
Ableitung  der  sphärischen  Hauptformeln  versucht,  die  ein  allgemeines 
Interesse  beanspruchen  darf.  Kyparissos  Stephanos,  Professor  in 
Athen  (geb.  1857),  schlug  hierbei  folgenden  Weg  ein.-)  Ausgehend 
von  der  Auffassung,  daß  man  einerseits  die  metrischen  Bezieluingen 
der  Figuren  als  projektivische  Eigenschaften  derselben  inbezug  auf 
den  unendlich  fernen  imaginären  Kngelkreis  ansehen  kann,  während 
andererseits  die  Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  die 
Relationen  zwischen  den  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  und  -seines 
Polardreiecks  hinauskommen,  kann  man  das  Problem  der  Kugel- 
trigonometrie auf  die  Bestimmung  der  Relationen  zwischen  den  au- 
harmonischen  Verhältnissen  zurückführen,  die  durch  einen  Kegel- 
schnitt auf  den  Seiten  zweier  Dreiecke  bestimmt  werden,   von  denen 


1)  Vgl.  das  Referat  über  die  in  den  Atti  dell'  Accademia  Pontoniana  1895 
erschienene  Abhandlung  Angelittis  in  der  Portschritten  der  Mathematik  XXVI, 
Ö81— 582.  —  2)  Bull,  de  la  Societe  Mathem.  de  France  1882,  X,  134—137. 
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das  eine  reziprok  polar  zu  dem  andern  ist  Sind  nun  a,  ß,  y  die 
Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  und  A,  ^,  v  die  seines  Polardreiecks, 
und  treffen  die  Ebenen  durch  den  Kugelmittelpunkt  und  diese  Seiten 
die  unendlich  ferne  Ebene  bezüglich  in  a,  h,  c;  l,  m,  n,  während 
der  imaginäre  Kugelkreis  die  Seiten  der  Dreiecke  ahc,  Imn  resj)ektive 
in  den  Punktepaaren  a^  =  «o^'i^  +  2a-yX^x^  -\-  a^x^^,  bj',  c/  und  in 
h''  *"J>  ''^x  schneidet,  so  entsprechen  die  Fundamentalformeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  den  Relationen,  welche  die  simultanen  In- 
varianten des  Systems  der  drei  binären  Formen  a^,  h^,  cj  mit  dem 
kovarianten  System  IJ  =  (bc)  h^c^  =  (b^c^  —  b^c^  x^^  +  (öpC,  —  K^c^) x^ x^ 
+  [b^Cc,  —  ^JjCj)  x^-,  ni^^  =  (ca)  c^a^,  n/  =  (ab)  ajj^  verbinden.  Die 
Invarianten  des  ersten  Systems  sind  aber  in  der  bekannten  symbo- 
lischen Bezeichnungsweise  von  Clebsch  Djj  =  (aa')",  D^^  =  (bb')-, 
D.yi  =-  [cc'f,  D^^  =  {bcf,  I)^^  =  (ca)-,  D.^^  =  (aby'  und  B=  Z+a^b^c^-^ 
bezeichnet  man  die  entsprechenden  Invarianten  des  zweiten  Systems 
mit  d^^,  r,  so  liefert  der  angeführte  Zusammenhang  beider  Systeme 
unmittelbar  Relationen  zwischen  den  D^,.  und  den  d^^  (r  =  B,'),  und 
wenn     man     in     diese     endlich     die     Werte     cos  a  =  D.2^  :  yD^^  -^33  > 

cos  /3  =  D31  :  /Djg  Dil,  cos  y  =  Z»i2 :  VAi  A2;  sin  «  =  Y'Jd^^ :  VD^-iD^^ 
u.  s.  w.  und  die  entsprechenden  für  cos  k,  cos  n,  cos  v  in  den  d^^ 
einführt,  geben  sie  unmittelbar  die  gesuchten  Fundamentalformeln. 
So  liefert  z.B.  die  Beziehung  fZ^g  =  J-  (D^.^-^ai  ~  -^11-^23)  ^^^  Cosinus- 
satz für  die  Seiten.^) 


§  o.     Systematischer  Ausbau  der  trigonometrischen  Formeln. 

Am  Ende  des  18.  Jahrhunderts  war  man  so  ziemlich  im  Besitze 
aller  für  praktische  Zwecke  notwendiger  oder  nützlicher  Formeln; 
was  also  in  der  Folgezeit  hinzukam,  diente  weniger  der  Anwendung 
als  dem  Ausbau  der  Trigonometrie  nach  der  theoretischen  Seite  hin. 
So  hatte  selbst  Delambre,  der  praktische  Astronom,  die  letztere 
Richtimg  im  Auge,  als  er  1H07-J  die  bekannten,  nach  ihm  zu  be- 
nemienden  Relationen  zwischen  den  6  Stücken  eines  sphärischen  Drei- 

1)  Vgl.  hierzu:  Felix  Klein,  Über  die  hypergeometrische  Funktion,  Vor- 
lesung, Winter  1893/94.  Ausgearbeitet  von  E.  Ritter,  Göttingen  1894.  — 
•2)  In  Connaissanee  de  temps  für  1809,  445,   publiziert  im  April  1807,    daseibat 

gab  er  auch  noch  die  ionneln  sin  0  cos  — ^ —  cos  — - —  =  sin  {a  -\-  c)  sin 

und  sin  h  sin  — - —  sin — "^ —  =  sin  (c  —  «)  cos'  -— .  —  Über  die  Geschichte  der 

Delambreachen    Formeln    siehe    Tod h unter    in    The    London,    Edinburgh    and 
Dublin  Phüosoph.  Magazine  XLV,  Serie  4,  1873,  98. 
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ecks   gab,    die   (lann    eiu  Jahr    darauf   auch    MoUweide')    und  1809 
üauß")  ebeui'alls  entwickelteu. 

Der  letztere  ghiubte  allerdings  in  ihrer  rechnerischen  Verwendung 
gegenüber  den  Neperschen  Analogieen  Vorteile  zu  erblicken  und  hat 
sie  daher  vielfach  benützt,  Deiaiiibre  dagegen  bestritt  diese  Ansicht.^) 
V'^om  geschichtliclieu  Standpunkt  l)ieteu  die  Formeln  insofern  Interesse, 
als  sie  nach  Cagnolis  bekannter  Relation  (S.  141)  die  ersten  Fonneln 
sind,  die  für  alle  G  Dreiecksstüeke  angegel)en  wurden.  Delambre 
hatte  sie  zuerst  ohne  Beweis  veröfi'eutlicht,  dann  aber  in  seiner 
Astronomie  1814  sowohl  eine  analytische  als  auch  eine  geometrische 
Ableitung  derselben  gegeben''),  während  Mollweide  sie  nur  rech- 
nerisch begründete,  wie  auch  die  beiden  unrechtmäßigerweise  nach 
ihm   benannten  (ileichungeu    der  ebenen  Trigonometrie.     Als   die  Re- 


Ij  In  Zachs  Monatliche  Correspondenz  XVIII,  1808,  394,  ein  untl  ein  halbes 
Jahi-  nach  Delambre,  jedoch  ist  sein  Beweis  der  erste,  der  publiziert  wurde. — 
2j  In  „Theoria  motus  corporum  coelestium"  1809,  Nr.  54.  Ein  Beweis,  den 
(iauß  in  seinen  Vorlesungen  mitteilte,  soll  bei  Wittstein,  Lehrbuch  der 
Klementarmathematik  II,  1862  stehen.  Im  VIII.  B.  seiner  Werke  -289 — iöl  ist 
ein  solcher  angegeben,  den  er  in  einem  Briefe  vom  18.  Februar  1815  üerling 
mitteilte.  Darin  entwickelt  er  aus  den  5  Hauptgleichungen  der  sphärischen 
Trigonometrie  zunächst  die  Relationen  1)  PQ  =  js,  2)  RS  =  pr,  3)  PS=  qr, 

A         b—c 

4)    QR=ps,    5)    PR  =  pq,    6)    (^S  =  rs,    wo    P  =  cos  —  cos — - — , 

A     .     b  —  c  „         .      A  b4-  c  ,,         .      A     .     b  4-  c 

§  =  cos  —   sin  — 2      ,        Ä  =  sin   -^    cos       ^      ,        6  =  sm  y   am  -——; 

a  B  +  C  a     .     B-\-  G  .     a         B  —G 

p  =  cos  —  cos  — r —  ,        q  =  cos  —  sin  — i —  ,        r  ^  sin  -—  cos  — - —  , 

.     a     .    B—  C      T-,.  ,,,  1x3        1x5 

s  =  sm  ---  sm  — „  -    .     hs  lolgt  dann  aus       -       =  — -—   = 

und  hieraus  notwendig  P  ^  -\-  q,  „insofern  man  nur  Dreiecke  betrachtet,  wo 
Seiten  und  Winkel  nicht  über  180°  hinausgehen".  Dann  hat  man  ohne  weiteres 
Q  ^  -\-  s,  M  =  -\-  }),  S  =  -\-  r,  welches  zusammen  die  vier  gewünschten  Sätze 
sind.  In  Gauß'  Werken  VII,  282  steht  eine  handschriftliche  Bemerkung,  in 
welcher  noch  eine  andere  ähnliche  i'ormelgnippe  angegeben  ist.  Bezüglich  der 
Zeichenbestimmung  siehe  Study,  Abhandl.  der  sächs.  Gesellsch.  d.  W.  XX. 
1893,  128,  Anm,  2.  —  3)  Coimaissance  de  temps  .für  1812,  349.  —  4)  A.  a.  0. 
IGO — 163  und  165.  Auch  gibt  er  eine  geometrische  Ableitung  der  Neperschen 
Analogieen,  188,  die  Gerono  in  Nouv.  Ann.  II,  1843,  222  etwas  vereinfacht  hat. 
Übrigens  hatte  schon  Mollweide  1809  in  Zachs  Monatliche  Correspondenz 
XIX,  425  eine  Ableitung  dieser  Analogieen  mittelst  stereographischer  Projektion 
gegeben  und  später  (1855)  gab  J.  A.  Serret  eine  ebensolche;  Des  mäthodes  en 
Geometrie.  Chap.  25.  Analytische  Ableitungen  wurden  natürlich  in  großer  An- 
zahl verötfentlicht,  einfach  ist  die  von  Wallace,  Cambridge  and  Dublin  math. 
Journal  1843,  96  gegebene.  Delambres  geometrische  Ableitung  wurde  später 
wieder  von  Crofton  als  neu  mitgeteilt:  Proceedings  of  the  London  math. 
Society  III,  1871,  13. 

V.  Braunmühl,  Geschichte  der  Trigonometrie,    n.  13 
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lationeu  einmal  bekannt  waren,  folgten  Beweise  in  großer  Menge  und 
von  den  verschiedensten  Gesichtspunkten  ausgehend  nach,  die  sich 
auch  vielfach  ganz  oder  zum  Teile  wiederholten.  Ohne  uns  hier  auf 
Einzelheiten  einlassen  zu  können,  führen  wir  unten  die  Literatur 
hierüber  in  der  Hauptsache  an.') 

Außer  Cagnolis  und  Delambres  Gleichungen  zwischen  den 
6  Stücken  eines  sphärischen  Dreiecks  wurden  damals  noch  einige 
andere  aufgefunden.  So  hinterließ  Gauß  in  einer  handschriftlichen 
Bemerkung")  die  wichtigen  Beziehungen: 

sin  ^  sin  6  sin  c  =  sin  B  sin  c  sin  «  =  sin  C  sin  a  sin  h 

I  ci  ®  ^  '^  t  ,  ir  .\  a       .       b       .       c 

=  —  4  cos  o  cos  —  cos  —  cos  —  =  4  cos  {b  —  A)  cos  —  sin  —  sm  Y 

=  4  cos  (S  —  B)  sin  ~  cos  ^  sia  -^  =  4  cos  [S  —  C)  sin  —  sin       cos  — 

.      .  .      a      .      b      ■      c  ,  .      b      .       c 

=  4  ctg  r  sin  -^  sm  -^  sin  ^  =  4  cos  r  sm  «  sin  -  sin  ~  =    u.  s.  w., 

wo  «,  ß,  y  die  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  ABC  sind  und  r  der 
sphärische  Radius  des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  ist.  —  Aus 
diesen  Gleichungen,  die  in  enger  Beziehung  zu  denen  von  Schmeißer 
stehen  (S.  182),  hat  Gauß  die  Delambreschen  Gleichungen  ab- 
geleitet. Auch  sind  die  Polarformen  der  hier  vorkommenden  Pro- 
dukte bis    auf  den  Faktor  2  dieselben,    welche    später  Staudt   unter 


1)  Servois  Annales  de  Mathe'm.  II,  1811,  84 — 88  (Ableitung  aus  den  beiden 
Cosinusformeln).  —  Gergonne  ebenda  III,  1812,  348  (wohl  die  eleganteste  rech- 
nerische Ableitung  aus  dem  Additionstheorem  und  den  Halbwinkelsätzen). 
Sorlin  ebenda  XY,  1825,  283  (wenig  verschieden  von  der  vorigen).  Buzen- 
geiger,  Lindenaus  Zeitschrift  für  Astr.  VI,  1818,  316  und  Bretschneider, 
Journal  für  Mathem.  XIII,  88  haben  den  gleichen  Beweis.  Sniadecki,  Sphä- 
rische Trigonometrie,  deutsch  1828  von  Feldt,  und  Feldt  selbst  in  Journal  für 
Mathem.  VII,  1831,  68.  Moth  gewann  sie  1829  aus  seinen  umfassenden  Formel- 
systemen (S.  180,  Anm.  2).  Vgl.  femer  Schmeißer,  Journal  für  Mathem.  X, 
1833,  129.  Grelle,  ebenda  Xn,  1834,  348.  Gudermann,  Sphärik  1835,  96  (wenig 
verschieden  von  Delambres  geometrischem  Beweis,  den  Crofton,reproduzierte). 
Paucker  (eleganter  geometrischer  Beweis;  in:  die  Gaußschen  Gleichungen  etc., 
Milau,  1844.  Puissant,  Geode'sie  1842,  86.  F.  Arndt,  Archiv  für  Mathem.  XIU,  159. 
Grunert,  ebenda  XVü,  259.  Essen,  Archiv  für  Mathem.  XXVII,  38  (diesen 
geometrischen  Beweis  hat  Baltzer  in  seine  Elemente  aufgenommen,  Aufl.  von 
1878,  320).  ünferdinger  (rechnerische  Ableitung),  Archiv  für  Mathem.  XXVI, 
436  und  XXVn,  300.  Chartres,  Xature  4Ü,  1889,  644  (kurzer  Beweis  aus  den 
Neperschen  Analogieen).  Durege,  Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  Leipzig 
1868,  122 — 124,  Ableitung  aus  dem  Additionstheorem  dieser  Funktionen.  — 
2)  Opera  IV,  404.     Gauß  schreibt  statt  -iS  =  A -\-  B  -\-  C. 
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dem  NaniPii  „Eckensinus"  einführte')  und  die  Junghann  zur  Grund- 
lage seiner  „Tetraedrometrie"  Gotha  \X(\'2/(iii  machte.  Gauß  bemerkte 
auch  schou,  daß  durch  sie  der  sechsfache  Inhalt  der  Pyramide  gegeben 
ist,  deren  Ecken  die  di-ei  AVinkelpunkte  des  Dreiecks  und  der  Mittel- 
punkt der  Kugel  bilden. 

Delambre  gab  noch  die  neue  Relation  zwischen  den  (>  Stücken 
des  Dreiecks: 

sin  C  sin  c  =  (tg  B  cos  ^  -f  sui  ^  cos  c)  (tg  a  cos  h  —  sinb  cos  C'j*), 
Guderraaun,  Bretschneider  und  andere  leiteten  aus  den  Halb- 
winkelsätzen leicht  zu  erhaltende  Beziehungen  ab,  und  Moth,  der 
1829  aus  seinen  Relationen  wohl  das  vollständigste  System  von 
Formeln  gewonnen  hatte,  gab  die  Gleichungen  zwischen  den  Funk- 
tionen der  vierten  Teile  der  Winkel  und  Seiten.  Grunert'')  teilte 
1853  die  Formel 

sin  (b  —  c)         o  .4    ,    sin  (c  —  a)        ,  B     ,    sin  (o  —  b)        ,  C        ^ 

— ^^ cos^  --  +  — ^\  -, — '-  cos^  —  H ^. '  cos^  ^  =  0 

sin  a  2  sin  h  2  sm  c  2 

mit,    und    endlich    erhielt  J.  A.  Serret    in    seinem  Traite  de  trigono- 

metrie    (4.   Aufl.    18(38)    aus    den    Delambreschen    Gleichungen    durch 

korrespondierende  Addition  und  Subtraktion  vier  Relationen  von  dem 

,„  ,    <,  C  —  c        ,     S-\-d,S—  d,s-\-D,s  —  D  a    ,     i> 

lypus  tg-  -;j—  =  tg  -^-  tg  -^—  tg  -J^—  ■  tg  -^- ,    wo  Ä  +  B 

=  180"  +  S,  a  +  b  =  180»  +  s,  A  -  B  =  D,  a -b  =  d  ist.*) 

Boten  die  angeführten  Gleichungen  hauptsächlich  nach  der  theo- 
retischen Seite  bin  Interesse,  so  war  die  elegante  Formel,  welche 
L'Huilier  nach  Angabe  Legendres^)  zur  Berechnung  des  sphärischen 
Exzesses  aus  den  drei  Dreiecksseiten  zuerst  aufstellte,  und  die  jetzt 
allgemein  seinen  Namen  erhalten  hat,  auch  von  praktischer  Bedeu- 
tung. Auch  diese  Relation:  tg  -^  =  ]/tg  *-  tg  ?-=-^  tg  *^  tg  ?-=-^ 
wurde  nachher  unzähligemale  abgeleitet  und  bewiesen.^)  Die  eleganteste 


1)    Journal    für    Mathem.    XXIV,    1842,    252    und    Nr.    8,    255—256.    — 
2)  Astronomie  I,  155.   —    3)    Archiv  für  Mathem.  XX,  473.    —   4)  Die  anderen 

drei    ähulicheu    Formeln    drücken    tg*  — ~—     und     tg-  145°  -\-  — ~ — I     aus 

(p.  156).  —  Zu  ganz  ähnlichen  Relationen  gelangte  A.  Ziegler  1870,  Archiv  für 
Mathem.  LV,  1873,  221—224.  —  5)  Geometrie.  Note  10.  Eine  viel  kompli- 
ziertere Relation  zwischen  £  und  den  drei  Dreiecksseiten  hat  Armand  Hue 
1851  in  Nouv.  Ann  X,  25 — 27  gegeben,  und  Grunert  bewies  dieselbe  im  Archiv 
für  Mathem.  XVI,  483.  —  6)  Vgl.  z.  B.  Legendre  a.  a.  0.,  Gudermann  in 
seiner  Sphiirik  1835,  121,  Moth  in  seineu  Relationen  182y,  22  Nr.  23,  Lobatto, 
Archiv  für  Mathem.  XXXIX,  1862,  240,  Gent,  Programm  der  Ritterakademie  zu 
Liegnitz,  Ostern  1853,  auch  Archiv  XX,  358,  E.  Bacaloglo,  ebenda  XXXVHI, 
1862,  220 — 224  mit  Bemerkungen  von  Grunert,  femer  Serret,  „Des  möthodes 

13* 
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rechnerisclie  Ableitimg  ist  die  von  Lobatto   herstammende,  der  sie 
aus    zwei    der   Delambreschen    Gleichungen    durch    korresjiondiereude 
Addition    und   Subtraktion   erhielt,   die    einfachste   geometi'ische    aber 
jene,  die  Serret  mit  stereogi-aphischer  Projektion  gab. 
Weniger  brauchbar  ist  die  Formel 

.    A  +  B  +  C      "''  Y+'''  Y+''°'  Y-^ 

^"^ 2 =  ~ ä b -C 

2  cos  --  cos  —  cos   - 
2  2  2 

und    die    entsprechenden    für    sin  - ^t_^ ^   g   ^^    ^[[^,    gidj    i^ 

Gudermanus  Sphärik  finden.  Dieses  Werk  dürfte  übrigens  nach 
Delambres  Astronomie  von  1814  die  reichhaltigste  Formelsammlung 
enthalten,  die  in  der  ersten  Hälfte  des  vergangenen  Jahrhunderts  er- 
schien. Wir  erwähnten  schon  früher,  daß  sich  Gudermann  die  Auf- 
gabe gestellt  hatte,  sein  Formelsystem  möglichst  geometrisch  zu  ent- 
wickeln, und  darin  zeigte  er  auch  in  der  Tat  eine  erstaunliche 
Gewandtheit.  Dennoch  verschmähte  er  auch  die  algebraische  Formel- 
kombiuation  sowenig  wie  Delambre,  und  gelangte  so  zu  einer  Menge 


en  geomötrie"  1855,  Werner,  Zeitschrift  für  Mathem.  und  Phys.  VI,  1861, 
146 — 149,  Ligoweki,  Archiv  für  Jlathem.  LVUI,  96  —  der  Ableitungen  in  den 
Lehrbüchern  nicht  zu  gedenken.  Die  L'Huiliersche  Formel  ist  übrigens  nur 
ein  spezieller  Fall  der  von  L exe  11  für  das  sphärische  Viereck  bereits  abgelei- 
teten: Acta  Acad.  Petrop.  1782  pars  1,  88  (siehe  S.  137).  In  dem  oben 
erwähnten  Traite  de  Trigonometrie  160 — 161  bat  Serret  zur  L'Huilierschen 
Formel   noch  folgende  Ergänzungen  gegeben: 


tg 


nnd 


/A        i\      -i/,s.s  —  a,s—b,s  —  c      . 
(y  -  t)  =  V  ctg  Y  ctg-^  tg  ^-tg  -^-  ,  etc. 

und  die  analogen  für   ctg  — etc.     Übrigens   stehen   diese  Formeln  in  etwas 

anderer  Gestalt  auch   schon  bei  Moth  (_Nr.  23).     Casey  hat  vorgeschlagen,  den 
Ausdruck 


"[/ctg 


s  —  o     .    s  —  b  ,    s 


tg  -^-  ■  tp  -iT-  tg 


2^2  ^       2        "       2 


„L'huilierian"  zu  nennen,  Vielehe  Bezeichnung  auch  in  Todhunters  „Spherical 
Trigouometry",  neueste  Aufl.  lUOl,  102,  Eingang  gefunden  hat.  —  Die  S3'mmetrische 
Bezeichnung,  womit  diese  „L'Huilierschen  Formeln"  ihre  eleganteste  Gestalt 
annehmen,  findet  sich  bei  Study,  Abhandl.  der  k.  Sächsischen  Gesellsch.  der 
W.  XX,  1893,  130,  siehe  weiter  unten. 
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teilweise  neuer  Kelatiouen.  So  z.  B.  gab  er  die  Bezieliuntren  zwischen 
den  Unifängeji  und  Inhalten  eines  sphä-rischen  Dreiecks  und  sebier 
drei  Nebeudreiecke'),  die  Beziehungen  der  Seiten  oder  Winkel,  des 
Umfanges  und  der  Fläche  eines  Dreiecks  zu  den  Radien  dei-  diesem 
und  .seinen  Nebondreiecken  um.s(:liriebcnen  oder  eingeschriebenen 
Kreise  u.  s.  w.  Gudermanns  Formelsysteme  hat  dann  später  Franz 
ünferdinger^)  (1833 — 1890)  in  mehreren  Abhandlungen  teils  ver- 
vollständigt, teils  durch  neue  ergänzt,  iji  welchen  er  die  Relationen 
zwischen  den  Seiten,  den  Höhen^J  und  den  i{adien'),  zwischen  den 
Mittelpunktsabständen  des  ein-  und  der  umgeschriebenen  Kreise  ein- 
führte.'') Zugleich  leitete  er  auch  durch  Grenzübergang  aus  seinen 
sphärischen  Formeln  die  entsprechenden  für  das  ebene  Dreieck  ab  und 
suchte  nach  Analogieeu  zwischen  ebenen  und  sphärischen  Formeln, 
wozu  ihm  namentlich  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  diente,  in 
welchem  ein  Winkel  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  ist.*)  In 
Uuf  er  dingers  Arbeiten  ist  die  fast  uuerschöpf  liehe  Menge  von  Re- 
lationen, welche  sich  darbieten,  sobald  man  noch  andere  Stücke  als 
Winkel  und  Seiten  des  Dreiecks  zu  bestimmenden  Elementen  wählt, 
in  übersichtlicher  und  eleganter  Weise  entwickelt  und  gruppiert. 


1)  Sind  z.  B.  a,  ß,  y,  S  die  Tangenten  der  Radien  der  den  Nebendreiecken 
und  dem  Hauptdreieck  bezüglich  umschriebenen  Kreise  und  a,  (J',  j>',  ö'  die 
Cotangenten  der  Radien  der  eingeschriebenen,  so  sind   einige  dieser  Relationen 

^      a         -i/aö        .     J         -[/  T      ^     Ä         -i/fj'        .      U        ■\/~^~ 

*s  T  =  K  pr  '    '^°  ¥  =  y.W    "^  T  =  K  .^'    '^"^  Y  =  yVf^- 

a'  =  .^  (ß  -)-  y  +  ö  —  a)  n.  s.  w.  —  2)  Archiv  für  Mathem.  XXIX,  1857,  238  ff., 
XXXin,  1859,  14—88,  XLII,  1864,  453— 46G,  ferner  Auflösung  des  sphärischen 
Dreiecks  durch  seine  drei  Höhen  in  Sitzungsber.  der  Wiener  Akademie  LI,  1865 
und  FoiTueln  der  sphärischen  Trigonometrie,  ebenda  LYHI.  —  3)  Vgl.  auch 
Skr i van,  der  im  Archiv  fitr  Mathem.  XXVHI,  1857,  471  die  Berechnung  des 
sphärischen  Dreiecks  aus  seinen  3  Höhen  gab.  —  4)  Die  Bestimmung  der  Radien 
der  äußeren  Berühruögskreise  aus  den  Dreiecksseiten  gab  schon  Sorlin,  Annales 
de  Math.  XV,  1825,  vorgelegt  1819.  —  5)  Eine  Relation  zwischen  den  Radien  »•  und 
e  und  dem  Abstand  der  Mittelpunkte  des  um-  und  eingeschriebenen  Kreises  haben 
schon  L'Huilier  und  Durand  iu  Annales  de  Math(;m.  I,  1810,  144  und  XIV, 
1823,  59  gegeben,  Unfer dinge r  aber  entwickelte  eine  ganze  Reihe  von  Be- 
ziehungen der  Abstände  rf,  c?, ,  d^ ,  d^  der  Mittelpunkte  der  4  Berührungskreise  von 

dem  des  eingeschriebenen,  Gleichungen,  aus  denen  wir  nur  die  eine  -. =  -. i 

°  1  o     '  sin  e       sin  pi 

OOS  n  COS  (l 

■X- ■  -| — .'  -  -'  hervorheben,  welche    für    die  Ebene    direkt  in   die  bekannte 

sin  pj ,      sin  pj 

Relation    —  = 1 1 übergeht;  vgl.  auch  Booth,  A  treatise  on  some 

e         Pi  Ps         Ps 

new  geometrical  Methods,  London  1877,  ü,  288—299.  —  6)  Archiv  für  Mathem. 
LH,  1871,  344—349.  Dasselbe  Dreieck  behandelt  wieder  R.  E.  Allardice,  Pro- 
ceedings  of  the  Edinburgh  Mathem.  Society  II,  1884,  53 — 54. 
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Wir  wollen  hier  auch  noch  kurz  der  zuerst  von  Gudermaun 
1830*)  und  dann  unabhängig  von  ihm  durch  Ch.  Graves-)  1841 
und  A.  Borgnet^)  entwickelten  analytischen  Behandlung  sphärischer 
Figui-eu  gedenken,  bei  welcher  zwei  zueinander  senkrechte  größte 
Kreise  als  Koordinatensystem  auf  der  Kugel  gewählt  wurden,  während 
die  einen  Punkt  bestimmenden  Koordinaten  entweder  direkt  diu-ch 
Länge  und  Breite  desselben  oder  durch  die  trigonometrischen  Tan- 
genten der  auf  den  Axeu  liegenden  Bögen  gemessen  wurden,  die  zwei 
durch  den  Punkt  senkrecht  zu  jenen  gelegte  Kreise  ausschneiden. 
Aus  dieser  Auffassung  ist  eine  analytische  Geometrie  auf  der  Kugel- 
fläche entstanden,  die  eine  reiche  Literatur  im  Gefolge  hatte.  Doch 
können  wir  hier  auf  dieselbe  nicht  weiter  eingehen,  da  sie  wie  die 
durch  Schulz,  Gudermann,  Möbius  und  andere  entwickelten  pro- 
jektiven Formeln  einer  Geschichte  der  Kugelgeometi-ie  angehört. 

Eine  andere  Richtung  schlug  Bretschneider  in  einer  Abhand- 
lung von  1842  ein*),  indem  er  zwei  Dreiecke  in  der  Ebene  sowohl 
als  auf  der  Kugel  zueinander  in  Beziehung  setzte.  Für  die  ebenen 
Dreiecke  ABC  und  A^B^C^  ergaben  sich  ihm  hierbei  12  Fundamental- 
formeln von  der  Gestalt: 

a^a,''  +  b\'-2aa,bh,cos{C±C,)  =  a^'c^^  +  \^c^ -  2ab^cc^  cos  (B±A^). 

Aus  diesen  Gleichungen  wurden  dann  spezielle  abgeleitet,  sei  es, 
daß  die  Dreiecke  als  ähnlich  vorausgesetzt  wurden,  sei  es  daß  sie 
eine  oder  mehi-ere  Seiten  gleich  hatten.  Für  die  sphärischen  Dreiecke 
wurden  6  Grundformeln  gewonnen  von  der  Gestalt: 

cos  a  cos  ttj  +  sin  a  sin  a^  cos  C  cos  Q 
=  cos  (b  +  &j)  cos  c  cos  q  +  sin  c  sin  c^  cos  A  cos  A^, 

aus  denen  sich  wieder  spezielle  Formeln  entwickeln  ließen,  die  eine 
Reihe  von  Relationen  zwischen  den  Kanten  und  Flächenwinkeln  eines 
Tetraeders  ergaben,  während  die  Fundamentalformeln  der  Ebene  zur 
Behandlung  des  ebenen  Vierecks  dieidich  waren. 

Auch  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  wurde  zur  Bildung 
von  Formelsystemen  für  das  sphärische  Dreieck  herbeigezogen.  Schon 
Lagrange^)    bemerkte    1799,   bei    Gelegenheit    der    Integration    der 


1)  Journal  für  Math.  VI,  244 — 254  und  Grundriß  der  analytischen  Sphärik, 
Köln  1830,  8".  —  2)  Anhang  an:  Two  geometrical  memoirs  etc.  of  Mr.  Chasles 
1841.  —  3)  Essai  de  G^om^trie  analytique  de  la  sphere,  1847,  8".  Vgl.  dazu 
Nouvelles  Ann.  VII,  1848,  147—150,  174—177  und  392—395.  —  i)  Archiv  für 
Mathem.  11,  132.  Vgl.  zu  dieser  Materie  eine  Relation  von  J.  Steiner  1827  im 
Journ.  für  Mathem.  11,  190.  —  5)  Theorie  des  fonctions  analytiques.    Journal  de 


Dil'  'J'rigonometxie  im  lü.  Jahrhundert.  lyjj 

elliptischen  Differentialgleichung:      —---.---  _ : =  0,  die 

yi  —  k*  Bin*  a       yi—k'  gm'  6 

Ähnlichkeit  des  Integrals  cos  9  =  cos  a  cos  h  +  sin  a  sin  6^1  —  1:^  sin^  fl- 

mit  der  (Josinusformel  der  sphärischen  Trigonometrie,  in  welche  jene 

übergeht,  wenn  man  mit  a,  h,  c  die  Seiten  und  mit  A,  li,  ('  die  Winkel 

eines    sphärischen    Dreiecks    bezeichnet,    den   Modulus   /,•    glticli    dem 

konstanten  Sinusverhältnis    -t— ^  =  -.    ,  =  -. —     und    9-  =  c     setzt. 

sin  a        sin  h         sin  e 

Durege^)  hat  dann  die  Form  dieses  sphärischen  Dreiecks  einer  näheren 

Betrachtung  unterzogen,  aber  zur  Bildung  neuer  Formelsysteme  wurde 

der    Gedanke    erst    1880    durch    Kleiber-)    ausgenützt.      Dieser,    ein 

Schüler  Richelots,  leitete  aus  dem  Additionstheorem  der  Theta- 

funktionen    mit    vier    Argnuienten    eine    Menge    von    Relationen 

zwischen   den   elliptischen   Funktionen    Jacobis   ab,    und    bewies   den 

Satz,  „daß  wenn  man  der  Reihe  nach  sn  u,  su  r,  sn  («  —  v),  cn  u,  cn  v, 

cn  (m  —  «),  dn  u,  dn  v,  dn  («  —  v)   durch   sin  a,  sin  h,  sin  c,   cos  a  cos  h, 

cos  c,  —  cos  A,  cos  B,  cos  C  ersetzt,  aus  jeder  Formel  über  elliptische 

Funktionen  eine  solche  für  ein  sphärisches  Dreieck  mit  einem  stumpfen 

und     zwei     spitzen    Winkeln     hervorgeht,     bei     welchem,     im     Falle 

A+B 

n                                        C              ''°^~2~' 
:i>  Ä>  _,  >  B>  C  ist,  tg  ^  >  + A  —  B  ^®^  muß"  (±  je  nach- 

C08-- 

dem  A  +  B  ^jc  ist).^)   Hierdurch  erhielt  er  auch  einige  neue  Formeln, 
die  theoretisches  Interesse  beansprnchen  können. 

Die  Resultate  der  neuem  mathematischen  Forschung  suchte  auch 
Franz  Wilhelm  Meyer  für  die  sphärische  Trigonometrie  zu  ver- 
werten in  einer  Abhandlung:  „Der  ResultantenbegrifF  in  der  sphäri- 
schen Trigonometrie"   1895.')     Indem   er   nämlich  den  Cosinussatz  in 


l'Ecole  Polytechnique  EI,   cah.  9,  Nr.  80,  81   und   Nouvelle   edition:  Paris  18i:-{, 
Nr.  69,  70.     Oeuvres  de  Lagrange  IX,  134 — 139. 

1)  Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  Leipzig  1868,  §  31.  —  2)  Programm 
des  Kneiphöfischen  Gymnasiums  zu  Königsberg  1880  und  1881.  —  3)  Denselben 
Satz  bewies  ein  Jahr  später  wieder  J.  W.  L.  Glaisher  im  Quarterly  Journal  XVII, 
3.')3 — 36-t.  Ferner  beziehen  sich  noch  auf  den  Zusammenhang  der  elliptischen 
und  Kreistimktionen  zwei  Notizen  von  W.  Woolsey  Johnson,  ebenda  XVIII, 
1882,  365—370  und  XIX,  1883, 185—188,  ferner  eine  Notiz  von  Robert  Russell, 
XX,  1884,  378 — 383,  eine  geometrische  Darstellung  der  Landenschen  Trans- 
formation von  K.  H.  Schellbach,  Journal  für  Math.  XCI,  1881,  347—348,  und 
endlich  eine  Erweiterung  der  Betrachtungen  von  Lagrange  und  Kleiber  durch 
E.  Study,  auf  die  wir  weiter  unten  im  Texte  noch  eingehen.  Vgl.  auch 
Greenhill:  The  Applications  of  the  EUiptic  Functions,  London  1892,  Cap.  IV, 
131 — 141.  Doch  haben  diese  Arbeiten  mehr  den  umgekehrten  Zweck  der  Förde- 
rung der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  im  Auge.  —  4)  Jonmal  für  Math. 
CXV,  209—220. 
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der  Form  schrieb:  cos  «,.  —  cos  a^.  cos  a,  —  sin  %  sin  «,  cos  a-  =  2Äi  =  0, 
i,  l;  ?  =  1,  2,  3  und  die  «  und  a  als  komplexe  Größen  auffaßte,  fülirte 
er  die  Aufgabe  durcb,  die  wichtigsten  Formeln  G{a,  a)  =  0  der 
sphärischen  Trigonometrie  als  rationale  oder  irrationale  Funktionen 
der  .1,  darzustellen,  mit  Koeffizienten,  die  nur  noch  von  den  Seiten 
abhängen.  Alle  solche  Funktionen  G  müssen  natürlich  gleichzeitig 
mit  den  A^  verschwinden  und  liefern  in  diesem  Falle  wieder  die  be- 
kannten trigonometrischen  Relationen.  So  enthält  z.  B.  die  Identität 
sin^ß;  JS,  =  Äf  —  A?  —  (Äf.L^  —  A^L.),  wo  L.  =  cos  «,-  —  cos  a^  cos  «^ 
und  42?,  =  sin««^  sin«f/j  —  sin^Wj  sin««;  ist,  unter  jener  Voraussetzung 
den  Sinussatz  sin  «^  sin  a.  =  sin  a^  sin  «j.  Als  solche  durch  die  yll-  dar- 
zustellende Fonnen  werden  außer  Bj  die  Form 

2  C;j.  =  cos  flj  sin  a,  —  sin  %  cos  «,.  —  sin  a,.  cos  «,  cos  «j, 
welche  sin«,C(j.  =  ^4^  +  J.^  cosfl,  gibt  und  die  12  Formen: 


^a  =  si^'Y 

cos«       2 

-sin«y 

s,V  "*+-"! 

i',2^C0S«^ 

2  "t  +  "l 
COS«         2 

-sm«y 

co.-"'|'' 

-Ba^sin^ 

Hin«                 ' 

-  COS«^ 

.    2  "*  ^  "< 

sm« — ^ — 

2 

■Eu  =  cos2-^ 

•     2   "*  +    "' 

Sin«        - 

-  cos«Y 

2  "*  ~  "i 
COS«— 2— 

genommen,  die  den  Delambreschen  Gleichungen  entsprechen  und 
jE',j  -\-  -Bjj  ^  —  .4;,  Ef^  +  i',.^  ^  ^;  liefern,  woraus  sofort  che  nume- 
rische Identität  E^^  +  i",.,  +  E.^  +  Z,.^  =  0  folgt.  AllgemeLn  erhält 
man  rein  numerische  Identitäten,  die  also  die  Seiten  a.  nicht  mehi- 

enthalten,  wenn   man  statt  der  di-   die   Größen  Cih= -r-^—    einführt. 
'  sin «, 

So  stellt  sich  z.  B.  ^-i;  durch  die  rein  numerische  Identität  dar: 

=  {ci'i  -  eil)  Ck,- Cu  +  (c;f  -  eil)  Cu Cn  +  (c;i  -  c^i)  CuCh . 

In  einer  Notiz  „Über  voUe  Systeme  in  der  ebenen  Trigono- 
metrie"^) hat  Meyer  femer  als  GrenzfaU  der  obigen  Betrachtungen 
den  Satz  nachgewiesen,  daß  sich  die  Formeln  der  Trigonometrie 
des  ebenen  Dreiecks  vermöge  der  Formeln  des  Cosinussatzes 
(2  Ai  =  al  -i-  aj  —  aj  —  2  ai,  Ui  cos  «,)  und  des  Projektionssatzes 
{Bi  ^  «,:  —  «j.  cos  ui  —  ai  cos  «i)  mit  nur  numerischen  Koeffizienten  dar- 
stellen lassen,  indem  einerseits  jede  algebraische  Funktion  der  Ai,  Bi, 
die  mit  denselben  zugleich  verschwindet,  eine  Formel  dieser  Trigono- 


1)  Jahresbericht  der  Mathematikervereinigung  für  1896,  V,  61 — 62. 
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iiietrie  darstellt,   imd   sich  andererseits  jede  solche  Formel  mit  Hilfe 

A^  +  A,  al  +  aj  -aj —  2A.   , 

der  Gleichungen  «,■  =        „         und   cos  «,  =         -  -„ in  die 

Ji.  ia,^a, 

Form  einer  alifobniiselion  Funktion  der  A   und  Ji  bringen  läßt.') 

Wir  wissen,  daß  schon  Vieta  die  sechs  Dreiecksfiille  zu  zweien 
gruppiert  hatte,  indem  er  erkannte,  daß  sie  mit  den  zueinander  polaren 
Formeln  lösbar  sind,  doch  wurde  die  in  der  ganzen  sphärischen 
Trigonometrie  herrschende  Polarität  erst  durch  Sorlin  1H25-) 
ausdrücklich  betont;  auch  finden  wir  bei  ihm  das  Prinzip  der 
zyklischen  Vertauschung  zum  erstenmal  präzis  ausge- 
sprochen.') 

Femer  ist  noch  zu  erwähnen,  daß,  was  schon  aus  Möbius' 
Schriften  zu  ersehen  wai-,  die  sphärischen  Formelsysteme  durch  Ein- 
führung der  Außenwinkel  an  Stelle  der  innem  Winkel  des  Dreiecks 
an  Symmetrie  gewinnen.  Auf  diese  Tatsache  scheinen  Cornelius 
Keogh  und  V.  A.  Lebesgue')  18ö;3,  E.  W.  Grebe*)  und  H.  Grass- 
mann^)  1862  wieder  selbständig  aufmerksam  geworden  zu  sein.  Sie 
hoben  hervor,  daß  wenn  man  die  Supplemente  der  Winkel  mit 
A,  B,  C  bezeichnet,  der  Übergang  zu  den  Polarformeln  einfach  durch 
Vertauschung  dieser  Winkel  mit  den  Seiten  erreicht  wird.  Auch  be- 
tonten die  beiden  ersten  und  später  (1870)  wieder  Ziegler')  den 
Vorteil,  den  die  Benützung  der  Nebendreiecke  ( Außencb-eiecke,  wie 
sie  Ziegler  nennt)  bei  der  Ableitimg  der  Formeln  gewährt,  indem  sie 
die  Einheitlichkeit  der  Formelgruppen  erkennen  läßt  —  die  Methode 
ist  keine  andere,  als  Vietas  „Inversio  xccr'  ävccTtXt'iQcoeiv''''  (Tl. I,  S.  183). 
Alle  im  Laufe  der  Zeit  entstandenen  Ideen  über  die  Schaifung 
oder  die  vorteilhafteste  Anordnung  und  Gruppierung  der  sphärischen 
Formelsysteme,  wie  sie  uns  bei  den  im  Vorhergehenden  genannten 
Autoreu  entgegentraten,  entbehrten  aber  eines  leitenden  Prinzipes.  das 
erst  die  neuere  Zeit  bringen  konnte,  nachdem  sich  der  Gruppen- 
begriff allmählich  entwickelt  imd  seine  zentrale  Stellung  in  der 
Mathematik  namentlich  durch  die  Arbeiten  von  Felix  Klein  (geb.  1849) 
und  seinen  Schülern  erhalten  hatte.  Unbewußt  hatten  sich,  wie  wir 
sahen,  schon  Neper  und  Lambert  desselben  zur  Zusammenfassung 
der  10  Formeln  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  bedient,  xmd 
Vietas   beide   Methoden   des   Überganges   zu   Neben-   imd   reziproken 


1)  Vgl.  auch  die  schon  S.  173  Anm.  4  zu  S.  172  angeführte  Notiz  desselben 
Verfassers.  —  2)  Annales  de  Math.  XV,  278  und  302.  Das  Memoire  wurde  bereits 
1819  der  Akademie  vorgelegt.  Vgl.  auch  Chasles  Geschichte  der  Geometrie  234. 
—  3)  A.  a.  0.  279.  —  4)  Nouv.  Annales  XII,  304  ff.  —  5)  Archiv  für  Mathem. 
yyyiT,  226—229.  —  6)  Die  Ausdehnungslehre,  BerUn  1862,  213  Anm.  — 
7)  Siehe  S.  195  Anm.  4. 
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Dreiecken  fallen  ebenfalls  unter  diesen  Begriö'.  Aber  den  Gruppen- 
begriff  als  oberstes  Prinzip  zur  tbeoretiscben  Behandlung 
der  sphärischen  Trigonometrie  aufgestellt  zu  haben,  ist  das 
Verdienst  Emil  Studys,  der  1893  hierüber  eine  umfangi-eiche  Arbeit 
verötfeutlichte'),  die  eine  Menge  neuer  Ausblicke  bietet. 

Wir  wissen,  daß  schon  Mob  ins  durch  Einführung  eines  ßichtungs- 
und  Drehungssinnes  die  verschiedenen  Arten  sphärischer  Dreiecke, 
insofern  deren  Bestimmungsstücke  zwischen  0  und  2;r  liegen,  von- 
einander trennte.  Study  adoptierte  diese  Sinnbestimmung,  erweiterte 
aber  zugleich  den  Begriff  des  sphärischen  Dreiecks  noch  nach  zwei 
Richtungen.  Zunächst  faßte  er  ein  Dreikant  mit  der  Spitze  im  Kugel 
mittelpunkt  ins  Auge  und  zeigte,  daß  ein  solches  zu  64  verschiedenen 
„Nachbardreiecken"  Anlaß  gibt,  welche  durch  lineare  eine  Gruppe  G^^ 
bildende  Substitutionen  ineinander  übergehen.  Faßt  man  aber  auch 
diejenigen  Dreiecke  als  verschieden  auf,  deren  Seiten  und  Winkel 
sich  um  2:r  unterscheiden,  wie  dies  schon  Gauß  zu  tun  beabsichtigt 
hatte-),  dann  gehören  natürlich  zu  einem  Dreikant  unendlich  viele 
Dreiecke,  die  sich  in  der  Weise  um  64  Typen  derselben  gruppieren, 
daß  die  jedem  Typus  entsprechenden  um  beliebige  Vielfache  von  '27t 
in  den  Seiten  und  Winkeln  verschieden  sind.  Die  Gesamtheit  dieser 
Dreiecke  geht  dann  durch  eine  Gruppe  von  unendlich  vielen  linearen 
Substitutionen  in  sich  über^),  die  durch  die  Gleichungen: 

«/=  (—  iy'«i  +  W;JC,  <=  (-  l)''«/  +  Hi^  (Ci,  f;  =  0,  1;  i  =  1,  2,  3) 

definiert  sind,  wobei  die  a-  die  Seiten,  die  u-  die  Außenwinkel  eines 
Dreiecks  bedeuten,  während  die  Größen  m^,  u.  den  Kongruenzen  ge- 
nügen müssen: 

w'i  +  Po  +  f's  =  0,  m^  +  Cg  +  e^  =  0,  Wg  +  e^  +  Pj  s  0;  ftj  +  c^  +  £3  =  0, 
fi2  +  £3  +  «1  —  0,     ftg  +  «1  +  £2  =  0  (mod.  2). 

Diese  Gruppe  enthält  namentlich  eine  sehr  wichtige  „ausgezeichnete" 
Untergruppe  G,  welche  dadurch  bestimmt  ist,  daß  zwischen  den  obigen 
Zahlen  noch  die  Kongruenz  besteht: 

|2:>»,.  +  |2?fi,.  -\-  e^s^  +  ^3«^  -f  fjfj  +  «263  -f  £361  +  fj^s  —  0  (mod.  2)*). 

Übt  man  ihre  Substitutionen  auf  ein  elementares  Dreieck,  dessen 
Seiten  imd  Winkel  zwischen  0  und  x  liegen,  aus,  so  gelangt  man  zu 


1)  Sphärische  Trigonometrie,  orthogonale  Substitutionen  und  elliptische 
Funktionen.  Abhandl.  der  K.  Sächsischen  Gesellschaft  der  W.  XX,  Leipzig  189;^, 
87 — 232.  —  2)  M^ieder  aufmerksam  machte  hierauf  F.  Klein  in  seiner  Vorlesung 
über  Nichteuklidische  Geometrie,  1889,90.  Ausgearbeitet  von  Schilling  1892, 
19^20.  —  3)  Indem  zu  den  Operationen  der  G^^  noch  die  unendliche  Gruppe 
a{  ^  a-  -\-  2A:.T,  «/  =  k,  +  2^31  hinzukommt. 
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einer  ersten  Klasse  von  Dreiecken,  Stiidj'  nennt  sie  eigentliche 
Dreiecke,  die  durch  kontinuierliche  Deformation  ineinander  übergeführt 
werden  können.  Dies  letztere  gilt  auch  von  der  zweiten  KlasHe 
von  Dreiecken,  den  uneigentlichen,  welche  aus  einem  Elementar- 
dreieck durch  jene  üjjerationen  gewonnen  werden,  für  welche  der 
Ausdruck*)  =  1  (mod.  2)  ist.  Dagegen  kann  man  kein  Dreieck  der 
einen  Klasse  in  ein  solches  der  andern  durch  stetige  Abänderung  der 
Bestimmungsstücke  überführen.  Demgemäß  teilen  sich  dann  auch 
sämtliche  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  in  zwei 
Klassen,  je  nachdem  sie  für  Dreiecke  beider  Arten  oder  nur 
für  „eigentliche''  Dreiecke  gelten.  Die  ersteren  sind  jene,  welche 
schon  De  Gua  und  Lagrange  aus  dem  Cosinussatze  allein  abgeleitet 
hatten,  die  letzteren  dagegen  entspringen  aus  den  Delambreschen 
Gleichungen,  wodurch  der  Grimd  für  die  schon  von  Schmeißer, 
Bretschneider  und  andern  geahnte  Wichtigkeit  der  letzteren  auf- 
gedeckt ist.  „Von  diesen  Grundformeln  aus  vollzieht  sich  der  tlber- 
gang  zu  allen  andern  Formeln  derselben  Klasse  durch  eindeutige 
Operationen  und  ebenso  auch  der  Übergang  von  den  Formeln  der 
zweiten  Klasse  zu  denen  der  ersten.  Dagegen  erfordert  der  Übergang 
von  der  ersten  zur  zweiten  Klasse  die  Bestimmung  des  Vorzeichens 
einer  Quadratwurzel,  also  eine  Wahl  zwischen  zwei  Möglichkeiten." 
So  gelten  die  Delambreschen  Gleichungen  für  die  zweite  Dreiecks- 
klasse nur  dann,  wenn  in  allen  zugleich  die  Zeichen  umgekehrt  werden. 
Auch  diesen  Fall  hatte  schon  Gauß  vorausgesehen,  indem  er  sagte*): 
„  . . .  casus  existere  possimt,  ubi  in  cunctis  aequationibus  praecedentibus 
Signum  mutare  oportet."  Diese  durch  die  Gruppeutheorie  geforderte 
Teilung  in  zwei  Dreiecksklassen  zeigt  auch,  daß,  da  die  eigentlichen 
Dreiecke  nicht  in  getrennte  Scharen  zerfallen,  sondern  eine  kon- 
tinuierliche Mannigfaltigkeit  bilden,  ein  zweiter  Fortschritt,  ähnlich 
dem  Übergang  von  Sinus-  und  Cosinussatz  zu  den  Delambreschen 
Gleichungen,  nicht  mehr  möglich  imd  „die  Entwicklung  der 
sphärischen  Trigonometrie  nach  gewisser  Richtung  hin  ab- 
geschlossen   ist". 

Zur  zweiten  Formelklasse  gehören  auch  die  L'Huilierschen  Formeln 
(S.  196  Aum.  6  zu  S.  195),  die  hier  zum  erstenmal  in  einer  vöUig  sym- 
metrischen Gestalt  gegeben  werden.  Diese  wird  erhalten,  indem  man  che 
gewöhnlichen  Bezeichnungen  des  sphärischen  Dreiecks  durch  folgende 
ersetzt:  «  =  «j,  h  =  a^,  c  =  a^,  a  =  Jt  —  u^,  ß  =  ■x  —  u.2,  y  =  x  —  «j, 

s  =  -T  —  s„,  s  —  a=s^,  s  —  b  =  s^,  s  —  c  =  s^,  £  =  26^,  (?  —  «  =  -,  —  a^, 


1)  Theoria  motas  Nr.  54. 
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3  3 

<T-/3=-J-6„    6-v=l^-<,,    und    JJtgJ  =  ili^=J7tgf 

0  0 

schreibt.     Dadurch   erhält   mau   die   sämtlichen   acht,  Formeln  'in   der 

eleganten  Gestalt:  tg  -^  tg  ^=  M^)  {i  =  0,  1,  2,  3). 

Aber  die  Delambreschen  Gleichungen  liefern  noch  eine  Gruppe 
von  Formebi  der  zweiten  Klasse,  die  in  der  ihnen  von  Study  ge- 
gebenen Form  neu  sind  und  nach  seiner  Ansicht  „den  algebraisch 
einfachsten  Ausdruck  der  Aljhängigkeit  zwischen  Seiten  luid  Winkeln 
eines  sphärischen  Dreiecks  enthalten".  Es  sind  dies  drei  durch 
zyklische  Vertauschung  der  Indizes  aus  der  Form 

7   7^    r  ^  ~r  ^8  ^a  ~r  ^3  ^1         ^i  '■i 

hervorgehende    Relationen,    wobei    1-  =  ctg  -^-,    A^.  =  ctg  ^    bedeuten, 

sowie  drei  wieitere,  die  aus  diesen  durch  Vertauschung  von  /  mit  A 
entstehen. 

Wenn  man  nun  die  drei  Zähler  und  den  gemeinsamen  Nenner 
der  ersten  di-ei  Ausdrücke  mit  Ij,  1\,  Z,,  Y^  und  die  entsprechen- 
den Größen  der  zweiten  Gruppe  von  Formeln  mit  Zq,  Z^,  Z^,  Z^  be- 
zeichnet, so  sind  die  Z^  lineare  homogene  Funktionen  der  Y^  und 
umgekehrt,  und  die  Y^  wie  die  Z^  lassen  sich  durch  vier  neue  Größen 
Xq,  Xj,  Xo,  Xj  ebenfalls  linear  imd  homogen  auscb-iicken.  Führt 
man  dann  die  1'^.  und  Z-  oder  die  X^  statt  der  l^  und  X-  oben  ein, 
so  erhält  man  die  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  durch 
einfache  Gleichungen  in  diesen  Größen  ausgedrückt.  Insbesondere 
werden  die  Cosinus  der  Seiten  und  Winkel  Quotienten  gewisser  ganzer 
rationaler  Funktionen  der  Xj,  die  nichts  anderes  sind  als  die 
Eulerschen  Ausdrücke  für  die  Koeffizienten  einer  ortho- 
gonalen Substitution,  d.  i.  für  die  Koeffizienten  des  Formelsystems 

«0(3/  =  «,iSi  +  "ii%  +  «isSs  («'  =  1;  2,  3),  n-oo  =  ^^^^  '^as  den 
Übergang  von  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  3i;  32»  Bs 
zu  einem  andern  ß/,  ßs'»  os'  ^^^  demselben  Anfangspunkte  vermittelt. 
Man  sieht,  wie  sich  hier  Study s  Resultate  mit  Raabes,  Sturms 
und  Puissants  Gedanken  (S.  179  und  180)  treffen,  die  Grundformela 
der  Trigonometrie    aus    der  Koordinatentransformation  zu   gewinnen. 

In  der  Tat  liefern  auch,  wenn  cos  «^  =  -^ ,  cos  a^  =  -^  ?  cos  %  =  -^ ; 

ajj  «22  «53 

cos  «j  =  -^ ,  cos  f<2  =  "  ;  cos  «j  =  -  '    gesetzt  werden,  die  bekannten 
f«,,  «,,  a,3 


1)  Für  Dreiecke,   deren  Bestimmungsstücke  zwischen   0   und  n  liegen,  hat 
M  positiven  Wert. 
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Identitäten  zwischen  den  Koeffizienten  rt,^  der  ortho^onsilen  Snbsti- 
tutiou  direkt  die  fraglichen  Fundauicntaiglcichungen,  und  dalxii  bietet 
sich  noch  das  Theorem  dar,  dali  zu  einer  ortliogoualeu  Substitution 
in  drei  Veränderlichen  ein  bestimmtes  sphärisches  Dreieck  gehört. 

Auf  die  interessante  Abbildung  der  sämtlichen  spliärischen  Dreiecke 
auf  den  Puuktraum,  welche  dadurch  entsteht,  dali  nmu  die  X,.  als 
homogene  Punktkoordinaten  auffalit,  sowie  auf  eine  zweite  mittelst 
ebener  Kreis  vier  ecke,  die  eine  direkte  Konstruktion  der  Winkel  aus 
den  Seiten  oder  umgekehrt  liefert,  können  wir  nui'  hinweisen.  Zudem 
bemerken  wir  noch,  daß  Study  durch  eine  Ausdehnung  seiner  Unter- 
suchungen auf  den  Zusammenhang  der  elliptischen  Funktionen  mit 
der  sphärischen  Trigononieti'ie  zu  Formeln  gelangte,  welche  die  schon 
(S.  19<S — 199)  erwähnten  von  Lagrange  als  speziellen  Fall  enthalten 
und  die  Cotangenten  der  halben  Seiten  und  Winkel  (/,.,  A,|  eines 
sphärischen  Dreiecks  als  eindeutige  h(Hnogene  Funktionen  (I.  Grades 
von  sechs  Verhältnisgrölien  darstellen,  zwischen  denen  zwei  lineare 
Gleichungen  bestehen.  Auch  die.  Cosinus  und  Sinus  ergeben  sich 
dann  als  eindeutige  Funktionen  derselben  Größen,  während  dies 
bei  einer  zweiten  Darstellung  durch  elliptische  Funktionen  zweier 
Argumente,  die  er  außerdem  noch  mitteilte,  nicht  der  Fall  ist.  Es 
ist  übrigens  hei-vorzuheben,  daß  auch  zu  diesen  Resultaten  die  Voran- 
Stellung  des  Gnippeubegrifies  führte,  der  eine  neue  Zusammenorduung 
der  Weierstraßschen  und  Jacobischen  Additionstheoreme  von  vier 
Variabein  gestattete,  die  den  Ausgang  von  Studys  Untersuchung 
bildeten.  \) 

Über  die  hier  kurz  angedeuteten  Resultate  der  Arbeit  Studys 
hat  F.  Klein  in  jeuer  schon  erwähnten  Vorlesung  über  die  hyper- 
geometrischen Funktion  (1894)  berichtet  und  dabei  noch  weitere  Ge- 
sichtspunkte eröffnet.  So  teilte  er  die  Trigonometrie  in  eine  trans- 
zendente und  in  eine  algebraische  ein.  Transzendent  naimte  er 
jene  Trigonometrie,  die  sich  mit  den  Winkelgrößen  selbst  beschäftigt, 
insofern  die  Winkel  imd  Seiten  der  Dreiecke  transzendente  analytische 
Funktionen  der  gewöhnlichen  Raumkoordinateu  sind,  in  ihr  sind  alle 
Dreiecke  mit  verschiedeneu  Bestimmungsstückeu  auch  wirklich  ver- 
schieden. Algebraisch  aber  ist  jene  Trigonometrie,  welche  sich  darauf 
beschränkt,  nur  die  Relationen  zwischen  den  Cosinus  und  Sinus  der 
Bestimmungsstücke  ins  Auge  zu  fassen,  imd  zwar  heißt  sie  algebraisch 
von  der  1.  Stufe,  wenn  sie  die  Winkelgrößen  nur  mod.  2w  betrachtet. 


1)  Es  gibt  im  ganzen  4  ■  ijl  ^  iöO  Additionstheoreme,  die  dureli  eine  Gruppe 
von  ebensovielen  involutorischen  Substitutionen  ineinander  übergehen  und  von 
Study  durch  eine  Abänderung  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  in  sehr  übersicht- 
licher Gestalt  dareestellt  werden. 
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also  den  Dreiecksbegriff  von  Mölnus  zugrunde  legt.  Werden  aber 
auch  die  Formeln  zwischen  den  halben  Winkeln  in  Betracht  gezogen, 
wie  z.  B.  die  Delambreschen  Gleichungen,  so  sind  erst  jene  Dreiecke 
identisch,  deren  Stücke  sich  mod.  4,t  unterscheiden;  diese  Trigono- 
metrie heißt  von  der  2.  Stufe  u.  s.  w.  Die  Einteilung  in  eiaent- 
liehe  und  uneigentliche  Dreiecke  kommt  bei  der  1.  Stufe  gar 
nicht  in  Frage,  dagegen  tritt  sie  bei  der  2.  Stufe  sofort  in  Geltung. 
Aus  Study s  Arbeit  und  Kleins  Ideen  ist  auch  1895  eine 
Dissertation  der  Engländerin  Grace  Chisholm^)  hervorgegangen,  der 
es  unter  andern  gelang,  die  vollständigen  Systeme  für  die  Mannig- 
faltigkeit der  eigentlichen,  wie  für  die  der  uneigentlichen  Dreiecke 
aufzustellen,  d.  h.  diejenigen  Ausdrücke,  aus  denen  sieh  alle  Gleichungen 
der  betreffenden  Mannigfaltigkeit  linear  zusammensetzen  lassen.  Damit 
war  einer  jener  Gedanken  aufgegTiff'en  und  im  speziellen  durch- 
behaudelt,  die  Study  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  als  die  fernem 
Aufgaben  der  Trigonometrie  bezeichnet  hatte. 

§  4.     Einzelne  Beiträge  zur  sphärischen  Trigonometrie. 

Während  wir  im  vorigen  Paragraphen  die  verschiedenen  Ver- 
suche sich  entwickeln  sahen,  die  zum  systematischen  Ausbau  der 
sphärischen  Trigonometrie  führten,  wollen  wir  hier  jene  Beiträge  ver- 
einigen, die  nur  in  einzelnen  Formeln  oder  Theoremen  bestanden. 
Gehen  wir  wieder  zum  Anfang  des  Jahrhunderts  zurück,  so  haben 
wir  zuerst  Buzengeiger-)  zu  nennen,  der  1816  zwanzig  Relationen 
mitteilte,  welche  entstehen,  „wenn  ein  rechtwinkliges  sphärisches 
Dreieck  ABC  durch  einen  von  der  Spitze  C  des  rechten  Winkels 
ausgehenden  senkrechten  Bogen  CD  geteilt  wird;  z.  B.  ist  sin-  CD 
=  tg  AD  ■  tg  BD-  tg-' «  =  tg c  •  tg BD;  tg- c  =  tg^ &  +  tg« a  +  tg'a  tg-b^) 
U.S.W.  Auch  wurde  wiederholt*)  versucht,  ein  dem  Pythagoräischeu 
Lehrsätze  ähnliches  Theorem  in  der  sphärischen  Trigonometrie  auf- 
zustellen; Grunert^)  fand  dabei  die  Formel  cosAr  =  — , — ^-\ — ^-^— , 
'  ■^  1  -)-  sin  AjBin  A„' 

wo   die   A   die   Hälften    der   über   den   Seiten   errichteten   sphärischen 

1)  Algebraisch-gruppentlieoretische  Untersuchungen  zur  sphärischen  Tri- 
gonometrie, Göttingen  1895.  Vgl.  auch  Atti  di  Torino  XXXIV,  1899,  587—596 
und  Study  in  den  Ber.  der  sächs.  GeseUsch.  math.  phys.  Klasse  1895,  532.  — 
2)    Zeitschrift  für  Astronomie  von  Lindenau  HI,  1817,  198 — 202.    —    3)    Den 

..,1.1.       ci.       -ac  .sfc         2",      ■    1  a         26,,,         ,         r,iT.,- 

ähnlichen  batz   sin    --  =  sin    --  cos    „  +  sm        cos         hatte  schon  L  Huilier 
2  22'  22 

mit  einigen  andern  Sätzen  1810/11  in  den  Annales  de  Math.  I,  198  gegeben.  — 

4)    Vgl.  z.  B.   den  mißlungenen  Versuch   Gudermanns    im  Journal   für  Math. 

XLE,  280.   —    5)  Archiv  für  Mathem.  XI,  1848,  225. 
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Quadrate  sind.  Neue  Relationen  für  das  schiefwinklige  Dreieck  gaben 
auch  noch  Delanibre'),  Puissant-),  MoUweide  (siehe  weiter  unten), 
Möbius'')  und  in  neuester  Zeit  A.  (Jayley'j  (1821—1895),  Catalau, 
Gerondal'')  und  Dziobek*^),  doch  bieten  diese  Formeln  mehr  theo- 
retisches Interesse. 

Wichtiger  als  diese  speziellen  Resultate  waren  die  Beniüliungeii 
verschiedener  Gelehrter,  namentlich  der  Astronomen,  um  die  gefundenen 
Formeln  lirauchbar  für  die  Rechnung  zu  gestalten.   So  brachte  Gauß') 

den  Cosinussatz   in   die  Form  cos  a  =  -. —    sin  (w  -f  c),  indem  er  den 

sm  qp         VT-    I     /7 

Hilfswinkel  w   aus   der   Gleichung   ts  (p  —     °  ,    bestimmte,    und    De- 

lambre**)   gab   hierfür  eine   ganze  Reihe   von  Umformungen  au,  aus 

„       *  ^^    ■   K   ■ 
2  COS    -—  sin  0  sin  c 

denen  wir  die  eine  cos  a  —  ^  -  für  tg-a;  = -, — |— ^ als 

tos  .j;  "  cos  (c  +  0) 

neu  hervorheben,  die  sich  neben  die  schon  bekannten  Umformungen 
von    Lambert    und    Cagnoli    stellte.      Auch    die    Umgestaltung 

cos  a  = cos  (c  —  x),   wenn    tg  x  =  tg  h  cos  A    ist,    erwähnt   De- 

C09  a;  ^  ^'  o  o  ) 

lambre,  indem  er  zeigt,  daß  x  nichts  anderes  als  der  Abschnitt  AD 

ist,   den   die  Höhe  CD   auf  der  Grundlinie  AB  des   Dreiecks   macht, 

weshalb  die  Berechnung  von  a  nach  diesen  Formeln  auf  die  aus  der 

Zerspaltung   des  Dreiecks   in   zwei  rechtwinklige   gewonnene  und  von 

den  Astronomen  längst  geübte  Methode  hinausläuft.^) 

Obgleich  Delambre  die  Aufgabe,  ein  Dreieck  aus  zwei  Seiten  h,  c 

und    dem    Zwischenwinkel    ^4    zu    berechnen,    auf   zehn    verschiedene 

Arten  gelöst  hatte,  so  gelang  es  doch  Moll  weide,  noch  neun  Formeln 


l~l  Z.  B.  Astronomie  Chap.  X  Nr.  190.  —  2)  Geod&ie  I,  87.  —  3)  .lournal 
iür  Matheru.  XXIV,  85 — 92.  Hier  setzt  er  eine  von  Euler  gegebene  algebraische 
Identität  in  eine  solche  zwischen  Doppelverhältnissen  um  und  führt  dann  aut 
Urund  der  Invarianz  des  Doppelverhältnisses  bei  Projektion  die  Sinus  der  Winkel 
am  Projektionspunkt  ein.  Dadurch  erhält  er  eine  Reihe  von  Identitäten  zwischen 
den  Sinns  der  Winkel,  die  im  speziellen  zu  einigen  Sätzen  auf  der  Kugel  An- 
laß   geben.     —     4)    Messenger    of   Mathem.  I,  1872,   137.     Femer   gab  er  1880 

(Collected  Papers  XI,  97)  die  beiden  Formeln :  —  tg  —  tg  --  tg  -^  sin  (A  —  jB) 
=   tg  —  sin  .1  —   tg  -|-   sin  B     und     tg  j  (l  —  tg  —  tg  -    cos  {A  —  JS)j 

=  tg  —  cos  A  -f  tg  —  cos  B.     —     5)    Mathesis  VIII,   1888,   133    und    134.    — 

0)  Dieser  verallgemeinerte  das  Pentagramma  mirificum  von  Gauß  (Werke  III, 
481 — 490,  Vni,  106 — 117)  und  leitete  aus  der  hierbei  gewonnenen  Konfiguration 
ein  neues  Formelsystem  ab.  Archiv  für  Mathem.  2.  Serie  XVI,  1898,  320 — 326. 
—    7)    Theoria    motus.    Nr.  67.    —    8)    A.  a.  0.  175—182.    —    9)    A.  a.  0.  176. 
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Ä 


hierfür  anzugeben.  ^)    So  setzte  er  z.  B.  cos  —  "j/sin  b  sin  c  =  sin  /(  und 


fand  sin  -^  ==  1/  sin  ( ~^ f-  m j  sin  (    'T     —  uj ,    oder   er   bestimmte   y 


sin  h  sin  c  sin  A  ctg 


Olli  w    Dill  u   Olli  .o.   i'Ug  -^  / 7 — j 7 — j 

^"'*g2/  = Bin  (b  +  c) ^^  erhielt tg|  =  ]/tg 4^' tg(-4^-2/), 

welch  letztere  Formeln  dann  von  Vorteil  sind,  wenn  man  das  Resultat 
mit  großer  Schärfe  bestimmen  will.     Die  noch  fehlenden  Winkel  er- 

,  .  ,  1     -B        sin  (s  —  a)  .     A         ^    ,      C        am(s  —  a)  ,     A 

geben  sich  aus  tg  —  =  -^ ~  tg—  und  tg  — -  =  -^^ r  tg— • 

^  °    2         sm  (s  —  b)    °  2  '^2         sm  {s  —  e)    °  2 

Wir  wissen,  daß  der  Vorteil,  welcher  in  der  Benützung  der  Tan- 
genten zur  genauen  Bestimmung  von  Winkelgrößen  Iieo;t,  schon 
längst  erkannt  war,  aber  zum  Ausgangspunkt  einer  umfassenden 
Arbeit,  in  welcher  die  ganze  sphärische  Trigonometrie  mit  neuoi 
Formeln  behandelt  wurde,  machte  diesen  Gesichtspunkt  doch  erst  im 
Jahi-e  1887  der  Italiener  Domenico  Ragona.")  Er  ging  von  der 
Berechnung  der  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  aus  und  teilte 
die  sechs  möglichen  Fälle  in  zwei  Gruppen,  für  die  er  eigene  Formeln 

angab.     Z.  B.   lösen   die    Formeln   tg  9  =  tg  (45»  - -^)  ]/|i-|^^\ 

=  ±  tg  9 '  tg  ( 45° ^j   die  di-ei  Fälle:    1)   gegeben  die  Hypotenuse 

u  =  a  und  eine  der  beiden  Katheten  ß  =  \  ,  wobei  X  =  C,  bezüglich 
B,  Y  =  l.  ,  Z  =  B  beziehungsweise  C  ist;  2)  gegeben  einer  der  beiden 

Winkel,  etwa  u  =  B  und  die  gegenüberliegende  Kathete  ß  =  h,  dann  ist 
X  =  90"  —  c,  Y  =  90"  —  C,  Z  =  a  zu  setzen;  3)  gegeben  die  beiden 
Winkel  a  =  B,  /3  =  90"  -  C,  wofern  X  =  a,  Y=h,  Z=  90"  -  c  ist. 
Eine  ähnliche  Formelgruppe  löst  die  drei  noch  fehlenden  Aufgaben. 
Noch  eigenartiger  sind  die  Gleichungen  zur  Lösung  der  Aufgaben 
über  schiefwinklige  Dreiecke.  Die  Methode,  die  er  bei  ihrer  Auf- 
stellung befolgt,  besteht  darin,  daß  er  die  Winkel  X  und  1',  welche 


1)  Au.szug  aus  einem  Schreiben  an  den  Direktor  der  Sternwarte  zu  See- 
berg vom  10.  März  1816.  Zeitschrift  für  Astr.  von  Lindenau  I,  459 — 460. 
Delambre  hat  seine  Foiineln  in  Connaissance  de  temps  für  1820,  346  abgeleitet 
und  Puissant  teilte  sie  in  seiner  Göodösie  I,  106  mit.  Eine  ebenfalls  neue, 
wenn  auch  nicht  selrr  praktische  Lösung  gab  E.  Sang  in  Edinburgh  uew  philo- 
soph.  Journal  XXVIII,  1832/33,  311.  —  2j  Nuove  formule  relative  alla  risolutione 
dei  triangoli  sferici.  Memorie  della  r.  Accademia  di  scienze  in  Modena,  Serie  2, 
V,  1887,  53—119.  —  Vgl.  auch  Neil  im  Archiv  für  Mathematik  XLIX,  104—110. 
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eine  llTilic  iiiul  die  von  (Ici-scUkmi  Ecke  iiusgehende  Seitenhalbierende 
mit  eiuer  iiuliegeiiden  Seite  einseliliclien,  sowie  die  Abschnitte  x,  if, 
welche  diese  Höhe  und  die  Wiiilvclliulljioreude  aul'  der  Gegenseite 
bilden,  als  Hilfsgrößeii  einführt.  Allerdings  werden  hierdurch  lauter 
bigarithniierbare  Formeln  erhalten,  die  fast  nur  Tangenten  umschließen, 
doch  gestaltet  sich  die  Heliiindlung  der  einzelnen  Fälh?  so  umständ- 
lich, daß  die  Methode  liisher  keine  weitere  N'erwendung  gefuiulen  iiat. 
Kehren  wir  wieder  zum  Anfang  des  .laiirlnmderts  zurück!  Die 
umfassendste  Behandlung  aller  sphärischen  Dreiecksfälle  hatte  un- 
zweifelhaft Delanibre  gcgebeu'l  und  namentlich  besprach  er  auch 
die  mehrdeutigen  unter  ihnen  auf  Grundlage  der  Formeln.  Was  die 
Diskussion  der  letzteren  anlangt,  so  beschäftigte  sich  übrigens  schon 
zwei  Jahre  früher  (1S12)  L"  Hui  Her'-)  mit  dem  dop])eideutigen  Fall 
der  ebenen  Trigonometrie,  indem  er  ihn  geometrisch  zu  erläutern 
suchte,  und  Grunert^)  kam  dann  11S42  wieder  darauf  zurück,  wobei 
er  drei  verschiedene  Methoden  angab,  die  aus  der  Benützung  des 
Sinussatzes,  des  Projektionssatzes  und  endlich  des  Cosinussatzes  hervor- 
gingen. Für  das  sphärische  Dreieck  aber  gab  Matzka*)  in  einem 
Aufsatze  über  die  Bestimmbarkeit  des  sphärischen  Dreiecks  aus  drei 
Stücken    1848   zwei   Methoden   an,   von   denen   die   an    die    Gleichung 

,    .,  c  ..      sin  h  coä  a     ,      c     ,    cos  a  —  cos  h         r.         ■,  i  i  •   n       i 

tg-  -r 2 i r  tg    -  -\ i r  =  0  sich  anschließende  an 

°     2  cos  a  -\-  cos  h    °   '1        cos  o  -|-  cos  6 

Vollständigkeit   nichts   zu   wünschen   übrig   läßt,  während    die   andern 
mit  Heinsius'  Methode  viel  Ähnlichkeit  hatte. 

Die  Trigonometrie  der  Kleinkreise  hatte,  wie  wir  uns  er- 
innern, zum  erstenmal  D'Alembert  (S.  129)  einer  Betrachtung  unter- 
zogen, und  Bossut  hatte  eine  Methode  zur  elementaren  Bestimmung 
der  Fläche  eines  aus  drei  Kleinkreisen  gebildeten  Dreiecks  hinzu- 
gefügt, ohne  jedoch  eine  Formel  hierfür  zu  liefern.  Die  Aufstellung 
einer  solchen  unternahm  der  Belgier  A.  Quetelet  (179(5 — 1874)^) 
1820.  Indem  er  die  Fläche  des  Kugeloktauten  und  den  Bogen  eines 
rechten  Winkels  gleich  1  setzte,  mit  P,  P'  und  P"  die  Winkel, 
welche  die  von  den  Polen  der  Kleinkreise  nach  den  Ecken  A,  A',  A" 
des  Dreiecks  gehenden  Hauptkreisbögen  miteinander  Inlden,  bezeichnete 


1)  Eine  Eigentümlichkeit,  die  er  in  seinem  ganzen  Werke  beibehält,  ist, 
daß  er  von  Eulers  praktischer  Bezeichnung  des  Dreiecks  abweichend  die  Seiten 
mit  C,  C,  C",  die  Winkel  mit  ^4,  A',  A"  bezeichnet.  —  2)  Annales  de  Mathem. 
II,  257.  —  3)  Archiv  für  Mathem.  II,  333.  —  i)  Ebenda  XI,  300—310.  Vgl. 
auch  Lentheric,  Nouv.  Ann.  18-13,  11,  32,  Jenkins  Messenger  of  Mathem.  D, 
1873,  150—152  und  Lloyd  Tanner,  ebenda  1885,  XIV,  153—154,  der  die 
Neperschen  Gleichungen  benützt.  —  5^  Nouveaux  memoires  de  l'Academie  r.  des 
Sciences  de  Bruxelles.     II,  1822,  105—119  (vorgelegt  1820). 

V.  1!  r;t  II II  m  ii  hl,  iieBcllichte  der  Triyiinometrie.    II.  14 
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(also  äPä'  =  P  u.  s.  w.)  und  die  Winkel  PAP'  =  cc,  P'A"P"=a", 
P"A'P  =  «'  nannte,  erhielt  er  auf  sehr  einfachem  Wege  die  Formel: 
Fläche  =  4  —  a  —  a'  —  k"  +  P  •  fZ  +  P'iV  +  P"d",  wobei  d,  d',  d" 
die  senkrechten  Abstände  der  Kleiukreisebenen  vom  Kugelmittelpunkt 
ausdrücken.  Auch  bot  diese  F'ormel  den  Vorteil,  daß  man  sie  sofort 
auf  Polygone  ausdehnen  konnte.  Dieselbe  Aufgabe  nahmen  dann  ISöU 
Townsend^)  und  1853  H.  Faure^)  wieder  auf,  und  letzterer  gab  die 
elegante  Formel  F=A-\-B+C—l  80"  —  («  cos  p  +  /3  cos  p'  +  y  cos  q"), 
worin  A,  B,  C  die  Winkel  des  Dreiecks,  u,  ß,  y  die  oben  mit  P,  P',  P" 
bezeichneten  Winkel  und  p,  q',  q"  die  sphärischen  Radien  der  Klein- 
kreise sind.  Eingehender  behandelt  wurde  das  Kleinkreisdreieck  erst 
von  E.  C.  Hudson  1895  und  1898.')  Sein  Prinzip  besteht  darin, 
die  senkrechten  Abstände  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC  von  den 
parallelen  Seiten  eines  Großkreisdreiecks  DEF  einzuführen;  sind  diese 
Abstände,  Breiten  genannt,  von  den  Ecken  A,  B,  C  aus  gefällt, 
AA,  =  BB,  =  y,  AA,  =  CC^  =  ß,  BB^  =  CV,  =  a  und  die  Ent- 
fernungen ihrer  P'ußpunkte  von  den  Ecken  D,  E,  F,  DA^  =  a^^, 
DA^  =  «25  EB^  =  \,  EB,  =  b,,  FL\  =  q,  FL\  =  c.^,  femer  AB  =  c, 
BC  =  a,     CA  =  h,     so     ergeben     sich     drei     Hauptformelgruppen: 

sin  ß  4-  sin  y  cos  ^        ..,     ,.  ,        „..  .  . 

sm  a,   = — ■ ^^ ,     ähnlich     lur     sin  a.^     u.   s.   w.,     cos  A 

1  cos  7  sin  A         '  .  ' 

=  —  cos  B  cos  C  -f-  sin  P  sia  (7  cos  (a  -f  &i  +  Cj)     u.    s.    w.     und 

tg"-  = aiV-  -  sin  2;  sin  C  sm  (&^._)  _      .4)   Di^se  geben  für 

"  2        cos  A  -\-  cos  B  cos  C  -\-  sva  B  sin  C  cos  (0,  -\-  c,)     ^  ° 

spezielle  Dreiecke,  z.  B.  für  rechtwinklige  mit  nur  einer  Kleinkreis- 
seite,  sehr  brauchbare  Gleichungen.  Eine  weitere  alier  sehr  kompli- 
zierte Formelgruppe  gewinnt  Hudson  noch  durch  Anwendung  der 
Koordinaten.  Mit  diesen  Formeln  findet  er  elegante  Ausdrücke  für 
die  Radien  der  einem  Kleinkreisdreieck  ein-  und  umgeschriebenen 
foeise,  auch  gibt  er  einige  Anwendungen  seiner  Formeln  auf  astro- 
nomische Aufgaben  an. 

HervoiTagende  praktische  Bedeutung  kann  jedoch  diese  Kleinkreis- 
trigonometrie nicht  beanspruchen.  Dagegen  kommt  eine  solche  in 
eminenter  Weise  jenen  Untersuchungen  zu,  die  sich  mit  sphärischen 
Dreiecken,  aus  sehr  kleinen  Seiten  gebildet,  beschäftigen.  Den 
bedeutendsten  Satz,  der  hier  in  Frage  kommt,  den  Satz  von  Legendre, 
hatte  bereits  das  vergangene  Jahi-hundert  gebracht,  und  die  Methoden 
von  Legendre  und  Delambre,  die  die  Berechnung  solcher  Dreiecke 


1)    Nouv.   Ann.   IX,    1850,    364.     —     2)    Ebenda   XU,    1853,   221—224.     — 

3)  Quarterly  Journal  of  Mathematics  XXVII,  378—386  und  XXIX,  202—205.  — 

4)  N    ist    hier  =  y  [a\u  E  sin  (.-i  —  E)  am  {B  —  E)  sin  (C  —  E)\  ,     iE 
=  A-}-B-\-C  —  ^. 
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ausbildeten,  waren  in  iIcti  l^esitz  der  Geodäten  übergegangen,  so  daß 
die  Verfolgung  ihres  weiteren  Ausbaues  einer  Geschichte  der  Geodäsie 
angehört.  Wir  wollen  daher  aus  der  Menge  der  Beweise,  die  In  der 
Folgezeit  für  den  Legend reschen  Satz  gegeben  ^mrden,  die  haupt- 
säclilichsten  nur  in  einer  Anmerkung*)  nennen  und  noch  einige  auf 
diese  Dinge  bezügliche  Notizen  anführen.  Schon  1H18  versuchte 
Huzengeiger  Legendres  Satz  durch  einen  genauem  zu  ersetzen, 
indem  er  erst  Größen  von  der  (J.  Ordnung  vernachlässigte,  und  erhielt 

für  einen  Winkel  «'  des  ebenen  Dreiecks  «'=« — „ — r^(6^  +  6-  — 2a*) 
=  «  -  3-  +  g-^  (ctg^  +  etgy~  2ctgu).-)     1847  fügte   Grunert  und 

1874  Neil  zu  diesem  Ausdruck  noch  ein  weiteres  Korrektions- 
glied hinzu.'') 

Außer  der  Methode  zur  Berechnung  von  Dreiecksnetzen  nach 
dem  Legeudreschen  Satze  bediente  sich  aber  Delambre  bei  Berech- 
nung des  Meridianbogens  zwischen  Dünkirchen  und  Barzelona'')  noch 
einer  anderen,  die  an  Stelle  der  Berechnung  sphärischer  Dreiecke  die 
ilirer  Seimendreiecke  setzte.  Wie  wir  sahen,  hatte  Cagnoli  schon 
Formeln  augegeben,  welche  diese  Dreiecke  zueinander  in  Beziehung 
setzen;  indem  nun  Grunert  1805°)  wieder  auf  diese  Relationen  zu- 
rückkam, gelang   ihm  die  Aufstellung  eines  interessanten  Satzes,   der 


1)  Die  Beweise  von  Legentire  und  Lagrange  haben  wir  bereits  S.  159, 
Anm.  5  angefi'ilirt.  Bezüglich  Legeudre  vgl,  auch:  Geometrie,  Appendix  zur 
Trigonometrie  Nr.  CV.  Delambre  gab  eine  Verifikation,  nicht  aber  eine  Ableitung 
des  Satzes  in  Methodes  analytiques  pour  la  detennination  d'un  arc  du  meridien, 
1798/99.  1818  veröffentlichte  dann  Buzengeiger  den  ersten  Beweis,  der  er- 
kennen läßt,  unter  welcher  Voraussetzung  der  Satz  richtig  ist,  Zeitschrift  für 
Astronomie  von  Lindenau  VI,  264 — 270.  1841  gab  Gauß  einen  sehr  exakten, 
wenn  auch  komplizierten  Beweis  im  Journal  für  Mathem.  XXH,  96.  Darüber 
Grunert  im  Archiv  für  Mathem.  I,  436,  1841.  Dieser  gab  zwei  neue  Beweise, 
ebenda  1854,  XXIII,  111  ff.  Femer  Winkler,  Journal  für  Mathem.  XLIV,  1852, 
273—274  und  ähnlich  Tissot,  Nouv.  Ann.  1862,  2.  Serie  I,  öS.  Merteus, 
Zeitschrift  für  Mathem.  und  Phys.  XX,  1875,  248,  ebenso  Neil,  ebenda  1874, 
XIX,  324  fl".  —  Auf  beliebige  Flächen  ausgedehnt  hat  Gauß  Legendres  Ver- 
fahren in  seinen  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas  1827.  —  2j  Diese 
Ergänzung  gibt  auch  Bessel  an.  Vgl.  Wolf  H.  A.,  I,  233  und  Gauß  hat  die 
obige  Formel  in  seinen  Disquisitiones  generales  1827,  §  27  (Werke,  IV,  257)  als 
Spezialfall  aus  der  Formel  für  ein  Dreieck  auf  beliebiger  Fläche  erhalten,  —  3)  Archiv 
für  Mathem.  IX,  8 — 45  imd  Astronomische  Nachrichten  LH  Nr.  1228,  49,  sowie 
Zeitschrift  für  Mathem.  XIX,  324  ff.  —  4)  Base  du  Systeme  metrique  decimale 
etc.  3  Voll,  in  4°,  Paris  1806,  7,  10.  —  5,  Archiv  für  Mathem,  XXV,  197—210; 
einen  zweiten  Beweis  gab  Unferdinger  ebenda  1859,  XXXIU,  89 — 91.  Auch 
Mossotti  hat  1850  einen  Ersatz  des  Legendreschen  Satzes  im  Falle  des  Sphäi-oids 
gegeben,  Annali  di  Matem,  I,  396,  vgl.  auch  Airy  in  Philosophical  Magazine 
1850,  XXXVI,  96  und  .Simonelli  in  Annali  di  Matem,  1854,  V.  186. 
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sich  ebenbürtig  neben  jenen  Legendres  stellt,  und  den  Nagel  1856 
noch  präziser  formulierte.*) 

Zu  den  für  höhere  Geodäsie  und  Astrououüe  wichtigen  Methoden 
gehören  auch  die  Berechnung  der  Dreiecksstücke  und  die  Lösung 
gewisser  trigonometrischer  Gleichungen  durch  Reihen,  wie  sie  La- 
grange (S.  138  if.),  Lambert  und  Delambre  gaben;  den  Formeln, 
die  der  letztere  in  seinen  analytischen  Methoden  zur  Bestimmung 
eines  Meridianbogens  benützt  hatte,  fügte  Mo  11  weide  1807  nocli 
einige  hinzu-),  auch  vervollständigte  er  in  einer  anderen  Abhandlung 
desselbeu  Jahres,  wie  gleich  hier  bemerkt  werden  mag,  die  von 
Snellius  zuerst  angewandte  und  von  Lambert  verbesserte  Berech 
nuug  ebener  Dreiecke  ohne  Tafeln,  indem  er  durch  Einführung  der 
Reihen  für*  die  Funktionen  die  Gültigkeitsgrenzen  dieser  Formeln 
untersuchte"),    und    im    Anschluß    hieran    machte    Olbers    die    neue 

Gleichung  bekannt*):  <P=w-t^ — ,  die  die  Hypotenuse  des  zu  be- 
stimmenden Dreiecks  nicht  enthält.  Mit  jenen  Reihen  zur  Berechnung 
der  Elemente  sphärischer  Dreiecke  aber  beschäftigte  sich  auch  1817 
Legendre  im  Exercise  du  calcul  integral  (II,  238)^)  und  wieder  1852 
Grunert^)  in  seiner  bekannten  breiten  Weise,  und  Encke  (1791—1865) 
gab  eine  Zusammenstellung  der  hauptsächlichsten  dieser  Reihen  in  den 
Astronomischen  Nachrichten  Nr.  562.  Daran  knüpfte  1874  hinwiederum 
Ligowski  an'),  indem  er  etwas  andere  Ableitungen  brachte,  während 
Meißel*)  1879  und  1880  von  der  Transformation  zweiter  Ordnung 
der  elliptischen  Funktionen  ausgehend  neue  Resultate  gewann.  Dabei 
erhielt  er  den  interessanten  Satz:  „Zu  einem  sphärischen  Dreieck  mit 
den   Elementen    a,  h,  c;  a,  ß,  y    existiert    stets    ein    zweites    mit   den 


1)  Zeitschrift  für  Math,  und  Phys.  I,  257 — 275.  Dabei  teilt  Nagel  Formeln 
mit,  ilie  J.  Riedl  von  Leuenstern  (Beiträge  zur  Theorie  der  Sehnenwinkel, 
Wien  1827_)  und  Faber  (der  Erfinder  der  Sprechniaschinei  fanden,  und  leitet 
aus    ihnen    den    Satz    von    Gruuert    ab.     Die    Hauptformeln    Grunerts    sind 

«i°  (^  -  t)             '^"  (^  ~  t) 
c,  =  a,  ^ =  h^ u.  s.  w.,  wo  rt, ,  t, ,  c,    die  Seiten  des 

sä  {^A  -  -^)  sin  (b  -  ^) 

Sehnendreiecks  bedeuten.  —  2)  Monatl.  Korresp.  von  Zach  XV,  441 — 451.  — 
3)  Ebenda  XVI,  18 — 35.  So  ist  z.  B.  die  euie  der  beiden  Formeln  des  Snellius 
(Tl.  I,  S.  244)  durch  die  genauere  qp  ^  „^  (4  tg  qp  -|-  32  sin  qp  —  3  sin  2  qp)  —  j^.-  qp' 
zu  ersetzen.  —  4)  Ebenda  535).  —  5)  Vgl.  auch  seine  Trigonometrie  Nr.  C — CIV. 
—  6)  Archiv  für  Mathem.  XVIII,  420—452.  —  7)  Archiv  für  Mathem.  LM,  328—332. 
A.  Saporetti  gab  1887  in  den  Memorie  deU'  Accad.  r.  di  Bologna,  4.  S.  Vlll, 
59 — 62  eine  elementare  Lösung  der  Gleichung  tg  i/  =  m  ig  x.  —  8)  Archiv  für 
Mathem.  LXIV,  447  und  LXV,  429,  soisae  in  Astronomische  Nachrichten  XCV, 
Nr.  22G1,  69—74  und  in  Mathem.  Ann.  XV,  380  und  XVI,  529—532. 
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Stücken    a^,  h^,  f,;     «j,  (i^,  j',,     so    flau    «,  =  — 3L^ ^     u.   s.   w. 


« 


tg*-^  =  —     u.  .s.  w.   ist."'     Mit    Hilfe    dieses    Satzes   lassen   sich    die 


Differenzen  zwischen  Seiten  und  Winkeln   in   liechnunj^  ziehen. 

Die  Maskelynsclie  Kcffel  zur  nerticliniing  der  Fniiktioueu  kleiner 
Winkel,  die  wir  S.  157  kennen  lernten,  war  von  ihrem  Erfnder  ohne 
Beweis  mitgeteilt  worden;  einen  solchen  hat  wohl  zuerst  Tralles  1804 
gegeben  (siehe  ebenda  Anni.  3).     1H58  ersetzte  sie  Wolf  er  s')   durch 

die    genaueren    Formeln:    sin  .r  =  ./■  (cos*  a,  +  -  -  a:' cos  a;|    und    tg  o; 

=  X  (sec*  X  +  TT  *'')  >  die  bei  Vernachlässigung  von  .^'*  in  die  früheren 

180"  a;'  /         X-  \2i 

übergehen,  wogegen  Hill-j  schon  1H41  sin         x  =  x — 6"(^'~4')o) 

anführte,  ein   Wert,   der  z.  B.  für  x  =  0,1   ein   in   15  Ziffern  richtiges 
Resultat  gibt,  während  man  mit  der  Formel  cosa;=  1  —  g  (1  ~  ßn) 

schon    13  richtige   Dezimalen    erhält  und  ig  x  =  x  :  il  —        y    noch 
für  a.-  =  11«  18'  36"  =  0,2    7  richtige  Ziffern  liefert.') 

Zur  Berechnung  der  Bögen  kleiner  Winkel  aus  gegebenem  Sinus 
ersann  Bohnenberger^)  (1765 — 1831)  im  Jahre  1826  seine  Addita- 
meutenmethode,  welche  die  Benützung  der  Zahlen  S  von  Callet 
ersetzte  (S.  158)  und  einfach  auf  der  Berechnung  von  x  aus  der 
Arcussinusreihe  beruhte.  Die  von  ihm  konstruierte  Tafel  gibt  an, 
was  zu  log  sin  x  addiert  werden  muß  (das  Additament),  um  den  Loga- 
rithmus des  Bogens  hinlänglich  genau  zu  liefern.  Dieselbe  Aufgabe 
löste  1841  Grunert'')  auf  anderem  Wege,  indem  er,  um  tp  aus 
cos  (f  =  Ä  oder  sin  9)  =  .1  zu  bestimmen,  &  aus  A  =  tg  9-  berechnete, 
was    jederzeit    mit    der    nötigen    Genauigkeit    möglich    ist,    dann    aus 

cos  qp  =  tg  J^ ,    tg  ^-  =  +  ytg  (45"  —  -9-)    und     aus     sin  cp  =  tg  &, 


1)  Archiv  für  Mathem.  XXX,  359.  Ähnlich  auch  schon  Matzka,  ebenda 
XIII,  1849,  138.  —  2)  Ebenda  I,  191—193.  Vgl.  auch  Vincent,  Nouv.  Ann.  I, 
1842,  272  und  Lionnet,  ebenda  H,  1843,  216;  endlich  Todhunter:  Plane 
Trigonometiy,  1859,  87—88  und  Rawson,  Messenger  of  Math,  m,  1866,  101.  — 
3)  In  Gauß"  Nachlaß,  Werke  Vni,  128  findet  sich  ein  anderes  Verfahren  skizziert. 
—  4)  De  computandis  dimensionibus  trigonometricis  in  superficie  terrae  sferica 
institutis  commentatur  Joan.  Theoph  Fried.  Bohnenberger  (Tübinger  Uni- 
versitätsprogramm), deutsch  von  A.  Hammer,  Stuttgart  1885.  Vgl.  auch  Neil 
in  Zeitscluift  für  Mathem.  und  Phys.  1874,  XIX,  324  ff.  —  5)  Archiv  für 
Mathem.  I.  73. 
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tg  (-45"  —  -f^)  =  ±  l/tg  (45"  —  &■)    ableitete    und   mit    diesen    Formeln 

sich  9?  verschaffte. 

Die  Differentialformeln  für  ebene  und  sphärische  Dreiecke 
waren,  wie  wir  sahen  (S.  156),  von  Cagnoli  bereits  in  großer  Voll- 
ständigkeit zusammengestellt  worden.  Beiträge  hierzu  gaben  noch 
Mollweide  1S07 ')  und  Wolfers  1847°),  der  die  Hauptformeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  einerseits  nach  allen  darin  vorkommenden 
Größen  differentiierte  und  dadurch  Gleichungen  erhielt,  die  im  speziellen 
die  bekannten  Fehlergleichungen  enthielten,  andererseits  durch  Vor- 
nahme einer  zweiten  Differentiation  neue  Formeln  ableitete.  EntUich 
hat  A.  Hammer  namentlich  die  Formeln  für  das  ebene  Dreieck  in 
sehr  eleganter  Gestalt  dargestellt'),  indem  er  sie  nach  vier  Fällen: 
Gegeben  1)  A  a,  A  ß,  A  y,  2)  AI,  Ac,  A  a,  3)  A  a,  Ah,  Aa, 
4)  Au,  Ah,  A  c  anordnete.  Die  dem  letzten  Fall  entsprechenden 
Formeln  werden  in  der  von  ihm  zuerst  mitgeteilten  Form 
■  (A  a)"        /Aa        A  6\  /A  a        A  c\     ,      „ 

wo  q"  = ist,    angegeben.     Differentialformeln    für  die  Poly- 

gonometrie  teilte  Christian  Ludwig  Gerling  (1788  — 1864)  in 
seiner  „Ausgleichungsrechnung  in  der  praktischen  Geometrie",  Ham- 
burg 1843  (p.  334—340)  mit. 

§  5.     Die  Goniometrie  als  ein  Teil  der  Fiinktionenlehre. 

Wir  haben  schon  im  ersten  Paragraphen  dieses  Kapitels  erwähnt, 
daß  man  erst  in  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jalirbnuderts  ganz  all- 
mählich von  der  Definition  der  goniometrisohen  Funktionen  als  Linien 
zu  jener  durch  Verhältnisse  überging,  so  daß  z.  B.  noch  A.  Ripsal 
1846  in  den  Nouvelles  Annales  (V,  84)  und  De  Morgan  in  der 
English  Cvclopaedia  1861  (VIII,  370)  auf  die  Notwendigkeit  der  all- 
gemeinen Einführung  der  letzteren  Definition  hinweisen  konnten.  Ja 
selbst  Lagrange  und  Cauchy,  die  Schöpfer  der  Funktionentheorie, 
gingen  sogar  bei  ihren  analytischen  Untersuchungen  noch  von  der 
alten  aus  der  Geometrie  entnommenen  Definition  aus,  weim  auch 
ersterer  gelegentlich  zeigte,  wie  man  aus  der  Gleichung  c"  =  cosa;  +  is^'mx 
die  Additionsformeln  und  damit  die  sämtlichen  goniometrischen 
Gleichungen  dii-ekt  ableiten  könne. ^)     Damit  soll  jedoch  nicht  gesagt 


1)  Monatliche  Korrespondenz  von  Zach  XV.  441.  —  2j  Archiv  für  Mathem. 
X,  431.  Tgl.  auch  J.  \V.  Warren  in  Quarterly  Journal  of  Mathem.  XX,  170.  — 
3)  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  Stuttgart  1897,  4(J4 — 405. 
—  4)  Le^ons  sur  le  calcul  des  fonctions,  Le90n  X,  2.  Aufl.  von  1806  in  Oeuvres 
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sfin,  (laß  sich  nicht,  wenn  auch  mir  vereinzelt,  das  Bestreben  geltend 
iiuichte,  eine  selbständige  Theorie  der  gonionietrischen  Funktionen 
uuabhiinjfi«^  von  ihrer  geometrischen  Entstehung  und  ilirer  Hcdeiitung 
für  die  Trigonometrie  zu  schaffen.  Da  aber  eingehende  Untersuchungen 
liicriiber  einer  Geschichte  der  Funktionentheorie  angehören,  so  lassen 
wir  nur  einige   kurze  Hcnierkungcn  folgen. 

Der  erste,  welcher  einen  Versuch  einer  rein  analytischen  Be- 
gründung der  Lehre  von  den  Winkelfunktionen  wagte  (1^12/13),  war 
Johann  Georg  Tralles  (1763 — 1^22)'),  aber  seinen  äußerst  schwer- 
fälligen Untei-suchungen  wurde  wenig  Beachtung  geschenkt.  ISBO  gab 
dann  Gudermann-)  und  1S31  August  Leopold  Grelle'')  (_178U — 
ISöö)  nach  einer  Neubegründuiig  der  Definitionen  von  sin  x  und 
cos  .r  durch  die  Exponentialfunktion  eine  Theorie  jener  Funktionen, 
während  Karl  Heinrich  Schcllbach  (1S()5 — 1892)  eine  sehr 
schätzenswerte  Abhandlung  über  die  einfachsten  periodischen  Funktionen 
schrieb*),  in  welcher  er  von  einer  unendlichen  Produktform  ausging. 
1858    legte   J.  Heinrich    Durege*)    (1821—1803)    die    Definitions- 

X 

"leichimg  n  =  i  — :^=  ,    x  =  sin  «    zugrunde    und    verschaffte    sich 

0        ' 

dui-ch  die  Integration  der  Differentialgleichung    ,  +    , .  =  0 

das  Additionstheoreni  für  den  Sinus  und  damit  die  Quelle  aller  Eigen- 
schaften dieser  Funktion.  Dieser  letztere  Weg  war  übrigens  längst 
von  Euler")  und  Ferdinand  Eisenstein  (1823—1852)'),  vorbereitet, 
und  die  Methode  steht,  wie  auch  die  Schellbachs,  in  so  enger  Be- 
ziehung zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  daß  ihj-e  zeitliche 
Entstehung   nur   von   dieser   aus  verstanden  werden  kann.     Auf  einer 


de  Lagrange,  Ed.  Serret,  X,  HD— 111.  Vorgetragen  wurden  diese  Lektionen 
schon  1799,  veröffentlicht  zum  erstenmal  isdi  in  Seance  des  Ecoles  Nor- 
males (an  EX). 

1)  Abhandl.  der  Berliner  Akademie  181-2/13,  161—239,  gelesen  1810.  — 
2)  Journal  für  Mathem.  VI,  5  tf.  —  3)  Ebenda  \TI,  231  ff.  Vgl.  auch  A.  Cayley 
im  Artikel  „Function"  der  Encyclopädia  Britannica,  9.  Aufi.,  XI,  .524.  — 
4)  Journal  für  Mathem.  XLVIH,  1854,  207—236.     Eine  ähnliche  Ableitung  aus 


n  —  —je«  L    wo    n    von  —  c»  bis  -f  c»  mit   Aus- 


der  Formel  S{x)  =  xU' 

Schluß  der  NuU  läuft,  hat  1897  A.  Pages  gegeben:  Nouvelles  Ann.  1897,  3.  S., 
XVI,  341—365.  —  5)  Zeitschrift  für  Mathem.  und  Phys.  III,  241.  Siehe  hierüber 
auch  Encyclopädia  Britannica  Artikel  „Trigonometry",  572—573.  —  6)  Insti- 
tutiones  calculi  integralis,  Petrop.  1768—1770,  1,  Sectio  11,  Cap.  V,  besonders 
Probl.  74,  Coroll.  1,  431  und  Probl.  75.  Coroll,  4,  439.  —  7)  Journal  für  Mathem. 
XXX,  211—214. 
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ähnlicheii  Basis  wie  Tralles  hat  Eduard  Lucas')  (1842 — 1891) 
1878  eiae  vollständige  Theorie  der  einfach  periodischen  Funktionen 
entwickelt,  indem  er  auch,  wie  seiner  Zeit  Gudermann,  die  Hyperbel 
funktionen  mit  einbegrifF,  R.  Götting-)  gab  1881  eine  elementare 
Ableitung  der  trigonometrischen  Funktionen,  indem  er  von  den  De- 
finitionsgleichungen «i._i  +  «i  +  i  =«!«,.,  «x-i -«A  +  i  = ''i^*  ausging, 
wobei  «(,  =  2«j  eine  beliebige  reelle  oder  imaginäre  Zahl  ist  und 
h^  =  +  ]/«(,  —  «2  darstellt.  Mit  Hilfe  des  2w-Eckes  gelingt  schließ- 
lich,   nach  Entwicklung    der  Haupteigenschaften    obiger    Zahlen,    der 

a■^  I      n  \     ^?         .     /     -jt  \  . 

Nachweis,  daß  —  =  cos  (  A  „—  ),  ~  =  sin  I  X—-  I  ist.  Eine  einheitliche 
'  2  V     2  M  / '    2  \    2  n  / 

Ableitung  der  Kreis-  und  Hyperbelfunktionen  gab  auch  J.  v.  Villar- 
ceau')  in  einer  Note  über  die  Periode  der  Funktion  v.  Desgleichen 
suchte  1895  R.  F.  Muirhead*)  die  durch  die  Funktionalgleichungen 
9'C'''  +  y)  =  (p{x)il>{y)  +  ip(x)q>{y)  und  xp(x  +  y)  =  rl>{x)rp  (y)  —  (p(x)(p(y) 
bestimmten  Funktionen  (p  (x)  und  xp  (x)  mit  ganz  elementaren  Hilfs- 
mitteln auf  und  fand,  daß  unter  der  Voraussetzung  (p(x)--\-  T/'(a;)^=  1, 
9  (x)  =  sin .-r,  iIj(x)  =  cosx  werden;  auch  zog  er  die  übrigen  durch 
jene  Definitionsgleichungen  bestimmten  Fmiktionen  in  den  Kreis 
seiner  Betrachtung;  1896  hat  der  Italiener  G.  Fubiui')  von  dem 
Algorithmus  des  arithmetischen  und  geometrischen  Mittels  ausgehend 
eine  elementare  Ableitung  der  Kreis-  und  Hyperbelfunktionen  geliefert, 
und  1897  gab  Alexander  Chessin^)  mit  den  modernen  Mitteln  der 
Funktionentheorie  eine  einwandfi-eie  Begi'ündung  der  ganzen  Lehre 
von  den  einfach  periodischen  P^unktioneu  und  damit  auch  von 
den  Kreis-  und  Hyperbelfimktionen. 

Wie  diese  verschiedenen  Versuche  zur  Begründung  einer  Theorie 
der  trigonometrischen  Funktionen,  so  gehören  auch  die  Ableitungen, 
welche  bis  auf  unsere  Zeit  für  die  sie  darstellenden  Potenzreihen,  für 
die  Partialbruch-,  die  Produkt-  und  Ketteubruchentwicklungeu  gegeben 
wurden,  sowie  die  Methoden  zur  Gewinnung  der  zyklometrischen 
Reihen   und   zur  Ableitung   und  Untersuchung  derjenigen  Reihen,  die 


1)  Theorie  des  functions  numOriqucs  simplement  periodiques,  Bi-uxelles  1878 
und  in  neuer  Bearbeitung  im  American  Journal  of  Mathem.  I,  1878.  Vgl.  auch 
die  Darstellung  bei  S.  0 flu t her:  „Die  Lehre  von  den  gewöhnlichen  und  ver- 
allgemeinerten Hyperbelfunktionen",  Halle  1881.  —  2)  „Die  Funktionen  Cosinus 
und  Sinus  beliebiger  Argumente  in  elementarer  Darstellung",  Berlin  1881.  — 
3)  Comptes  rendus  de  l'Acad.  Fran9.  LXXXIII,  1876,  594 — 600.  —  4)  Proceedings 
of  the  Edinburgh  Math.  Soc.  XTV,  1895/96,  127—134.  —  5)  Periodico  di  Matern. 
Xn,  169—178.  —  6)  American  Journal  of  Mathem.  XIX,  1897,  217—258.  Be- 
merkt mag  noch  werden,  daß  die  Ableitung  der  Periodizität  für  sin  und  cos 
aus  den  sie  definierenden  Reihen  Baltzer  gegeben  hat.  Element.  I,  1860,  §  25, 
Nr.  7,  148—149. 
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COS  wx'  und  sin  in  X  (für  bulicbigea  tu)  durch  J'oteuzen  von  sinu;  uud 
C08X,  oder  umgekehrt  sin'";«:  und  cos"'.r  durch  die  Minus  und  Cosinus 
der  Vielfaclien  des  Argumentes  ausdrücken,  einer  Geschichte  der 
Funktionenthcorie  an,  so  daß  wir  uns  auch  nach  dieser  Richtung  auf 
eine  kurze  Orientierung  beschränken  kruincn. 

Was  zunächst  die  für  die  Multiplikatidu  und  Teilung  der  trigono- 
metrischen Funktionen  wichtisjen  Entwickhiugen  von  cos  m:r  und 
sin  niiE  anlangt,  so  finden  sich  die  meisten  der  hier  in  Betracht 
kommenden  Gleichungen  schon  in  Mauduits  uns  längst  bekamiten 
„Principes  d'Astrouomie  spherique"  von  1765  in  allgemeiner  Form, 
allerdings  ohne  Beweis  zusammengestellt,  Jjagrange  hat  dann  in 
seinen  „Le(;ons  sur  le  caleul  des  fonctions"  10  Reihen  für  cos  in  x 
und  sinw(x  angegeben'),  die  teils  nach  steigenden,  teils  nach  fallen- 
den Potenzen  von  sin  x,  resp.  cos  x  allein  fortschreiten,  indem  er  sie 
mit  Hilfe  des  Moivrescheu  und  des  ßinomialtheorems  ableitete,  während 
Cagnoli^j  acht  unter  ihnen  nur  mit  elementaren  Mitteln  entwickelt 
hatte.  Den  10  Formeln  Lagranges  fügte  dann  Lacroix^)  die  noch 
fehlenden  vier  hinzu,  kümmerte  sich  aber  ebensowenig  w^ie  seine  Vor- 
gänger darum,  welclie  von  diesen  Reihen  und  innerhalb  welcher  Grenzen 
sie  für  einen  nicht  ganzzahligen  Wert  von  m  gültig  sind;  diese 
Frage  hat  erst  Cauchy')  in  seinem  „Conrs  d'Analyse"  1821  für  die 
beiden  nach  cos  x  und  sin  x  zugleich  fortschreitenden  lieihen  und  in 
seinen  „Exereises  de  mathematiques"  1826'')  für  einige  der  übrigen 
endgültig  gelöst.^) 


1)  A.  a.  0.  114 — 117.  Was  dio  mit  diesen  Gleichungen  für  ganzzahliges 
)it  in  Beziehung  stehende  Kreisteilungsgleichungen  (sie  ergehen  sich  für  m  x 
=  •Ikn)  anlangt,  so  bemerken  wir  nur,  daß  die  Frage  ihrer  algebraischen  Lös- 
barkeit (S.  153  Anm.  4)  durch  Gauß'  berühmte  Disquisitiones  arithmeticae 
Lipsiae  1801,  4°,  VTI.  Abschnitt  endgültig  erledigt  wurde.  —  2)  Cose  Trigono- 
metriche  a.  a.  0.  9  fF.  und  Trigonometria  1808,  lOö — 107.  —  3)  Traite  du  caleul 
differentiel  et  integral,    2.  Aufl.  1810,  85.    —    4)   Oeuvres   II,    Serie  IH,  248  — 

5)  Sur    l'anahse    des    sections    angulaires,    Oeuvres   ü,    Serie  VI,    16  —  17.    — 

6)  Poinsot  stellte  an  Lagrange  anschließend  in  „Recherches  sur  l'analyse 
des  sections  angulaires",  Paris  1825,  4°,  allgemeinere  Entwicklungen  von  der 
Form     auf:     cos  mx  =  .l(i"'  +  *-'")  P„  +  {  l,.:"""'  -f  »'■"")  m  P,     wo     P„ 

.    ,    »»'        »       ,    m-(»i*  —  4)       ,      ,              ,  „                    m^—l-       ,      , 
=  1  -|-  — -  cos-  X  -| ^^— -j cos'a;  +  ■  ■  ■  "°"  "  =  '^'^^^ b i  —  cos' j;  +  •  ■  ■ 

sind,  und  hielt  sie  für  alle  Werte  von  in  für  gültig.  Brinklev  griff  ihre 
Richtigkeit  an  in  Dublin  philos.  Journal  1826,  391,  aber  1841  wurden  sie  wieder 
neu  abgeleitet  in  The  Cambridge  mathem.  Journal  U,  129.  1830  gab  Grelle 
eine  Entwicklung  mit  Berücksichtigung  der  Konvergenz  im  Journal  für  Mathem. 
V,  197,  1836  eine  solche  Grunert  im  Supplement  zu  Klügel  II,  Artikel  Gonio- 
metrie, und  1845  nach  einer  neuen  Methode  R.  Moon  in  Cambridge  mathem. 
Journal  IV,  250  und  ebenda  D.  F.  Gregory  für  gebrochenes  m.     Von  neueren 
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In  engster  Beziehung  zu  diesen  Reihen  stehen  die  Entwicklungen 
von  cos"'a;  und  sin"'x  nach  ("osinus  und  Sinus  der  Vielfachen  des 
Argumentes.  Wie  wir  wissen,  hatte  schon  Euler  solche  angege})en 
(S.  1U8),  die  für  gauzzahlige  »i  völlig  richtig  sind,  dagegen  bemerkte 
Poisson  1811  zuerst'),  daß  sie  für  gebrochene  Werte  von  m  zu 
falschen  Resultaten  führen,  und  diese  Bemerkung  veranlaßte  eine 
ziemlich  umfangi-eiche  Literatur,  die  sich  bis  zu  einer  Abhandlung 
von  Kummer  l>!3n-)  und  noch  weiter  fortsetzte,  auf  die  wir  aber 
hier  nicht  näher  eingehen  können.^)  Auch  in  diesem  Gebiet  hat 
wieder  Cauchy  durch  seine  Konvergenzuntersuchungen  zuerst  Klar- 
heit geschaffen. 

Zur  Entwicklung  der  trigonometrischen  Funktionen  in 
Potenz  reihen  wurden  verschiedene  Methoden  angewandt.  Eine  ist 
die  Methode  der  Grenzen,  wie  Lagrange  das  von  Euler  schon 
in  den  Litroductio  (siehe  S.  105)  gebrauchte  Verfahren  nannte.  Das- 
selbe ist  in  präziserer  Form  nachmals  noch  oft  wiederholt  worden. 
Ganz  einwandfreie  Ableitungen  mit  Grenzbetrachtungen  hat  zuerst 
Cauchy  im  Cours  d' Analyse*)  1821  und  in  den  Resumes  analytiques^) 
1833  gegeben,  und  zwai-  an  ersterer  Stelle,  indem  er  von  den  Reihen 
für  siumx  und  cos  mx  ausging,  an  der  zweiten  Stelle,  indem  er  den 

1  H )    =  e"  =  cosa;  -4-  /  sin  x  benützte   und  aus  der 

...-^  '»'' 

Reihenentwicklung  für  e^'  die  beiden  Reihen  für  sin  x  und  cos  x  ge- 


Arbeiten wollen  wir  nur  Catalan,  Nouvelles  Ann.  :i.  Serie  ü,  188.?,  .529  und 
M.  d'Ocagne,  Nieuw  Archief  voor  wiskunde,  Amsterdam  XVn,  229 — 232  an- 
merken, der  eine  elementare  Ableitung  gab.  Über  Multiplikation  und  Division 
der  Kreis-  und  Hyperbelfunktionen  schrieb  auch  W.  Trzaska  1878,  Denkschr. 
der  Pariser  Gesellseh.  der  exakten  W.  und  F.  Caldarera  Giornali  di  Matem.  1897. 
11  Corresp.  sur  TEcole  Polytechnique  11,  212.  —  2)  Jom-nal  für  Mathematik 
XIV,  110.  Er  gibt  dort  ganze  Klassen  von  Reihen  an,  unter  denen  sich  auch 
einige  von  Fourier  in  der  Theorie  de  la  chaleur  1822  angeführt  finden.  — 
3)  Die  ältere  Literatur  hierüber  findet  sich  in  Grunerts  oben  angeführtem 
Artikel  700 — 701  angegeben  und  deckt  sich  teilweise  mit  jener,  die  wir  für  die 
Entwicklung  von  sin  m.r,  cosjK.r  anfühi-ten.  —  4)  Oeuvres  11,  Serie  in,  248 — 254, 
auch  faßte  er  hier  bereits  die  Konvergenzgrenzen  ins  Auge.  —  5i  Oeuvi-es  2.  S. 
X,  133  if.  Eine  Ableitung  mit  Grenzbetrachtungen,  die  sowohl  von  der  An- 
wendung des  Imaginären  als  auch  von  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten frei  ist,  hat  Schlömilch  1844  im  Archiv  für  Mathem.  V,  326  tt'.  gegeben; 
vgl.  auch  Grunert  ebenda  1857,  XXIX,  452 — 473  und  seine  „Mathematischen 
Abhandlungen'',  Altona  1822,  I.  Sammlung,  ferner  Supplement  zu  Klügel  I, 
508—514.  Das  Imaginäre  benützend  hat  derselbe  1846  (VIII,  272—317)  unter 
anderem  auch  die  Entwicklung  der  trigonometrischen  Funktionen  vom  Stand- 
punkte der  damaligen  Analysis  behandelt.  —  Eine  elementare  Ableitung  gab 
auch  E.  Sang  im  Journal  of  the  r.  Soc.  of  Edinbui-gh  IX,  400  —  402. 
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wann.  Dagerfon  entwickelte  La<:^ran<Te'),  und  viele  folgten  ihm  darin 
naeh,  die  i'raglicheii  Reihen  mit  Hilfe  der  MaclauriiiNtdien  Reihe, 
während  wieder  andere,  darunter  Laeroix  in  seinem  vielgelesenen 
Traite  du  calcul  ete.,  die  alte  Methode  der  unl)esti  mmten  Koeffi- 
zienten anwandten  und  die  Koeffizienten  teils  elementar,  teils  mit 
Difierentialreehnung  aufsuchten.  ^) 

Eigentümliche  Reihen  hat  Schell hach  in  der  schon  erwähnten 
Abhandlung  fS.  ^15,  Anm.  4)  für  alle  trigonometrischen  Funktionen 
gegeben'),  indem  er  von  der  Partiall)ruchzerlegung  derselben  ausging, 
die  dann  später  (1868)  wieder  eingehend  Schröter*)  und  1879 
Frenzel^)  behandelten.  Ahnliche  Reihen  wie  Schellbach  stellten 
auch  Glaisher")   1878  und  David')   1883  auf 

Übrigens  zogen  diejenigen  Autoren,  welche  sich  mit  allgemeinen 
funktionentheoretischen  Untersuchungen  beschäftigten,  natürlich  auch 
die  Reihendarstellungeu  der  zyklo metrischen  Funktionen  in  den 
Kreis  ihrer  Betrachtungen  und  nahmen  auch  die  schon  von  Johann 
Bernoulli  und  Euler  gegebenen  Produktdarstellungen  der  trigono- 
metrischen Funktionen  wieder  auf.  Für  die  ersteren  gab  Cauchy 
die  Konvergenzgi-enzen  an,  und  was  die  letzteren  betrifft,  so  war  er 
ebenfalls  der  erste*),   der  eine   sti-enge  Ableitung  mitteilte,   indem  er 


1)  Lefons  sur  le  calcul  des  fonctions,  Le9on  V,  Oeuvres  X,  40 — 47  und 
Theorie  des  fonctions,  Paris  1813,  Oeuvres  IX,  Chap.  III  und  IV.  —  2)  Diese 
Methode  wiu-de  auch  in  neuester  Zeit  ^vieder  angewendet,  indem  z.  B.  John 
Jack  in  den  Proeeedings  of  the  Edinburgh  Math,  Soc.  VUI,  1804—95,  132—135 
die  trigonometrischen  und  zyklometrischen  Reihen  unter  Annahme  der  Reihen- 
form aus  den  Additionstheoremen  dieser  Funktionen  ableitete.  —  3)  A.  a.  0. 
235—236.  Schellbach  hat  1837  (Journal  für  Mathem.  XVI,  363  und  XVn,  32) 
auch  eine  eigentümliche  geometrische  Entwicklung  der  Potenzreihen  transzen- 
denter Funktionen,  darunter  auch  der  unsrigen,  mit  einer  eckigen  Spirale 
mitgeteilt.  —  4)  Zeitschr.  für  Math,  und  Phys.  XIII,  254.  —  5)  Ebenda 
XXIV,  316.  —  AuchCilaisher  gab  1880  in  Quarterly  Journal  of  Math.  XYll, 
211    Ableitungen    der  Partialbruchreihen    für    ctg  x    und    cosec  x,    und    K.  D. 

Bohannan  entwickelte  1884  die  Funktionen  -; ,    ,  tg  a;   und   ctg  a?   in 

sin  a;     cos  a; 

Summen  von  der  Form 

^_  _  1  ,    Vf_  ly  (     ^       4-  -i-U  y(-  1)'"  (—^ ^ 

sin  a;         x        -^  \x  —  nin       mnj       -f"  \x  -\-  m-n       viitl  ' 

Annales  of  Mathem.  I,  49—50.  Vgl.  auch  De  Presle,  Bulletin  de  la 
Societe  Mathem.  de  France  X\l,  1888,  143—144.  —  6)  Messenger  of 
Mathematics  Vn,  77.  —  7)  Bull,  de  la  Societe  de  France  XI,  72—75.  — 
8)  Cours  d'analyse  algebrique  Note  VUI  und  IX.  Eine  exaktere  Ge- 
staltung des  Eulerschen  Beweises  hatte  schon  S.  L"Huilier  versucht  in 
M^moires  de  l'Academie  de  Berlin  17S8  89,  326,  und  ein  Jahr  nach  Cauchy 
gab  Grunert,  jedenfalls  ohne  dessen  Entwickelung  zu  kennen,   ebenfalls  einen 
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seine  Konvergenzuutersiichuugeii  auch  auf  die  Produktlorni  ausdeliute. 
Später  wurde  Cauchys  Beweis  durch  0.  Rodrigues^),  Duhamel"), 
Hoppe^)  und  Schlömilch*)  vereinfacht,  Schröter")  bemühte  sich, 
eine  möglichst  elementare  Darstellung  zu  geben,  und  FrenzeP)  er- 
hielt die  fraglichen  Forniela,  an  Cauchy  und  Weierstraß  an- 
schließend, in  seiner  Darstellung  analytischer  Funktionen  durdi  l'ro- 
dukte  und  Partialbruchreihen,  als  spezielle  Beispiele. 

Wenden  wir  uns  nach  diesem  kurzen  Überblick  über  die  analy- 
tische Trigonometrie  zur  elementaren  Goniometrie  zurück.  Die 
für  praktische  Zwecke  notwendigen  Formeln  wai'en  längst  bekannt, 
auch  die  Überführung  komplizierterer  goniometrischer  Relationen 
zwischen  di'ei  Winkeln  (gewöhnlich  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks)  in 
logarithmische  Form  bot  nach  allgemeiner  Einführung  der  Euler  sehen 
Schreibweise  keine  Schwierigkeiten  mehr,  so  daß  es  auch,  wenn  dies 
überhaupt  möglich  wäre,  kein  weiteres  Interesse  böte,  den  ersten  Autor 
jeder  Einzelformel  nachzuweisen.  Schon  in  Grunerts  Supplement 
zu  Klügeis  Mathematischem  Wörterbuch  1836  (II,  611 — 622)  findet 
sich  eine  Menge  solcher  Relationen  zusammengestellt,  und  in  den 
größeren  Kompendien  der  Neuzeit  fanden  dieselben  noch  bedeutende 
Vermekrung. 

Eine  wirkliche  Bereicherung  erhielten  die  Formelsysteme  der 
Goniometrie  im  Laufe  des  19.  Jahrhunderts  durch  die  zahlreichen 
Identitäten  zwischen  den  Funktionen  mehrerer  Winkel,  welche  teils 
bei  praktischen  Reduktionen,  teils  im  Anschluß  an  die  Aufstellung 
der  Formelgruppen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ge- 
funden wurden.  Gauß  gab  schon  1809  in  seiner  „Theoria  motus" 
(p.  92)  bei  Gelegenheit  der  Aufsuchung  der  Beziehungen  verschiedener 
Bahnörter  eines  Planeten  die  Identitäten: 


Beweis  für  die  Produktzerlegung  in  seinen  „Mathemat.  Abbandlungen",  Altona 
1822,  I.  Sammlung,  der  jedoch  jenen  Cauchys  an  Strenge  nicht  erreichte.  — 
Allgemein  ist  zu  bemerken,  daß  wohl  Gauß  schon  1812  in  seiner  Arbeit  über 
die  hypergeometrische  Keihe  (Werke  III)  ein  erstes  Beispiel  einer  exakt  durch- 
geführten Konvergenzbetrachtung  für  die  Reihen  gegeben  hat,  und  daß  Bern- 
hard Bolzano  1817  die  allgemeine  Konvergenzbedingung  sogar  strenger  als 
vier  Jahre  später  Cauchy  faßte,  daß  aber  erst  des  letzteren  Lehrbuch  den  Ge- 
danken von  der  Notwendigkeit  exakter  Konvergenzuntersnchimgen  in  weitere 
Kreise  brachte.  Über  die  Konvergenz  unendlicher  Produkte  vgl.  auch  Prings- 
heim,  Math.  Ann.  XXXIII,  lia  ff. 

1)  Journal  de  Mathem.  pures  et  appl.VIII,  1843,  217.  —  2)  Ebenda  XIX, 
1854,  121.  —  3)  Archiv  für  Mathem.  XXVII,  1856,  170.  —  4i  Zeitschr.  für 
Mathem.  und  Phys.  III,  1858,  389.  —  5)  Ebenda  XIU,  1868,  254.  —  6)  Ebenda 
XXIV,  1879,  316. 
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sin  A  siu  {(.'  —  JJ)  +  siii  Jl  sin  ( .1  —  (.')  +  sin  ( '  sin  (  /.'    -  A)  =  0 
und 

cos  A  sin  (Y_'  —  H)  -\-  cos  7?  sin  (A  —  C)  +  cos  T sin  (li  -  A)  -=  0, 

welclie  1812  Mollweide  wiederfand 'j  und  aus  dem  Ptoleniäischen 
Satze  für  das  Sehnenviereck  ableitete.  Der  berühmte  Astronom  F.  W. 
Hessel-)  (1784 — 1840)  kam  bei  der  Auffindung  des  von  ihm  für 
neu  ijehaltenen  Pascalschen  Satzes  vom  Sechseck  auf  die  Identität: 

cos  (/y  -  h)  sin  {A  +  a  +  N)-  cos  (A  -  a)  sin  {Ji  +h  +  N) 
=  sin  (a  -  b)  cos  (A  +  B  +  N)  +  sin  (A  -  B)  cos  (rt  +  6  +  A'), 

von  dt;r  es  11)  „Varietäten"  gäbe.  ISTli  teilte  A.  Cayley")  die  Iden- 
tität mit: 

j  sin  {A  +  7'')  sin  (7>*  +  F)  sin  {C  +  F),  cos  F,  sin  F 

,  sin  (^  +  (:;)  sin  (7^  +  G)  sin  (C  +  G),  cos  G,  sin  6'   ,  =  0, 

i  sin  (^  +  77)  sin  (7^  +  H)  sin  ( T  +  //),  cos  77,  sin  77 

wenn  .4  +  7^  +  C  +  7-' +  G  +  77=  0  ist,  während  R.  F.  Scott^)  für 
den  Fall  des  Nichtbestehens  dieser  Bedingungsgleichung  eine  ähnliche 
Relation  angab.  Aus  dem  Jahre  1880  stammt  dann  eiue  Reihe  von 
sehr  allgemeinen  Identitäten  zwischen  4  Winkeln,  die  J.  W.  Glaisher 
(geb.  1848)  aufstellte.  Die  eine  Gruppe  gewann  er,  indem  er  in 
algebraischen  Identitäten  die  Gr()ßen  durch  Winkelfimktionen  ersetzte^), 
die  andere  Gruppe  folgte  aus  Formeln  üljer  elliptische  Funktionen, 
wenn  man  dem  Modulus  l-  den  Wert  Null  erteilte.'')  Von  den  ersteren 
führen  wir  als  Beispiel  nur  die  Relation  an: 
sin  a  sin  h  sin  c  sin  d  =  sm  a  sin  h'  sin  r'  sin  (V  +  sin  a"  sin  b"  sin  c"  sin  </", 

wo  a'  =  I  (—  ffl  +  &  +  f  +  d),  b'  =  I  («  —  /y  +  ß  +  d)  u.  s.  w. 
„"  =  1  («,  -|-  /;  -(-  c  +  d),  b"  =  I  («  +  ö  —  f  —  d)  u.  s.  w.  gesetzt  ist; 
eine  Formel  der  zweiten  Gattung  ist: 

Si  =  sin  A,  Sg  =  sin  (B  —  C),  s.^  =  sin  B,  s^  =  sin  (C—Ä),   s^  =  sin  C, 
Sß  =  sin  {A  —  B). 

1)  Zach,  Mouatl,  Correspondenz  XXVI.  —  2>  Werke  I,  .S58,  oder  Brief- 
wechsel mit  Olbers  11,  133.  —  3)  Messenger  of  Mathem.  V,  1Ü4  oder  Collected 
papers  X,  10.  —  4)  Messenger  of  Mathem.  VÜI,  155.  —  5)  Proceedings  of  the 
Cambridge  Philosoph.  Soc.  in,  1880,  319—329  und  Messenger  of  Math.  Vin, 
4ü,  47,  54— .56.  Cayleys  Identität  ergibt  sich  hier  als  spezieller  Fall  einer 
weit  allgemeineren.  Ferner  gab  Glaisher  Identitäten  an  in  Messenger  IX,  124 
und  in  .Association  Fraiivaise  1880.  —  6}  Messenger  of  Math.  YIII,  95—97  imd 
Keport  of  the  British  Association  1880,  477.  Ähnlich  Hart  in  Messenger 
tX,  IUI. 


222  <■•  Kaiiitel. 

Mit  Glaisliers  Identitäten  haben  sich  auch  Charles  Hermite') 
(1822 — 1901)  und  N.  Goffart-)  beschäftigt,  ersterer,  indem  er  ein 
Resultat  Glaishers  verallgemeinerte,  und  letzterer,  indem  er  die  mit 
elliptischen  Funktionen  erhaltenen  Formeln  elementar  ableitete.  Die 
hier    von   Hermite    erhaltene    sehr   allgemeine    Relation    lautet:     Ist 

,. ,    s        sin  (a;  —  f)  sin  (x  —  p)  •  ■  •  sin  (a;  —  s)  .       „..,  ,  ,   t>t 

/   a)  =  — -7 :    ■    \ f^ •— ; i,  "O   im  Zahler  und  Nenner 

'  ^  '        sin  (x  —  a)  s\n  [x  —  0)  ■  ■  ■  sin  ix  —  /) ' 

gleich  viele  Faktoren  stehen,  dann  folgt 

A-^B+ \-L  +  F+---  +  S  =  Q,   wenn  A  =  f\a],  B  =  f{h)  ■  ■  ■ 

(mit  Weglassung  der  verschwindenden  Faktoren),  so  daß  z.  B. 

^  ^  sin  (g  —  /•)  sin  (g  —  g)  ■  ■  ■  sin  (g  —  s)    .^^  3, 
sin  (g  —  6)  sin  (a  —  c)  •  ■  •  sin  (a  —  l)        '  ^ 

Außer  dem  von  Glaisher  angewandten  Ubertragungsprinzip 
algebraischer  Relationen  in  trigonometrische  haben  George  Dostor 
und  Emile  Lemoine  noch  andere  in  Vorschlag  gebracht.  Ersterer 
zeigte*),  daß  man  aus  jeder  Relation  zwischen  den  Winkeln  eines 
Dreiecks  eine  neue  erhält,  wemi  man  die  Winkel  entweder  durch  die 
Komplemente  ihrer  Hälften  oder  durch  die  Supplemente  ihrer  doppelten 
Werte  ersetzt,  letzterer  aljer  gab  ein  noch  allgemeineres  Transforma- 
tionsverfahren an.'')  Sind  nämlich  A,  B,  C  drei  Winkel  eines  ebenen 
Dreiecks,  also  A  -{-  B  -\-  C  =  n,  hat  man  zwischen  ihnen  eine  Iden- 
tität F(A,  B,  C)  =  0  mid  ersetzt  man  in  ihr  A  durch  /[{A,  B,  C), 
B  durch  f2{A,  B,  C)  und  C  durch  f^{A,  B,  C),  wobei  wieder 
/i  + /s  + /.3  =  ^  ist,  so  ist  F(J'i,  t],,  /3)  =  0  eine  neue  Identität 
zwischen  den  Winkeln  A,  B,  C.  Als  speziellen  Fall  behandelt  er 
dann  die  fruchtbarste  dieser  Transformationen,  nämlich  A  =  —  A, 
B  =  X  —  B,  C  =  nt  —  C,  die  allein  von  j^raktischem  Interesse  ist,  und 
nennt  sie  „transformation  contLnue."  Mit  ihr  ergeben  sich  auch  aus 
den  bekannten  trigonometrischen  Sätzen  andere  teils  neue,  teils  auf 
direktem  Weye  schwerer  zu  erhaltende. 


1)  Nouvelles  Annales  3.  Serie  IV,  1885,  57.  —  2)  Ebenda  1884,  III,  104— 
109.  —  Sj  Vgl.  auch  eine  hierher  gehörige,  aber  weit  weniger  allgemeine  Identität 
zwischen  drei  Winkeln,  die  Fouret  1883  in  Nouv.  Ann.  Serie  3,  II,  2(52 — 265 
anschließend  an  11,  Serie  2,  523  entwickelte.  —  Tormeln  ül)er  Dreieckswinkel 
veröffentlichten  Abbe  E.  Gelin  in  Mathesis  1888  Suppl.  und  Catalan,  ebenda 
133  in  großer  Zahl.  —  4)  Nouvelles  Ann.  1880,  S.  2,  XIX,  362—367.  Vgl.  auch 
Archiv  für  Mathem.  LXV,  1880,  188—192.  —  5)  Nouv.  Ann.  1893,  S.  3,  XII, 
20—36,  sowie  in  Association  Fran9aise  1891,  118—130;  1892,  58—64,  81—92, 
in  Mathesis  1892,  58  und  81,  in  Nouv.  Ann.  1893,  20—36,  Mathem.  Papers  read 
at  the  intern.  Congress  of  Chicago,  New  York  1896,  155 — 164,  femer  noch  im 
.lournal  elementaire  1892,  62,  91 ,  sowie  in  Proceedings  of  the  Edinburgh  math. 
Soc.  1895,  XIII,  2—25.  ^'gl.  auch  Ponlain  im  Journ.  elementaire  1892  110, 
133,  151   und  Michel,  ebenda  1893,  29—33. 
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tj  ().     Die  Zyklometrie  im  19.  Jahrhundert.     Tafeln. 

Wir  haben  schon  erwähnt,  daß  die  Behandlung  der  längst  be- 
kannten Reihen  für  die  zyklonietrischen  Funktionen  parallel  ging  mit 
jener  der  trigonometrischen'),  was  einerseits  in  der  Zusammengeliörig 
keit  der  beiden  Funktiousklassen,  teils  darui  seinen  Grund  hat,  daß 
man  sie  eben  nur  mehr  als  (ilieder  der  allgemeinen  Funktionentheorie 
auf'l'aßtc,  die  sich  unserer  weitern  Berichterstattung  entzieht.  Doch 
wollen  wir  auf  einige  Einzelheiten  hinweisen,  die  eine  Sonderstellung 
einnehmen,  und  namentlich  die  Auffassung  des  (Quadratur-  und  Hekti- 
fikationsproblems  für  den  Kreis,  die  das  19.  Jahi-hundert  brachte, 
kurz  besprechen. 

Zunächst  treffen  wir  im  Jahre  1!^15  auf  eine  Abhandlung  von 
Stainville-J  (^Melanges  d'analyse),  in  welcher  er  cp-  durch  eine  naili 
steigenden  Potenzen  von  sin  q>  fortschreitende  Reihe  darstellte:  hieran 
anschließend  gab  dann  ISl'S  Scholz^)  eine  ebensolche  für  cp",  und 
Scherk  stellte  1834*)  auf  anderem  Wege  als  seine  Vorgänger  das 
k'deffizientengesetz  für  diese  Reihe  auf  Vielfach  neu  abgeleitet  wurde 
auch  die  von  Euler  herstammende  Produktentwickelung 


a;  =  sm  a; :  {  cos  —  cos  -^5  cos  ■  ^  " ' '  [ 


X  X  X 


(S.  117),  welche  für  x=         zu  Vietas  bekannter  Darstellung  von  ;r 

führt;  wir  nennen  nur  A.  Grunert^),  L.  Realis^)  und  L.  Seidel'J, 
die    sich    hiermit    beschäftigten,    während  Dobinski*")  Produkte    von 

der  Form  //^  cos  (2"'~ '«),  J^Jcos     _.    betrachtete    und    hn    speziellen 
daraus   Vietas  Formel  ableitete.     Letztere  gewannen  auch  Barrois'*) 


1)  Daraus  folgt  jedoch  nicht,  daß  nicht  auch  bis  in  die  neueste  Zeit  her- 
ein selbständige  Ableitungen  der  Arcu.si'iinktionen  ei-schienen,  teils  mit  elemen- 
tarer, teils  mit  höherer  Rechnung.  Solche  Einzelarbeiten  lieferten  Raabe,  der 
1843  eine  Ableitung  der  Reihe  für  arcsin  x  mit  Integralrechnung  gab:  Journal 
für  Mathem.  XXV,  169,  dann  Che  villi  et  in  Nouvelles  Annales  XIII,  1874,  209, 
L.  (ieoffroy  und  V.  Jamet  gaben  elementare  Entwicklungen  für  arctg  .r  in 
iLecueil  mathcmatique  ä  l'usage  des  ecoles  speciales  V,  1881,  49  und  97,  sowie 
in  Mathesis  11,  52.  Ebenso  R.  Chartres  in  Kature  XLII,  1890,  341  und  F. 
Giudice,  der  in  Periodico  di  Matematica  V,  33 — 35  eine  elementare  Herleitung 
der  Eeüe  für  arcsin  x  mitteilte  u.  s.  w.  —  2)  Vgl.  auch  die  Darstellung  von 
Grunert  im  Supplement  zu  Klügel  I,  529—533.  —  3)  Journal  für  Mathem. 
in,  70.  —  4)  Ebenda  XI,  101—116.  —  5)  Mathem.  Abhandlungen  1822.  — 
6)  Nouv.  Ann.  2.  Serie  IX,  1870,  12—20.  —  7;  Journal  für  Mathem  LXXIII,  273— 
292.  —  81  Archiv  für  Mathem.  LXI,  1878,  434—43».  —  d)  Annales  de  Mathem.  von 
üergoune  IV,  360 — 364. 
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1813,  GrebeundSeheffler')  1849  imd  wieder  neuerdings  Ligowski^), 
Dickstein')  imd  Glaisher*)  in  etwas  allgemeinerer  Gestalt  auf 
ganz  elementarem  Wege,  die  letzteren  beiden  jedoch,  wie  es  scheint, 
ohne  Kenntnis  der  Vorarbeiten.    (Vgl.  auch  S.  117,  Anm.  1). 

Damit  sind  wir  zur  Besprechung  der  Fortschi'itte  gelangt,  welche 
im  19.  Jahrhundert  in  der  Behandlung  des  Problems  der  Quadratur 
und  liektifikation  des  Kreises  gemacht  wurden,  müssen  aber  auch  hier, 
wie  in  den  frühern  Kapiteln,  die  denselben  Stoif  behandelten,  auf 
eine  detaillierte  Darstellung  verzichten.  Die  einschlägigen  Unter- 
suchungen erstrecken  sich  nach  drei  Richtungen.  Einmal  wurden 
neue  Reihen  für  die  Zahl  tc  aufgestellt,  dann  wurde  die  numerische 
Berechnung  und  die  angenäherte  konstruktive  Darstellung 
derselben  gefördert  und  endlich  der  zahlentheoretische  Charakter 
dieser  Zahl  ergi-ündet,  wodurch  die  endliche  Erledigung  des  Jahr- 
tausende alten  Problems  der  Kreisquadratur,  allerdings  in  negativem 
Sinne,  möglich  ward. 

Was  die  Darstellung  von  :i  durch  unendliche  Reihen  anlangt,  so 
hat  J.  W.  L.  Glaisher  eine  ganze  Menge  von  Reihen  mitgeteilt,  die 
er  aus  den  Entwicklungen 


ctg  X  = 

1 

X 

+ 

X 

1 

-lr^ 

cosec  X 

= 

1 
.r 

- 

1 

X 

—  n 

X  -\-  n        X  —  2«       a;-|-2jr 
und 

X  -\-  -it  X  —  27r  X  -\-  'in 
erhielt °),  unter  denen  sich  natürlich  auch  schon  bekannte  befinden; 
auch  neue  Kettenbruchentwicklungen  gibt  er  daselbst  an.^)  Grunert 
und  Beltrami,  Alexejeff  und  Dobinski')  fanden  unabhängig  von- 

1)  Archiv  für  Mathem.  XII,  1849,  181  und  XHI,  419.  —  2)  Archiv  für 
Mathem.  LV,  1873,  218.  —  3)  Ebenda  LVI,  332.  —  4i  Messenger  of  Mathem. 
2.  Serie,  VE,  1878,  191  und  ebenda  IX,  124,  siehe  auch  Hart  191.  Eine  Separa- 
tion der  in  Vietas  Foi-mel  übereinander  liegenden  Wurzeln  hat  Maurice 
Kouche  gegeben:  Bullet,  de  la  Societe  de  France.  XVEI,  1890,  135—138.  — 
öj  Quarterly  Journal  of  Math.  XII,  1872,  232—239.  Vgl  auch  Messenger  of 
Math.  VII,  1878,  77  (S.  219  Anm.  6).  Die  eben  mitgeteilten  Reihen  für  ctg  .c 
und  cosec  x  hat  schon  Euler  in  der  Introductio  in  Analysin  I,  Nr.  178  gegeben. 
Vgl.  auch  Lebesgue  im  Journ.  des  Mathem.  XI,  1846,  78.  —  6)  Der  schon 
von  Euler  in  Comm.  Acad.  Petrop.  XI,  1739,  48  gegebene  Kettenbmch  wurde 
wieder  neu  gefunden  von  Stern,  Journal  für  Mathem.  1833,  X,  1 — 22  und  von 
Sylvester,  Philosoph.  Magazine  1869,  XXXVIl,  373—375.  Glaisher  wies  dann 
im  Messenger  of  Mathem.  W  nach,  daß  derselbe  aus  einer  Difierentialgleichung 
erhalten  werden  kann.  —  7)  Grunert:  Archiv  für  Mathem.  1867,  XLVII,  362. 
Dort  zitiert  er  Beltrami,  Giomale  di  matem.  1867,  189  und  bemerkt,  daß 
Antonio  Boiti  die  Relation  bewiesen  habe.  —  Alexejeff  in  Bulletin  de 
Mathem.  von  Darbaux  2.  S.  I,  44.  —  Dobinski,  Archiv  für  Mathem.  LXIIl, 
1878,  400.     Siehe   auch  die  Reihe  p.  380. 
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r  -  -  * 

emamler  die  l^-ilic  ^,  arctg  ,  = -7- ,  K.  C'atalau')  gab  LSü;")  die 
Reihe: 

■t        _^^■  1-2  ^-  ■  ■  p  -STi  123     ■p 

008      -  p  =  0  ^  =  0 

wi'li-lie  für  z  =  0  eine  schon  seit  KuIit  bekaruito  und  uaehinals 
wiederholt  abgeleitete  Reihe  für  -t  enthält"),  und  I'".  Lucas^j  teilte 
die   raseli   konvergente  Reihe 

//(  =  cc 

^=1_16V l mit. 

4  j^  {im  +  1)«  (4m  +  3)«  (4ot  +  5)« 

ttt  =  0 

Die  7iiimevische  Berechnung  der  Zahl  %  wurde  im  19.  Jahrhundert 
bedeutend  getVirdert,  allerdings  weniger  in  der  Verbesserang  der 
Methoden,  die  in  der  Hauptsache  dieselben  blieben,  wie  sie  J.  Mach  in 
angeregt  und  Euler  ausgebildet  hatte,  als  vielmehr  in  der  Vermehrung 
der  Stellenzahl  für  n.    So  hat  William  Rutherford 'j  (^1798-1871) 

11S41  aus  der  Formel  y  =  -1  arctg  4  —  arctg  ^  +  arctg  ^^  208  Dezi- 
malen berechnet,  wovon  aber  nur  152  richtig  sind;  der  bekannte 
Schuellrechuer  Johann   Dase-')    bestimmte   1844   205  Dezimalen  aus 

der  Formel  arctg  \  +  arctg  \  +  arctg  ^  =  -j ,  von  denen  200  korrekt 

sind.  Selbst  Gauß®)  beschäftigte  sich  in  zwei  Perioden  seines  Lebens, 
am  "Anfang   des   Jahrhunderts   und   184(3 — 1847,  mit   der  Berechnung 

von   ;r    aus    den    Formeln:    '     =12  arctg  j^  +  8  arctg  i-,  —  ö  arctg  ^ 

=  1-;  '^••'^tg  L  +  '  =^rctg-  sk  +  -^'>  '"-ctg  A  +  24  arctg  /,,.  Hierauf  be- 
zügliche  Rechnungen  fanden  sich  in  seinem  Nachlaß.  Thomas 
Clausen  (1801—1885)  lieferte  ferner  1847  248  richtige  Stellen  für 
n"')    und    William    Shanks    und    Rutherford**)    gaben    1853,    der 


1)  Memoire»  de  rAcademie  Belgique  XXXIII.  —  2)  Sie  findet  sich  in  den 
Iiistitutiones  calculi  diiferentialis,  pars  11,  Petersburg  1755,  295,  ergibt  sich  auch 
aus  der  von  uns  schon  S.  115  angeführten  Be?he  Eulers  vmd  wurde  nachmals 
■/..  B.  von  Polster  in  den  Blättern  für  das  bavr.  Gymna.sial-  und  Realsehulwesen 
XY  und  im  Archiv  für  Math.  LXIIl,  l.s79  wieder  abgeleitet.  —  3)  C'omptes 
rendus  de  l'Acad.  de  Paris  CXII,  1891,  1U50— 1051.  —  4)  P.  T.  1841,  283,  vgl. 
auch  Proceedings  of  the  Royal  Society  1853,  VI.  —  5)  Journal  für  Math.  XX\TI, 
198.  Die  Berechnung  geschah  in  zwei  Monaten,  veranlaßt  von  Professor  Schulz 
Straszuicky  in  Wien.  —  6)  Werke  11,  497,  Bemerkung  von  Schering  hierzu 
ji.  525.  Vgl.  auch  E.  Frisby,  Bull  of  the  philos.  Society  of  Washington  I, 
1880,  57 — 61.  —  7)  Astronomische  Xachrichten  XXV,  col.  2U7.  —  Ü)  Proceedings 
of  the  Royal  Society  1853,  273  oder  „Contributions  ot  Muthematics  comprising 
chief  ley  the  Rectification  of  the  Circle",  Durham  1853. 

V.  Braiiumühl,    (ieschiclite  der  Trigonometrie.    11.  15 
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erstere  GUT,  der  letztere  440  richtige  Dezimalen  an,  während  Richter') 
in  Elbing,  der  diese  üechuuugeu  nicht  kaimte,  n  zuei-st  Jiiif  i}3;},  dann 
auf  400  und  schließlich  auf  500  Stellen  bestimmte.  Am  weitesten 
aber  trieb  Shanks  die  Rechnung,  indem  er  1873/74  707  Dezimalen 
erbrachte.^) 

Außer  der  stellenweisen  Berechnung  der  Zalil  tt  wurde  auch  die 
näherungsweise  Rektifikation  und  Qiiadratur  des  Kreises  vielfach  ge- 
fördert. Da  wir  jedoch  keine  Geschichte  der  Kreisquadi-atur  schreiben, 
so  heben  wir  aus  den  zahlreichen  fast  in  jedem  Jahre  erschienenen 
Arbeiten  hierüber  nur-  einige,  die  uns  die  wichtigsten  dünken,  heraus. 
Gergonne  erwähnt  im  YIII.  B.  der  Annales  de  Mathematiques  1818 
mehrere  angenäherte  Rektifikationen,  so  eine  von  17'J8^j,  dann  eine 
von     1816     von    unbekanntem     deutschen     Autor     aus     der     Formel 


:^  =  i}/6(20-3y3)  =  3,1415|3  ...*)    und    endlich    die    beste    von 

Pioche,  welche  auf  der  Formel  :t  =  ""^^^^  —  =  3,14159251534  .. . 

beruht  und  also  sr  auf  7  Stellen  genau  gibt.  Eine  ähnliche  gab  erst 
wieder  1901  E.- Reichenbächer  in  Halle.^)  5  richtige  Dezimalen 
von  %  liefert  die  von  einem  Studenten  Specht*)  1828  gegebene  Formel 

n:  =  jI  "J/146  =  i  •  "  j/l  +  (^5^)^  welche  leicht  geometrisch  zu  kon- 
struieren ist.     1849  gab  Grunert')   eine  einfache  geometrische  Kon- 

355  4* 

struktion  des  bekannten  Näherungswertes  —r-  =  3  -f  .-.tj^v  für  w; 
W.  Hayden^)  stellte  1872  die  Näherungsformel  auf: 


jr  = 


y3  +  4r»  +  2m^-m  ,,        „.,^    ,„  _.  2  +  r^ll  -  i 


welche    für    m 


r- 


1-1-   „j2  '        ..w..^v.       .^x        ,„    -  g_2^ä  , 

r  =  1(1/10  -  |/5)  71  =  3,141592|7  .  . .  liefert;  F.  J.  van  den  Berg») 
gab     1878     8     Näherungskoustruktionen     an     und     A.     H.     Anglin 


1)  Archiv  für  Mathematik  XXI,  119,  XXII,  473,  XXTTT,  1854,  475  (Be- 
richtigungen), XXV,  1855,  471—472  und  Elbinger  Anzeiger  Nr.  85,  1854.  — 
2)  Proceedings  of  the  Roj-al  Soc.  XXI  318—319  und  XXH,  45— 4ß.  Alle  diese 
Rechner  bedienten  sieh  im  Grunde  genommen  derselben  Methode.  Zu  verbessern 
suchte  sie  Lehmann,  indem  er  (Archiv  für  Mathem.  XXI,  121)  die  Ärcus- 
tangensreihe  diu-ch  Multiplikation  mit  gewissen  Größen  konvergenter  zu  machen 
suchte.  Darin  glaubte  er  den  von  Lagny  seiner  Zeit  angewandten  Kunstgriff 
erkennen  zu  müssen.  Eine  etwas  andere  Einrichtung  als  ilie  genannten  gab 
Studnicka  den  Formeln  zur  Berechnung  von  n:  Vestnik  VIII,  Nr.  B,  3U5 — 308, 
vgl.  Fortschritte  der  Mathem.  1899.  —  3)  In  Mascheronis  Geometrie  du 
compaa,  248  der  französischen  Übersetzung  von  Duprat.  —  4)  Bibliotheque 
universelle  HI,  221.  —  5)  Zeitschrift  für  math.  und  naturw.  Unterricht  XXXII, 
275.  —  6;  Journal  für  Mathem.  III,  83  und  405.  —  7)  Archiv  für  Matbem.  XU, 
98.  —  8)  Proceedings  of  tbe  Royal  Soc.  of  London  XX,  525 — 52G.  —  9;  Nieuw 
Archief  vonr  wiskuude,  Amsterdam  IV,  200 — 204. 
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1884/H5  (lereu  9').  ;">  DeziinaliMi  liefert  cndlicli  audi  die  Formel 
TT  =  3  4-  i') (cos  15"  +  0,45)  von  .1  icinsky-J,  während  die  nur  2  be- 
ziehungsweise 3  Deziijialen  liefernden  Formeln  n  =  j/2  +  j/i} '),  und 
■n  =  y'51  —  4')  einfache  Konstruktionen  veranlassen.  Auch  die  .Japaner 
liaheii  sich  mit  Herstelhuig  von  NäherungsfornieLn  hesehäftigt.  ( Vgl. 
Iiicrüber  die  Zeitschrift  der  phys.-mathematischeu  üesellscliaft  in  Tokio, 
\  II,  24—26  und  VI II,  47—53.) 

Die  Frage,  ob  die  Lösung  des  uralten  Problems  der  Kreis- 
([iiadratur  mit  Zirkel  und  Lineal  möglich  sei,  hatte,  wie  wir  sahen, 
sclion  verschiedene  hervorragende  Geister  beschäftigt  und  die  allmäh- 
lich erstarkende  Analysis  ermöglichte  es  Lambert  und  Legendre 
am  Ende  des  18.  Jahrhunderts,  in  der  Beantwortung  dieser  Frage 
einen  bedeutenden  Schritt  vorwärts  zu  tun,  indem  sie  dieselben  in 
den  Stand  setzte,  die  Irrationalität  von  ;r  zu  beweisen.  Im 
19.  Jahrhundert  hat  Gauß^)  einen  neuen  und  strengen  Beweis  hierfür 
erbraclit,  der  übrigens  erst  durcii  die  vor  kurzem  erfolgte  \'eröä'ent- 
lichuug  aus  seinem  Nachlaß  bekannt  wurde,  und  der  auf  dem  Gebiete 
der  Algebra  rühmlichst  bekannte  Italiener  Paolo  Ruffini  glaubte 
sogar  einen  Beweis  für  die  vollständige  Unmöglichkeit  der  Lösung 
des  Problems  im  genannten  Sinne  erbringen  zu  können^),  indem  er 
au  Untersuckungen  von  Newton  (S.  66  Anm.  1)  anknüpfte.  Ein 
solcher  Beweis  konnte  jedoch  erst  gelingen,  nachdem  Joseph  Liou- 
ville  (1809—1882)  1844  und  1851')  auf  die  transzendenten  Zahlen 
aufmerksam  gemacht,  ihre  Definition  und  einen  Beweis  ihrer  Existenz 
gegeben  hatte,  der  von  Georg  Cantor  1874  wesentlich  vereinfacht 
wurde.**)  Au  Gh.  Hermites  Nachweis  der  Transzendenz  der  Zahl  e^) 
anknüpfend,  gelang  es  endlich  Ferdinand  Lindemann  (geb.  1852) 
1882'")  die  Frage  über  die  Kreisquadratur  in  dem  Sinne  zum  Ab- 
schluß zu  bringen,  daß  eine  geometrische  Lösung  auf  algebraischer 
Grundlage   (d.  h.  mit   algebraischen  Kurven   oder  Flächen)   überhaupt 


1)  Messenger  of  Mathem.  2.  Serie  XIII,  165—167  und  XIV,  185—189.  — 
2)  Mitgeteilt  von  Studni^ka:  Vestnik  Till,  Nr.  6,  305^308.  —  3)  Im  Journal 
de  Mathem.  elementaires  4.  Serie  IV,  1895,  77  gibt  D'Ocagne  nach  dieser 
Formel  eine  sehr  einfache  Konstruktion.  —  4)  Ant.  Pleskot  ebenda  125 — 126. 
Vgl.  auch  E.  Lemoine,  BuU.  de  la  Societe  Mathem.  de  France  XXHI,  242— 255. 
—  5)  Oauß'  Werke  VUI,  1900,  27—29.  Vgl.  auch  Ch.  Hermites  Beweis  für 
die  Irrationalität  von  n-,  Journal  für  Mathem.  LXXVI,  1873,  342 — 344.  —  Über 
Kreisbögen  mit  rationaler  Tangeute  vgl.  Prouhet,  Journal  de  Mathem.  I,  1856, 
215 — 222.  —  6)  Memorie  della  Societä  Italiaua  IX,  1801,  527 — 557,  vgl.  auch 
T.  V.  Caluso  ebenda  558 — 564.  —  7)  Comptes  rendus  de  l'Acad.  de  Paris  1844 
XVm,  883—885  und  Journal  de  Mathem.  XVI,  1851,  133—142.  —  8)  Journal 
für  Mathem.  LXXVII,  1874,  258—262.  —  9)  Comptes  rendus  1873,  LXX'N'II,  18,  74, 
226,  285.  —  10)  Mathematische  Annale»  XX,  1882,  213—225. 
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uiebt  möglich  ist.  Liudemauns  Beweis  wurde  dann  von  Karl 
Weierstraß')  1815-1897;,  vonDavid  Hubert-)  und  PaulGordauS) 
noch  vereinfacht. 

Unter  den  Tafeln  zui-  Ausführung  trigonometrischer  Keehnuiigen 
nehmen  im  19.  Jahrhundert  nach  wie  vor  die  Logarithmentafehi  die 
erste  8telle  ein;  doch  wurde  seit  der  Berechnung  der  großen  Tables 
du  Cadastre  am  Ende  des  18.  Jahrhunderts  eine  völlige  Neu- 
berechnung der  Logarithmen  erst  wieder  durch  den  Schotten 
Ed.  Sang  (iSOö— ls90)  unternommen,  der  1859  eine  fünfstellige 
und  1871  eine  siebenstellige  Tafel  der  Zahlenlogarithmen  veröffent- 
lichte.*) In  der  Vorrede  hierzu  gibt  er  an,  daß  er  die  Logarithmen 
der  Zahlen  von  1  bis  10  000  mit  28  Stellen,  sowie  die  von  100  OOO 
bis  370000  mit  15  Stellen  berechnet  habe.  Ferner  ging  er  zur  Be- 
stimmung der  natürlichen  Sinus  auf  die  Dezimalteilung  des  Qua- 
dranten zurück^),  indem  er  ähnlieh  wie  Briggs  dieselbe  durch 
Zwei-  und  Fünl'teilung  bewerkstelligte;  er  gebrauchte  also  durchweg 
die  ältere  Methode  und  sah  von  der  Benützung  der  Reihen  vollständig 
ab. '')  Veröffentlicht  wurde  seine  Tafel  der  trigonometrischen  Funktionen 
jedoch,  wie  es  scheint,  nicht. 

Sang  hat  auch  in  einer  umfangreichen  und  sehr  gehaltvollen 
Abhandlung  über  rationale  Trigonometrie')  eine  Tafel  berechnet, 
welche  diejenigen  Winkel  gibt,  deren  sämtliche  trigonometrische 
Funktionen   rational   sind.     Dieselbe   läßt   zur  Hypotenuse  c   und  den 


1)  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie  1885,  2.  Tl.  1067—1085.  — 
2)  Mathem.  Annalen  XLIII,  1893,  216—219.  —  3)  Ebenda  222—224.  —  Vgl.  die 
übersichtliche  Zusammenfassung  und  lichtvolle  Behandlung  der  hier  erwähnten 
Methoden  bei  Felix  Klein,  Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementar- 
geometrie, herausgegeben  vonF.  Tägert,  Leipzig  1895,  ferner  S3-lvester,  Comptes 
rendus  CXI,  778  und  866  und  Saalschütz,  Königsberger  physik. Ökonom.  Gesellsch. 
XXXV,  1894,  23.  —  4)  A  new  table  of  seven-place  logarithms  of  all  numbers  from 
20  000  to  200  000.  London  1871,  2.  Aufl.  1883.  Sang  hat  auch  eine  Subskription 
auf  eine  neunstellige  Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  von  100  000  bis  1  000  000 
mit  ersten  Differenzen  eröffnet,  von  ihrem  Erscheinen  ist  jedoch  nichts  bekannt. 
Zur  Neuberechnung  wurde  er  veranlaßt,  da  er,  wie  schon  S.  151  Anm.  2  bemerkt, 
aus  verschiedenen  Angaben  über  die  Tables  du  Cadastre  schließen  zu  müssen 
glaubte  (Proceed.  of  the  ß.  See.  of  Edinburgh  VIII,  1875,  421,  581),  daß  diese 
Tafeln  keineswegs  zuverlässig  seien.  Dagegen  hat  sie  Lefort  wieder  in  Schutz 
genommen  (ebenda  563,  578).  —  5)  Ein  Verzeichnis  der  Tafeln  mit  Dezimal- 
teilung des  Quadranten  findet  sich  in  R.  llehmkes  Bericht  über  die  Winkel- 
teilung. Jahresbericht  der  deutschen  Mathematikervereinigung  VIII,  1900,  Anm.  20. 
—  6)  Eine  genaue  Darlegung  seiner  Methode  in  Proceed.  of  the  R.  Soc.  of 
Edinburgh  IX,  1876/77,  345—352.  Vgl.  femer  C.  Wendt,  Monatshefta  für 
Mathem.  X,  1899,  97—100.  —  7)  Transactions  of  the  R.  Soc.  of  Edinburgh 
XXm,  1864.  721  ff. 
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l)ei(l('ii    Ktitlii'tt'ii  <i    iiiul  li   eines   rechtwliikligeii   Dreiecks   den   spitzen 
Winkel  ablesen  und  läuft   bis  zur  Priiuzaid  r  -  997. 

1875  gab  der  Schwede  M.  Wiberg  eine  niit  der  von  ilmi  kon- 
struierten Difl'erenzenniaschine  berechnete  ausführliche  siebenstellige 
Logarithmentafel  heraus '),  die  nach  dieser  ihrer  Entstehung  zu  schließen 
wohl  fehlerfrei  sein  dürfte,  und  auf  Neuberechnung  und  Vergleich 
mit  Vegas  Thesaurus  beruhen  auch  die  zehnstelligen  Tafein,  welche 
W.  W.  Duffield  lS9ö/9()  verriffeutlichte.'-)  Endlich  wurde  1891  ein 
achtstelliger  Auszug  der  Kadastertafeln  nach  sorgfältiger  Revision 
vom  Sei-vice  geograpliique  de  rArmee  in  Frankreich  herausgegeben'), 
und  1896  vom  Istituto  geogratico  militare  zu  Florenz  ein  revidierter 
Neudruck  von  Vegas  Thesaurus  besorgt.  Die  übrigen  Tafeln,  welche 
im  19.  Jahrhundert  in  enormer  Anzahl')  erschienen,  sind  sämtlich 
aus  den  Tafeln  von  Briggs  und  Vlacq  entnommen,  jedoch  nicht 
ohne  daß  diese  einer  gründlichen  Prüfung  unterzogen  wurden.  Nament- 
lich hat  sich  hierbei  außer  den  versclüedeuen  Herausgebern  von 
Tafeln'')  A.  Gernerth''),  dem  wir  schon  frülier  begegneten,  hervor- 
ragende Verdienste  erworben.  Übrigens  sind  die  iVnforderungen  an 
die  Korrektheit  der  letzten  Stellen  in  den  Tafeln  seit  dem  18.  Jahr- 
hundert bedeutend  gestiegen,  wozu  namentlich  Gauß'  schon  erwähnte 
Bemerkungen  zu  dem  Thesaurus  logarithmorum  Vegas  beitrugen. 
Gauß  baute  seine  Untersuchung  auf  den  Grundsatz  auf,  „daß  die 
Tabulargröße  dem  wahren  Werte  allemal  so  nahe  kommen  soll,  als 
bei  der  gewählten  Anzahl  von  Dezimalstellen  möglich  ist,  und  daß 
folslich  die  Abweichuua:  niemals  mehr  als  eine  halbe  Einheit  der 
letzten  Dezimalstelle   betragen   dürfe".      Dagegen  Mit   Glaisher    die 


1)  Logarithm  Tabeller,  utraknade  och  tryckte  med  räknemaskin  af  Dr. 
M.  Wiberg,  Stockholm  1875,  vgl.  Mathem.  Eucyklopädie  I,  l'JOl,  978  und  988 
Anm.  236.  —  2)  Report  on  the  U.  S.  Coast  and  Geodetic  Svu-vey  1895/96, 
Washington  1897,  Appendix  12,  422—722.  —  3)  Tables  des  logarithmes  ä  huit 
decimales,  Paris  1891  —  die  ersten  achtstelligen  Tafeln  seit  jenen  von  John 
Newton  1658.  —  4)  Die  umfassendsten  Verzeichnisse  sind  der  von  uns  schon 
oft  benützte  Report  of  the  Commitee  etc.  von  Glaisher  in  Reports  of  the  British 
Association  1873,  London  1874  und  das  von  Bierens  de  Haan:  Tweede.ontwerp 
eener  naamlijst  van  Logarithmentafels.  Amst.  Verb.  XV,  1875,  1  tf.  Dieser  führt 
von  1800—1873  nicht  weniger  als  334  Tafeln  an.  —  5)  Vgl.  z.B.  Ch.  Babbage, 
Tables  of  logarithms,  London  1827,  2.  Aufl.  1831,  3.  Aufl.  1834;  Bremiker, 
Logarithmorum  VI  decimalium  uova  tabula,  Berolini  1852,  11.  Aufl.  1890; 
Sh  ortrede,  Logarithmic  tables,  Edinburgh  1844;  Schrön,  Siebenstellige  gemeine 
Logarithmen,  Braunschweig  1860,  24.  Aufl.  1900  u.  s.  w.  —  6,i  Bemerkungen 
über  ältere  und  neuere  mathem.  Tafeln,  Zeitschi-ift  für  das  österreichische 
Gymnasialwesen  XTV,  1863,  407—443.  Die  Stellen,  an  denen  Fehler  in  den 
Tafeln  von  Vlacq  angegeben  sind,  hat  Glaisher  gesammelt:  Monthly  Notices 
of  the  R.  Astrou.  Soc.  XXXH,  1872,  255. 
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Forderung  für  genügend,  der  Tal'elwert  solle  nie  um  mehr  als  Op^^ö  . . . 
einer  Einheit  der  letzten  Dezimale  falsch  sein'),  während  N.  E.  Lom- 
bolt^)  sogar  noch  weiter  als  Gauß  geht,  indem  er  die  letzte  Ziffer 
so  wählt,  daß  bei  allen  mittelst  der  Tafel  gefundenen  Logarithmen 
die  durchschnittliche  Abweichung  von  ihrem  wahren  Werte  ein 
Minimum  wird.^) 

Während  man  im  18.  Jahrhundert  größtenteils  mit  sieben-  und 
mehrziffrigen  Logarithmen  rechnete,  ist  man  im  19.  Jahrhundert  für 
manche  Zwecke  allmählich  bis  auf  vierstellige  Tafeln  zurückgegangen. 
Die  älteste  unter  ihnen  in  diesem  Jahrhundert  ist  wohl  die  von 
J.  F.  Encke*')  von  1828;  femer  seien  noch  erwähnt  die  vierstellige 
logarithmisch-trigonometrische  Handtafel  von  F.  G.  Gauß,  Berlin 
1873  (3.  Aufl.  1899),  H.  Schoders  logarithmische  und  trigonometrische 
Tafeln  mit  vier  und  drei  Stellen  in  Taschenformat,  Stuttgart  1866 
(2.  Aufl.  1869)  und  H.  Schuberts  Tafeln  und  Gegentafeln  mit  vier 
Stellen,  Leipzig  1898  in  12".  Doch  sind  fünfstellige  Tafeln  in  den 
Schulen  noch  immer  am  meisten  in  Gebrauch.^)  Die  Logarithmen 
der  Sekanten  und  Cosekanten  werden  jetzt  wenig  mehr  angegeben; 
eine  Ausnahme  machen  die  Tables  de  Logarithmes  k  cinq  decimales 
etc.  von  J.  Hoüel,  Paris  1858  (Neuauflage  1890),  welche  auch  diese 
für  alle  Minuten  der  Winkel  geben. 

Übrigens  wurden  auch  trotz  des  vorwiegenden  Gebrauches  der 
Logarithmen  den  meisten  Tafelsammlungen  noch  kleinere  Tabellen 
für  die  natürlichen  goniometrischen  Funktionen  beigegeben  imd  sogar 
solche  auf  große  Stellenzahl  berechnet.  So  hat  J.  Herr  mann  1848") 
eine  Methode  angegeben,  um  die  trigonometiischen  Funktionen  bis 
zu  einer  beliebigen  SteUenzahl  zu  berechnen,  und  eine  von  Grad  zu 
Grad  fortschreitende  Tafel  auf  30  Dezimalen  beigefügt,  weiter  gab 
er  noch  eine  Tabelle  mit,  welche  die  Bogenlängen  für  r  =  1  von 
1"  bis  60"  auf  35  Stellen  enthält.  Für  seine  Rechnungen  bediente 
er  sich  zum  Teile  der  Reihen.  Endlich  erschien  1897  eine  Neu- 
ausgabe der  Haupttafel  des  uns  wohlbekannten  „Opus  Palatinum", 
von  Khäticus  durch  W.  Jordan  veranstaltet.  Wie  in  jener  alten 
Tafel    schreiten    die   Winkel    in    Intervallen    von    10"    fort,    jedoch 

1)  Monthly  Notices  of  the  B.  Astr.  Soc.  XXXIH.  1873,  440  ff.  —  2)  Fircifret 
Logarithmetabel,  Kjöbenhavn  1897.  —  3}  Vgl.  über  die  letzten  Bemerkungen 
R.  Mehmke  in  der  Mathem.  Encyklopädie  I,  9*8—989.  —  4)  Ebenda  992. 
Übrigens  hat  1787  J.  van  Swinden  schon  eine  vierstellige  Tafel  gegeben.  — 
5)  Erwähnt  mögen  werden  die  fünfstelligen  Tafeln  und  Gegentafeln  von 
H.  Schubert,  Leipzig  1897,  8°  mit  Verbesserungen  in  der  Anordnung,  sowie 
die  Tafeln  des  Dänen  V.  E.  Gamborg:  Logaritmetabel  indeholdende  Loga- 
ritmer  og  Antilogaritmer  etc.,  Kjöbenhavn  1897.  —  6)  Sitzungsberichte  der 
Wiener  Akademie  I,,  164— 18U. 
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sind  iiur  iliif  Siuus  und  Cosiuus  uud  zwar  auf  7  Steliuu  gekürzt 
aufgeiioniineii.  Auch  sind  zahlreiche  Kontrollrechnuiigeu  zur  Sicher- 
stellung der  Zahlen  vorgenommen  worden.  Neben  den  Winkeln  in 
Sexagesinialtcihing  wurden  auch  die  Winkeiwerte  in  zentesimaler 
Teilung  iKiigt^siiirichen,  iudeni  der  Quadrant  in  100  tjr,  1  //;•  in  100  r, 
I  r  in  100  rc  zerlegt  ist,  denen  ndidi  /.uei  Dezimalstellen  heigegeben 
sind.  Dieses  Werk  soll  aueh  noeli  auf  alle  sechs  trigononietrisclien 
l'imktionen  erweitert  werden.  Daß  neben  den  vielen  und  vorzüglichen 
Logarithmentafeln  eine  so  ausgedehnte  Tafel  der  natürlichen  Funk- 
tionen wieder  Boden  linden  kann,  hat  seinen  nächsten  Grund  in  der 
immer  weiter  um  sich  ifreifenden  Benützung  der  Rechenmaschinen, 
einen  entfernteren  darin,  daß  namentlich  in  der  Geodäsie  die  direkte 
Rechnung  mit  den  Funktionswerten  einen  gewissen  Vorzug  vor  der 
logarithmischen  genießt. 

Auch  liegiomontans  längst  verschollener  Gedanke,  Tafeln  für 
die  Gleichung  sin  .r  sin  y  =  sm  s  (siehe  I.  Tl.  S.  123)  zu  berechnen, 
war  1849  wieder  von  Adolf  Heegemann  aufgefrischt  worden,  jedoch 
ohne  daß  dieser  von  Regiomontan  oder  Magini  (1.  Tl.  S.  232)  etwas 
wußte.  Heegemann  berechnete  eine  Tafel'),  in  welcher  die  Aj-gumente 
X  und  y  der  obigen  Gleichung  von  0"  bis  90"  in  Intervallen  von  30'  fort- 
schreiten, während  die  Arealzahlen  z  in  Dezimalteilen  angegeben  sind, 
indem  der  Grad  in  600  Teile  geteilt  ist.  Ferner  stellte  er  eine  eben- 
solche Tafel  für  die  Gleichung  sin.rtgy/  =  i<^z  her  und  wandte  beide 
Talteilen  namentlich  auf  Aufgaben  aus  der  nautischen  Astronomie  an, 
wo  es  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  die  Winkel  direkt  ohne  viel 
Rechnung  zu  erhalten.  Der  Autor  gibt  an,  seine  Tafeln  sogar  auf 
Sekunden  berechnet  zu  haben,  konnte  sie  aber  wegen  des  zu  großen 
Umfanges  nicht  in  den  Druck  bringen.  Außerdem  sollen  In m ans 
Nautical  Tables  und  Rapers  Practice  of  Navigation  gute  Tafeln  zur 

,^         ,  .      A  .   ,  A        i     .  ,        sin  (s  —  h)  sin  (s  —  c) 

Berechnung  von  sm   ,    aus  sin^  -tt  =  ^  sinvers  A  = = — r — ■■ , 

^  -2  2         -  sin  0  sm  c 

einem  W^ert,  der  in  der  Nautik  vielfach  gebraucht  wird,  enthalten. 

Indem  wir  von  der  Entwicklungsgeschichte  der  Additions-  und 
Subtraktionsloga'rithmen  absehen,  die  nicht  direkt  in  unser  Gebiet  ge- 
hören, erwähnen  wir  noch  eine  siebenstellige  Tafel,  die  Gudermann 
in  seiner  Theoi'ie  der  potential-  oder  zyklisch-hyperbolischen  Funk- 
tionen an  Lambert  (S.  134)   anschließend  1833  gab.^)     Sie  umfaßt 


1)  Memoives  de  la  socie'te  nationale  des  sc.  de  ragricnlt.  et  des  arts  de 
Lille  1849.  Angezeigt  in  Nouv.  Ann.  X,  1851,  350.  —  2)  Theorie  der  potential- 
oder  zyklisch-hyperbolischen  Funktionen,  Berlin  1833,  zuerst  im  Jounial  für 
Mathematik  VI— IX,  1830 — 32  erschienen. 
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auf   100  Seiten   die  Werte  von  log  nat.  tg  (—  +  ^)  für  jede  Minute 

des  Quadranten.  Eine  ähnliche  hatte  auch  Legendr e  in  seinem 
Traite  des  fonctions  eUiptiques  1826,  II,  für  jeden  halben  Sexa- 
gesimalgrad  des  Quadranten  mitgeteilt  und  die  Zahlen  auf  12  Dezi- 
malstellen angegeben.  An  Uudermanns  Tafel  schließen  sich  die 
Tafeln  der  hyperbolischen  Funktionen  von  Gronau,  18ö2')  und  von 
Angelo  For.ti-),  1863  (neueste  Aufl.  1893)  an,  in  welch  letzteren 
zum  erstenmal  außerhalb  Deutschland  der  Versuch  gemacht  wurde, 
den  Gebrauch  der  Hjperbelfunktionen  in  die  Praxis  einzuführen.  In 
Frankreich  hat  Hoüel  in  seine  Talielleuwerke  zuerst  1866  hyper- 
bolische Logarithmen  aufgenommen^),  dabei  ist  der  transzendente 
Winkel  zentesimal  geteilt,  ihm  folgte  1872  Vassal*)  nach.  Von 
deutschen  Tafeln  sind  noch  die  Tafeln  der  Hyberbel-  und  Kreis- 
funktionen von  W.  Ligowski,  1873  und  1889  zu  nennen.*) 

Eine  vollständige  Neuberechnung  von  Tafeln  für  die  Kreisfunk- 
tionen und  ihre  Logarithmen  war  im  19.  Jahrhundert  kein  eigent- 
liches Bedürfnis  mehr,  wohl  aber  war  es,  da  die  meisten  zucränglichen 
Tabellen  höchstens  siebenstellige  Zahlen  enthielten,  sehr  wünschens- 
wert. Methoden  zu  besitzen,  um  sich  ohne  übermäßigen  Rechen- 
aufwand  eine  große  Stelieuzahl  zu  verschaffen.  Mit  dieser 
Aufgabe  beschäftigten  sich  daher  verschiedene  Mathematiker:  J.  Herr- 


1)  Lambert  und  Gudermann  führten  die  Hyperbelfunktionen  auf  die 
Kreisfunktionen  zurück,  indem  sie  von  der  Eigenschaft  Gebrauch  machten,  daß 
die  ersteren  dieselben  Werte,  aber  in  anderer  Reihenfolge  wie  die  Kreisfunktionen 
des  .,transzendenten"  Winkels  r  haben,  der  an  das  Argument  ea  der  hyperboli- 
schen Funktionen  durch  die  Gleichung  gebunden  ist:  «  =  log  nät.  lg( 1 j; 

Gronau  aber  führte  statt  des  natürlichen  den  Briggsschen  Logarithmus  ein. 
—  2)  Annali  deUe  Cniversitä  Toscane  VI;  1870  erschien  eine  zweite  Auflage 
selbständig  mit  siebenstelligen  Logarithmen,  die  Auflagen  von  1882  und  1893 
endlich  enthalten  sechsstellige.  Die  Einrichtung  ist  folgende:  Die  linke  von 
zwei  aufliegenden  Seiten  der  Tafel  enthält  die  gewöhnlichen  Logarithmen  der 
trigonometrischen  Funktionen,  die  rechte  Seite  zu  jedem  Winkel  qp  von  0°  bis 
45"  fortlaufend  in  der  ersten  Spalte  den  doppelten  Hyperbelsektor  w  entsprechend 

der    Beziehung   (p  =  arctg  e-"' ,    in   der   zweiten   Spalte   stehen   die  Werte 

von  log  ea,  in  der  dritten  und  vierten  log  sin  hy  m,  log  cos  hy  ca  und  in  der 
letzten  der  transzendente  Winkel  r.  —  3)  Kecueil  de  Formales  et  de  Tables 
numeriques,  Paris  1866.  —  4)  Nouvelles  Tables  donnant  avec  cinq  d^cimales 
vulgaLres  et  hyperboliques  pour  tous  les  degres  du  quart  de  cercle  de  minute 
en  minute,  Paris  1872.  —  .5)  Sammlung  von  fünfstelligen  logarithmischen,  tri- 
gonometrischen, nautischen  und  astronomischen  Tafeln,  Kiel  1873  und  Tafeln 
der  Hyperbel-  und  Kreisfunktionen  mit  einem  Anhang,  enthaltend  die  Theorie 
der  Hyperbelfunktionen,  Berlin  1889.  Er  gab  auch  1890  Tafeln  der  trigonometri- 
schen Funktionen  für  ein  nach  Teilen  des  Halbmessers  fortschreitendes  Argument. 


I)ie  'l'rij,'cHii)ini/tiii'  im   lli,  .lalnliMiiilcrt.  2;iiJ 

111  an II,  der  eine  solche  Metlioile  gal),  erwähnten  wir  sciion  (S.  230); 
etwas  früher,  1S41,  entwickelte  Hill,  Professor  in  Lnrid,  folgendes 
Verfahren.  Er  verschaffte  sich  die  sieben  Werte  v(»ii  cos  (rcp)  und 
sin  (r(p)  auf  lö  Dezimalen,  die  sich  für  (p  =  11"  15'  und  r  =  1,  2,  . . .  7 
ergeben,  und  stellte  sie  in  eine  kleine  Tabelle  zusammen.  Dann  gab 
die  Additionsformel  sin  (^rcp  +  ip)  =  sin  (r(p)  cos  ip  +  cos  (^rtp)  sin  xl>, 
wenn  man  sin  i/'  aus  seiner  von  uns  schon  früher  (S.  213)  angeführten 

Formel  sin  i/^  =  a;  -  y  (l  -  jj^ö)'  '  *'  =  igo« '  '''*'  ^''^  <^'  <  l  9  '"'f 
15  Dezimalen  genaue  Werte  liefert,  eiitnaliiu,  die  Sinus  aller  Winkel 
des  Quadranten  ohne  viele  Mühe. 

Um  dieselbe  Zeit  beschäftigten  sich  auch  die  französischen  Mathe- 
matiker A.  T.  E.  Vincent,  l-'inck,  Lionnet  und  Bach  damit,  auf 
ganz  elementarem  Wege  Formeln  zu  dem  gleichen  Zwecke  auf- 
zustellen.') Dazu  verschafften  sie  sich  die  Anfangsglieder  der  Reihen 
für  sin  a  und  cos  a  elementar  und  bedienten  sich  zur  weiteren  Rech- 
nung der  Formeln  sin  {m  -f  1)  a  =  2  cos  a  sin  ma  —  sin  (m  —  1)  a, 
cos  (m  -f  1)  a  =  2  cos  n  cos  ma  —  cos  (w  —  1)  «,  von  denen  wir  die 
erste  schon  bei  Rhäticus  (Tl. I,  213),  die  zweite  bei  Vieta  (Tl.  I,  166) 
fanden.  Fink  bezeichnet  sie  unrichtigerweise  als  Simpsonsche 
F^ormeln.  Die  successive  Rechnung,  die  Bach  angibt,  ist  folgende. 
Kennt  man  den  Näherungswert  r  von  sin  lü"  auf  /  Dezimalstellen, 
und  ist  c  -\-  e  sein  exakter  Wert,  also  f  der  Fehler,  so  liefert 
die  erste  der  obigen  Formeln  (für  )ii  -|-  1  =  «)  sin  (n  10") 
=  (2  -  />■)  sin  (w  -  1)  10"  -  sin  (ii  -  2)  10",  wo  /.•  =  2  -  2  cos  10" 
=  0,000  00000  2350  ist,  also  für  ;*  =  2:  sin  20"  =  (2  -  /,•)  (e  +  e) 
=  2e  —  Ae  +  £  (2  —  A),    wo    A    gegen    2    in    (2  —  A)   vernachlässigt 

werden  kann.  Sei  2e  —  ke  =  c^,  2«  =  «,  <  j^-  +  2e,  dann  folgt  weiter 
sin  30"  =  (2ei  —  e  —  A^i)  -F  2*1  —  f  =  Cj  -f  f^,  f 2  <  iq/  +  2*1  —  f  <  j^-  +  3f 

u.  s.  f.  bis  sin  n  10",  wo  der  begangene  Fehler  f  < •  r^-  -f  ne 

wird.     Für  n  =  16  200  erhält  man  sin  4ö",  mit  einem  E'ehler 

<^F-  +  Tö^    "'^^'"    ^"'    '  =  ^^'    <io-<io^' 
also  auf  9  Stellen  richtig. 

Von    einem    umfassenderen    Standpunkte    ging    Lagiierre    1880 
aus^),   indem   er   den   allgemeinen  Satz   bewies:    „Bezeichnet  /'(.r)  =  0 


1)  Nouv.  Ann.  I,  1842,  272;  ebenda  353;  II,  1843,  216;  111,  1844,  11; 
XU,  1853,  108.  —  2)  Coinptes  rendus  de  lAcademie  des  Sc.  de  Paris  XC, 
1880,    304. 
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eine  Gleichung,   deren   sämtliche  Wurzeln   reell   sind,   und  «  eine  be- 
liebige Größe,  so  liegen  die  beiden  Werte  von  .t,  welche  durch 


-  r  («)  ±  V^ri  -  lyr  («)  -n{n-  1)  f{u)  f  («) 


X  —  a  w/'(c() 

l)estininit  sind, bezüglich  zwischen  a  und  den  beiden  dem  Werte  a  zunächst- 
liegendeu  Wurzeln  der  Gleichung  f\j)  —  0".  Indem  er  nun  die  Gleichung 

0  =  f{x)  =  1  —  cos  K  —  11^  (1  —  x)  +  -  o~3  (1  —  x)^  —  •  •  •  nimmt, 
deren  größte  Wurzel  cos  ist,  und  von  dem  Näherungswert  +  1 
ausgeht,   erhält  er  f  (l)  =  1  —  cos«,   /"  (1)  =  n^,   f"  (1)  =  — ^—- ', 

•   1  a  ^  1  —  cos  a  .,  , 

woraus  sich   cos  —  =  1 -    ergibt. 


n  -\-  (w  - 

fnlfTf 

2  '  w 


■7t  1 

Für  «  =  Y?   3;  =  —  folgt  dann  die  Näherungsformel: 


nx       , 

cos  -TT-  =  1 


aj  +  d-x)]/- 


Die.se  gibt  eine  ganz  gute  Annäherung  für  alle  Werte  von  x 
zwischen  0  und  1,  wenn  sie  auch  nicht  Hills  Methode  ersetzen 
kann.  Auch  von  anderer  Seite,  so  von  F.  Giudice')  1888,  von 
E.  Lackemacher^)  1890  und  von  E.  Lampe'')  1897  wurden  noch 
Näherimgsformeln  mitgeteilt.  Prytz'j  aber  hat  eine  Methode  ge- 
geben, welche  eine  Berechnung  der  Logarithmen  der  Kreisfimktionen 
auf  15  Stellen  nur  durch  Addition  und  Subtraktion  gestatten.  Diese 
besteht  in  folgendem.  Aus  (cos  «j  +  /  sin  u^  (cos  u^  +  i  sin  «2)  . . .  folgt 
=  cos  Ea  -\-  i  sin  2?«,  wo  Z'«  =  «j  +  «.,  +  ••  •  bedeutet,  und   dies  ist 

=  cos  ßi  cos  «2  •  •  •  (1  +  «Ti  -  T^-  iTs  +  T^  +  iT^ ),  wenn   T,, 

T.2  .  .  .  die  Summen  der  Produkte  der  Größen  tg  «j,  tg  «,,  tg  «3  . . . 
zu  je  einem,  je  zweien,  je  dreien  u.  s.  w.  bedeuten.  Daraus  folgt 
cos  ZJ a  ^  cos  ßj  cos  «2  •  •  ■  (1  —  T«  -f  Tj  —  ■  •  •),  sin  £a  = 
=  cos  «1  cos  «2  ■  ■  ■  (^1  ~  ^3  +  ^r,  ~  ■  •  •);  ^^^  ™^^  kann  log  cos  Ua 
und  log  sin  Ua  bestimmen,  sobald  man  T^,  T.^  ■■  ■  gefimden  hat. 
Hierzu  aber  hat  Prytz  eine  sehr  praktisch  eingerichtete,  nur  eine 
Seite  umfassende  Tafel  gegeben,  die  zu  allen  log  cotg  von  —  1  bis 
7,1  mit  dem  Intervalle  0,1  lö  stellig  die  log  cos  und  die  zugehörigen 
\Vinkel  bis  auf  10  Dezimalen  der  Sekunde  alter  Teilung  liefert.^) 


1)  Periodico  di  Matern.  Diretto  da  Besso,  Roma  III,  1 — 7.  —  2)  Ai-chiv 
für  Mathem.  2.  Serie  IX,  215.  —  3i  Mathesis,  2.  Serie  VII,  129—134,  153—156, 
183 — 188.  —  4)  Tables  d'Antilogaritkmeä.  (Erscheinungsjahr  nicht  angegeben, 
wahrscheinlich    1886.)    —    bj    Vgl.   J.   Lüroth,    Vorlesungen    über    numerisches 
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An  Motlioden  zur  HprPC'hiiiin!:f  der  Logaritlimentafplii  der  Kreis- 
l'iinktioiuMi  hatte  das  1!).  .lalirlnmdert  wenig  Neues  liin/.iizut'ügen;  mau 
liedieute  sicli  entweder,  wie  Sang,  der  älteren  Methode,  indem  man 
die  in  gnilJeren  Intervallen  auteinandei-t'olgenden  Kunktionswerte  durch 
Ijösung  der  Teilungsgleichungen  eruierte,  diu  Logarithmen  derselbi-n 
bestimmte  und  dann  die  Zwischenwerte  passend  interpolierte')  oder 
man  berechnete  die  ersteren  wie  Euler  mittelst  der  Reihen,  oder 
endlich  man  suchte  sich  wie  Franceur-)  (1858)  direkt  Reihen  für 
log  sin  X  und  log  cos  x,  indem  man  die  Cosinus-  und  Sinusreihen  in 
die  logarithmische  Reihe  einfülu-te.  Übrigens  hatte  ähnliche  Reihen 
auch  scdiou  Euler  hergestellt^)  und  die  Koeffizienten  auf  eine  hohe 
Stellenzahl  berechnet. 

Dagegen  hat  man  den  Fehlern,  welche  aus  der  Benützung  der 
Funktionen-  und  Logarithmentafeln  hervorgehen,  seitdem  Gauß  in 
seiner  Theoria  motus  (Art.  30  und  31)  auf  die  Notwendigkeit  ihrer 
Untersuchung  aufmerksam  machte,  eine  eingehende  Berücksichtigung 
angedeihen  lassen.  Da  jedoch  diese  Betrachtungen  sich  nur  auf  einen 
ganz  speziellen  Teil  der  Rechnung  mit  genäherten  Größen  beziehen, 
so  gehört  eine  Besprechung  der  einschlägigen  Literatur  mehr  einer 
Geschichte  des  numerischen  Rechnens  als  einer  Geschichte  der  Tri- 
gonometrie an,  und  wir  bemerken  daher  nur,  daß  Karl  Bremiker*) 
(1804 — 1877)  der  erste  war,  der  in  der  Einleitimg  zu  seinen  1882 
erschienenen  Tafeln  eine  Theorie  der  Logarithmentafeln  gab,  daß  sich 
ilami  P.  Escher ^)  1854  und  Lindmann^)  1855  ebenfalls  damit 
beschäftigten,  daß  H.  Stadthagen')  ISSS  Bremikers  Theorie  unter 
Verwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung')  ausbaute  und  daß  in 
allerneuester  Zeit  (1900)  Lüroth  in  dem  schon  angeführten  Werke 
auch  dieser  Richtung  eine  eingehende  Beachtung  schenkte.') 


Rechnen,  Leipzig  1900,  §  57,  dem  die  obigen  Mitteilungen  entnommen  .sind, 
imd  wo  man  noch  Genaueres  über  die  Benützung  der  Tafeln  von  Prytz  findet. 
1)  Ein  solches  Interpolationsverfahren  gibt  ßidell  Airy  in  dem  Artikel 
„Tables"  der  Eneyclopaedia  metropolitoua,  London  1845,  683  ff.  Vgl.  auch 
Legendre  in  Connaissance  de  temps  pour  1819,  302.  —  2)  Cours  complet  de 
Mathe'm.  Art.  588,  auch  Elphistone  im  Quarterly  Journal  n,  1858,  222—225. 
—  3)  Introductio  in  Analysin  infinitorum  §  194  und  195.  —  4)  Xova  tabula 
Logarithmorum  VI  decimalium,  Berolinae  1852.  —  5^  Archiv  für  Math.  XXIII, 
264—284,  —  6)  Ebenda  XXV,  284—289.  —  7)  Beiträge  zur  Untersuchung  des 
Genauigkeitsgrades  astronomischer  Kechnungen.  Dissert.  Berlin  1888.  — 
8)  trbrigens  hat  auch  Bremiker  schon  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bei 
seiner  Theorie  der  Fehlerbestimmung  benützt,  —  9)  Vgl.  auch  noch:  Besso, 
Periodico  di  Matern,  Roma  I,  1886,  122—126  und  Riccardi,  ebenda  HI,  97—103, 
137 — 144.  Auch  im  Nachlasse  von  Gauß,  Werke  VIII,  129  finden  sich  einige 
Formeln  zur  Interpolation  von  Cotangenten  und  Cosekanteu  kleiner  Winkel. 
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§  7.     Polygonometrie  und  Polyedrometrie. 

Wir  bemerkten  schon  im  zweiten  Paragraphen  des  vorhergehenden 
Kapitels,  daß  die  Polvgonometrie  —  und  das  (xleiche  gilt  noch 
mehr  von  der  Polyedrometrie  —  streng  genommen  nicht  in  den 
Rahmen  unserer  Darstellung  gehört.  Wir  werden  uns  daher  bei  Be- 
sprechung der  Fortschritte,  die  beide  Gebiete  im  ll'.  Jahrhundert 
machten,  wieder  wie  früher  möglichst  kurz  fassen. 

Wie  wir  sahen,  haben  L'Hnilier  und  Carnot  den  Hauptsatz 
der  Polyedrometrie  aufgestellt  und  den  entsprechenden  Satz  auch  für 
schiefe  Polygone  formuliert.  Außerdem  gewann  letzterer  ans  dem 
Haupttheorem  noch  folgenden  sehr  allgemeinen  Lehrsatz'):  „In  jedem 
ebenen  oder  Raumpolygon  und  iu  jedem  Polyeder  ist  die  Summe  der 
Quadrate  der  Seiten  oder  Seiteuflächen  gleich  der  doppelten  Summe 
der  Produkte  dieser  Seiten  zu  je  zweien,  jedes  Produkt  multipliziert 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  sie  einschließen."  Für  das  Tetra- 
eder hatte  diese  Wahrheit  schon  Lagrange  1773  ausgesprochen.  Ferner 
hat  Carnot  L'<06  in  einer  eigenen  Abhandlung-i  noch  Beziehungen 
zwischen  den  Aliständeu  von  vier  und  fünf  Punkten  in  Ebene  und 
Raum,  wenn  auch  in  wenig  übersichtlicher  Form  abgeleitet.  1824  gab 
Jakob  Sturm,  dessen  Name  hauptsächlich  durch  das  nach  ihm  be- 
nannte algebraische  Theorem  bekannt  wurde,  in  seinen  „Recherches 
analytiques"^),  die  wir  schon  früher  anführten  (S.  179),  eine  elegante 
Entwicklung  der  Hauptsätze  der  Polygonometrie  und  Polyedrometrie 
vom  Standijunkte  der  analytischen  Geometrie,  und  L' Hui  Her  fügte 
1)^28  seinen  vielen  Entdeckungen  auf  diesem  Gebiete  noch  folgenden 
allgemeinen  Satz  bei*):  „Hat  man  ein  Polyeder,  dessen  eine  Seiten- 
fläche man  als  Basis  betrachtet,  so  ist  das  Produkt  einer  der  andern 
Flächen  in  den  Sinus  ihrer  Neigung  zur  Basis  gleich  der  Summe  der 

Do  o 

Produkte  aus  jeder  andern  Seite  in  den  Sinus  ihi'es  Neigungswinkels 
zur  selben  Basis  und  in  den  Cosinus  des  Winkels,  welchen  der  Schnitt 
dieser  Seitenfläche  in  der  Basis  mit  einer  bestimmten  Seite  der 
letzteren  macht." 

Von  sehr  allgemeinem  Gesichtspunkt  aus  nahm  Anton  Müller 
(1799 — 1860)  1836  die  Lelire  von  den  schiefen  Polygonen  in  An- 
griff*), indem  er  die  allgemeinsten  Gleichungen  zwischen  den  ii  Winkeln, 


1)  Göometrie  de  position.  1803,  Theorem  21  und  -23,  308.  —  2j  Memoire 
sur  la  relation  qui  existe  entre  les  distances  resp.  de  einq  points  etc.,  Paris 
1806,  i".  —  3)  Annales  de  Mathem.  XV,  18'2i/2ö,  309  ff.  —  4)  Bibliotheque  uni- 
verselle de  (Jeneve,  1828,  249.  —  ö)  Die  allgemeinsten  Sätze  der  sphärischen 
Polygonometrie  und  die  allgemeinsten  Gleichungen  der  gauchen  Polygone,  Heidel- 
berg 1836,  4". 
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die  iiiis  zwei  uui'eiiiaiHlertol^cliileii  l'i)l\ffi>iiss('itrii  geltiidct  werden,  und 
jenen  ii  Neigungswinkeln,  welehe  die  Ebenen  durch  je  drei  iiut'einander 
folgende  Ecken  einschließen,  aufstellte.  Solcher  Relationen  gibt  es 
sieben,  wozu  nocji  vier  Heziehungen  zwischen  den  Seiten  und  Poly- 
gonswiukelu  treten.  Jedoch  machte  der  von  ihm  geschaö'eue  un- 
gewohnte Algorithmus  seine  an  sich  nützliche  Schrift  so  wenig  zu- 
gänglich, daß  die  spätere  Literatur  sie  fast  vollständig  ignorierte. 

Mehr  Beachtung  fanden  die  wichtigen  und  sehr  allgemeinen 
Sätze,  die  Karl  (ieorg  Christian  von  Staudt  (17i)S — iStJT)  1 K42 
mitteilte.')  Sie  beziehen  sich  auf  die  Inhalte  von  Polygonen  nnd 
Polyedern.  Wir  führen  den  interessantesten  derselben  an,  indem  wir 
uns  einer  von  Baltzer  benützten  Bezeichnungsweise  bedienen,  die  den 
Vorzug  größerer  Übersichtlichkeit  vor  der  Ständischen  voraus  hat.  „Sind 
u,  h  die  Inhalte  zweier  ebener  Polygone  A^  A.^...  ^„^,  /^j  Ji^. ..  B„.  welche 
in  zwei  verschiedeneu  unter  dem  Winkel  cp  gegeneinander  geneigten 
Ebenen  liegen,  bezeichnen  ji.  i/  die  Nummern  \,  2  ...  in  und  /■,  .s  die 
Nummern  1,2...«,  bilden  die  Geraden  AA  und  i'i',.  nach  will- 
kürlicher Festsetzung  ihj'er  positiven  Richtungen  einen  Winkel,  desseii 
Cosinus  cos  p^  ist,  und  wird  AA^,-  BB^aoa  =  r  gesetzt,  so  ist 
4  ah  cos  (p  =  ^(Cp,.c,^,  —  c^,'^,^)?  ^i^^®  Summe,  welche  {m  —  1)  (n  —  1) 
Glieder  annimmt,  wenn  man  für  p,  q  je  zwei  folgende  Nummern  der 
Reihe  \,'l  .  .  .  m  und  zugleich  für  r,  .s-  je  zwei  folgende  Nummern  der 
Reihe  1,  2  .  .  .  ;/  setzt."  Dieser  Satz,  den  Staudt  auch  auf  zwei 
Polyeder  ausgedehnt  hat,  ist  besonders  deswegen  bemerkenswert,  weil 
die  Größen  c  durch  die  Quadrate  von  solchen  Strecken  sich  rational 
ausdrücken  lassen,  welche  die  Spitzen  des  einen  Polygons  mit  denen 
des  andern  verbinden");  also  ist,  was  auch  schon  Staudt  bemerkte, 
llj  ah  cos  93  eine  ganze  Funktion  der  Quadrate  dieser  Strecken. 

In  derselben  Abhandlung  führte  Staudt  auch  den  Begriff  des 
Eckensinus  ein,  den  wir  schon  S.  195  kennen  lernten,  und  der  in 
der  Folge  für  die  Tetraedrometrie  von  Wichtigkeit  wurde. 

Viel  speziellerer  Natur,  aber  doch  von  großer  Vollständigkeit 
sind  die  in  zwei  umfangreichen  Abhandlungen  von  1842  und  1843 
niedergelegten  Arbeiten  C.  A.  Bretschneiders  über  die  trigono- 
metrischen Relationen  des  einfachen  und  des  vollständigen  geradlinigen 
Vierecks.^)  Sie  schließen  sich  an  die  von  Carnot  eingeschlagene 
Richtung  an. 


1)    Journal  für  Mathem.  XXIV,  1842,  252—356.  —    2)    A.  a.  0.  253   und 

256.    —    Baltzer:    Elemente    der    Mathematik   II.    6.  Aufl.    1883,    345—347.    — 

.•i)   Ai-chiv    für    Mathem.  ü,   1842,   225—261    und    ILI,  1843,   84—93.     (Die   erste 
lernten  wir  schon  S.  198  kennen.) 
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Eine  bedeuteude  Yerwendtuig  fand  und  findet  die  ebene  Poly- 
gonometrie  noch  in  der  Feldmeßkunst,  indem  man  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  zugrunde  legt  und  die  Koordinaten  der  Eckpunkte 
eines  offenen  oder  geschlossenen  Polygonalzuges  in  Rechnung  zieht. 
Dabei  rechneten  die  Geometer,  wie  Grunert,  Miinchow'),  Dienger-j, 
Proß^),  Mack*)  und  andere,  ja  sogar  noch  Spitz^),  mit  den  Innen- 
winkeln des  Polygons  im  Anschluß  an  L'Huilier,  wenn  sie  auch 
die  Drehungswinkel  (Richtungswinkel),  d.  h.  die  Winkel,  um  welche 
die  Polygonsseiten  gegen  die  positive  Richtung  der  .r-Achse  in  dem- 
selben Sinne  gedreht  erscheinen,  benützten,  und  erst  in  den  fünfziger 
Jahren  l)ürgerte  sich  allmählich  das  Verfahren  ein,  von  dem  Zu- 
sammenhang dieser  letzteren  Winkel  mit  den  Innenwinkeln  des  Poly- 
gons ganz  Abstand  zu  nehmen  und  nur  mehr  die  ersteren  zu  benützen, 
was  für  die  Berechnung  manche  Vorteile  bietet/j  Doch  überlassen 
wir  Detailuntersuchiingen  über  dieses  Gebiet  einer  Geschichte  der 
Geodäsie  und  wenden  wir  uns  zu  A.  F.  Mob  ins,  der  durch  seine 
Einführung  des  „Kantengesetzes",  das  er  schon  in  seiner  Statik  1837 
andeutete')  und  1865  in  einer  Abhandlung*)  „Über  die  Bestimmung 
des  Inhaltes  eines  Polyeders"  näher  ausführte,  erst  die  präzise  Fassung 
des  Hauptsatzes  der  Polyedrometrie  ermöglichte.  Dieses  lautet:  „Den 
Perimetern  der  ein  Polyeder  umgrenzenden  Flächen  können  solche 
Sinne  beigelegt  werden,  daß  für  jede  Kante  des  Polyeders  die  zwei 
Richtungen,  welche  derselben,  als  der  gemeinschaftlichen  Kante  zweier 
Polyederflächen,  infolge  der  Sinne  dieser  zwei  Flächen  zukommen, 
einander  entgegengesetzt  sind."^)  Mit  Hilfe  dieses  Gesetzes  hat  dann 
Baltzer  den  Hauptsatz  folgendermaßen  formuliert:  „Wenn  die  Peri- 
meter der  n  Flächen  eines  Polyeders  dem  Gesetze  der  Kanten  genügen 
und  wenn  von  den  u  Ebenen,  auf  denen  die  Flächen  des  Polyeders 
liegen,    die    positiven    Sinne    willkürlich    festgesetzt   worden    sind,    so 


1)  Ebene  und  sphärisclie  Trigonometrie,  Bonn  1826.  —  2)  Die  ebene  Poly- 
gononaetrie,  Stuttgart  1851.  —  3)  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  und  Poly- 
gonometrie,  Stuttgart  1840.  —  4j  Goniometrie  und  Trigonometrie,  Stuttgart 
1860.  —  5)  Lehrbuch  der  ebenen  Polygonometrie,  Leipzig  und  Heidelberg  1881. 
—  6)  Vgl.  z.  B.  Hammer,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie, 
2.  Aufl.,  Stuttgart  1897,  §  40  und  41.  —  7)  Statik,  1837,  Werke  EI,  78.  — 
8)  Sitzungsberichte  der  Leipziger  k.  Gesellschaft  d.  Wissensch.,  math.-phys.  Klasse 
XVn,  Werke  U,  477  —  9)  Möbius  erwähnt  Eingangs  der  angeführten  Abhand- 
lung einen  Aufsatz  von  A.  L.  F.  Meister  in  den  Novi  Comment.  soc.  reg.  scient. 
Gottiugeusis  I,  1769  70,  der  die  Bestimmung  des  Inhaltes  eines  ebenen  Vielecks 
in  größtmöglicher  Allgemeinheit  zum  Ziele  hat.  In  der  Tat  scheint  uns  der 
Einfluß  dieser  Abhandlung  auf  Möbius  beachtenswert  zu  sein,  indem  hier  der 
in  allen  Arbeiten  von  Möbius  eingeführte  und  konsequent  festgehaltene  Zählungs- 
sinn bereits  verwendet  ist. 
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liabeu  die  l'läclieii  des  l'ol^eders  unzweideutig  1)estinuiite  Werte 
«, ,  u.^  .  .  .  u„.  Niuiiiit  man  eine  belieliige  Kheue  hinzu,  deren  ]i(jsitiver 
Sinn  ebenfalls  willkürlich  festgesetzt  wird,  uud  bezeichnet  man  durch 
cos  ^,.  den  Cosinus  des  Winkels,  den  mit  der  beliebigen  Ebene  die 
Ebene  bildet,  auf  welcher  die  Fläche  vom  Werte  u-  liegt,  so  ist 
«1  cos  pi  +  «2  cos^o  +  «3  coSpg  +•■  +  «„  coSp„  =  0,  d.  h.  die  Summe 
der  Nornuilprojektioueii  der  Kläclien  des  Polyeders  aui'  die  beliebige 
Ebene  verschwindet." 

Hieran  anschließend  beweist  Baltzer  den  wichtigen  Satz,  daß 
es  zu  jedem  Polyeder  ein  zugehöriges  Polygon  gibt,  dessen  Seiten 
und  Winkel  den  Flächen  uud  Flächenwinkeln  des  Polyeders  gleich 
sind,  so  daß  jede  polygonometrische  Gleichung  zwischen  den 
Seiten  und  Winkeln  des  Polygons  zugleich  eine  ])olyedro- 
metrische  zwischen  den  Flächen  und  Flächenwinkein  eines 
Polyeders  ist.  Auch  liefert  ihm  der  erwähnte  Hauptsatz  unter 
andern!  mit  Leichtigkeit  die  Relationen  zwischen  den  Cosinus  der 
Winkel  von  n  Geraden  oder  Ebenen,  auf  denen  die  Seiten  oder  Flächen 
eines  Polygons  oder  Polyeders  liegen  —  Beziehungen,  die  für  u  =  4 
bereits  Garnot  abgeleitet  hatte. 

Mit  diesen  präzisen  Formulierungen  waren  die  allgemeinen  Unter- 
suchungen über  Polyeder,  wenigstens  soweit  sie  uns  interessieren,  in 
gewissem  Sinne  abgeschlossen,  und  auch  der  Polygouometrie  konnte 
nicht  mehr  viel  Neues  hinzugefügt  werden.  Wir  nennen  nur  noch 
die  Umgestaltung  der  L'Huilierschen  Inhaltsformel  für  Vielecke,  die 
1871  Becker')  gab,  sowie  Hoppes'  Abzahlung  der  Relationen,  welche 
zwischen  den  durch  die  Seiten  und  Diagonalen  gebildeten  Winkeln 
bestehen-),  und  fünf  für  ebene  und  windschiefe  Polygone  giltige  Sätze, 
die  1891  Bernardi  mitteilte,  welche  aber  auf  eine  Verallgemeinerung 
des  Satzes  von  Ceva  hinauskommen  und  somit  mehr  der  Geometrie 
als  der  Trigonometrie  angehören. 

Die  bisher  angeführten  Theoreme  waren  allgemeiner  Natur  und 
bezogen  sich  zum  Teil  auf  Polyeder  von  n  Seiten,  sie  umfassen 
also  von  selbst  die  Theorie  des  Tetraeders,  als  des  einfachsten  Poly- 
eders, und  doch  müssen  wir  auf  die  Geschichte  dieses  Körpers  noch 
mit  ein  jjaar  Worten  zurückkommen,  da  er,  gerade  weil  er  der  ein- 
fachste ist,  die  vielseitigste  Behandlung  gefunden  hat.  Uns  inter- 
essieren jedoch  nicht  sowohl  die  einzelnen  Sätze  ^)  über  das  Volumen, 
die  umgeschriebenen  und  eingeschriebenen  Kugeln  u.  s.  w.,  mit  deren 


1)  Zeitschr.  für  Matbem.  und  Physik  XVI,  53-t.  —  2)  Archiv  für  Mathem. 
LXI,  1877,  439.  —  3)  Die  reiche  Literatur  hierüber  müssen  wh  als  zu  deu  An- 
wendungen der  Trigonometrie  zählend  ausschließen. 
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Aufstellung  sich  schon  Euler,  Lagrange,  De  (iua,  Caruot,  Monge, 
Hachette  und  nach  diesen  unzählige  andere  beschäftigt  haben,  als 
vielmehr  die  Versuche,  auf  dem  Tetraeder  als  Grundlage  ebenso 
eine  Raum tris:ononietrie  aufzubauen,  wie  die  ebene  Trigono- 
metrie  auf  dem  Dreieck  basiert. 

Diese  den  Namen  Tetragonometrie  führende  Lehre  ist  im 
wesentlichen  von  Gustav  Junghann  18l)2()3  geschaffen  worden') 
und  baut  sich  auf  dem  Staudtschen  Begriff  des  Eckensinus  auf. 
Junghann  hat  ohne  Zweifel  das  von  uns  schon  erwähnte  Werk 
A.  Müllei-s  über  Polyedrometrie  nicht  gekaant,  sonst  köunte  man 
glauben,  er  habe  daraus  den  Gedanken  geschöpft,  aus  dem  dort  für 
beliebige  «-Kante  gegebeneu  Algorithmus  den  weit  einfacheren  für 
das  Dreikaut  alizuleiten. 

AVir  sahen  schon  S.  194,  daß  Gauß  bereits  die  Bedeutung  der 
Ausdrücke  erkannte,  die  Junghann  hier  in  der  Bezeichnung  P-Sinus 
und  77-Sinus  zur  Grundlage  seiner  Tetragonometrie  macht.  Dieselben 
sind  definiert  durch  die  Gleichungen 

F  =  l  sin  h  sin  c  sin  ß  =  I  sin  c  sin  a  sin  /3  =  |  sin  a  sinh  sia  y 
=  ]/sin  s  sin  (s  —  a)  sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c) 
und  Jl  durch  die  Polarformeln  hierzu.  Somit  stimmt  P  mit  dem 
halben  Eckensinus  von  St  au  dt  überein  und  —  ist  der  Bret- 
schneidersche  Dreiecksmodul  (S.  183).  Im  ersten  Teile  seines  Werkes 
schuf  Junghann  eine  vollständige  Goniometrie  dieser  Funktionen  P 
und  n,  indem  er  die  Formeln  entwickelte,  welche  zwischen  den  P~ 
und  //-Funktionen  mehrerer  Ecken  mit  gemeinschaftlichem  Scheitel 
stattfinden.  Gehen  z.  B.  von  einem  Punkte  0  im  Räume  die  fünf 
Strahlen  ;„,  ^-j ,  r.^,  r.^,  r^  aus,  von  denen  keine  drei  einer  Ebene  an- 
gehören, und  sind  die  Schnittpunkte  einer  zu  ()A  senkrechten  Ebene 
mit  denselben  A,  B,  C,  T),E,  so  ist  OBCI)  +  OBI)E+  OBEC+  OEDC 
=  0,  wenn  man,  was  Junghann  allerdings  nicht  tut-),  das  Vorzeichen 
jedes   Tetraedervolumens    nach    Möbius^)   be.stimmt.      Führt    man    in 


1)  Die  ersten  Anfänge  hierzu  finden  sich  schon  1848  in  den  Studien  über 
das  sphärische  Dreieck  im  Programm  des  Luckauer  Gymnasiums,  dann  kamen 
1860  Beiträge  zur  Polyedrometrie  im  Archiv  für  Mathem.  XXXTV,  369,  endlich 
erschien  das  zweiteilige  Werk  „Tetraedrometrie"  1862  63  in  Gotha,  8°,  au  das 
sich  noch  ein  Artikel  im  Archiv  für  Mathem.  XL,  1863,  447 — 459  auschloß,  in 
dem  er  (448^  sagt,  er  glaube  dai-getan  zu  haben,  daß  die  Tetragonometrie  für 
die  Stereometrie  eine  ebenso  wesentliche  und  notwendige  Ergänzung  ist,  wie  die 
Trigonometrie  für  die  Planimetrie.  —  2)  Darauf  hat  Gretschel  in  einer  An- 
zeige von  Junghanns  Schrift  fZeitschr.  für  Mathem.  und  Phys.  X,  186.Ö,  liter.- 
hist.  Teil  bii  aufmerksam  gemacht.  —  3»  Der  Barycentrische  Calcul,  Leipzig 
1827,  22. 
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diese  Gleichung  die  P  eiu  und  beachtet,  daß  0  Ji  =^  0 A  sec  {r^t\), 
OC  =  Oä  sec  ('■o'"s)  II-  s.  w.  ist,  so  kommt: 

-P('Vä»':i)  f"s  ('■ü'".i)  +  ^^('"i'^a'"!)  COS  (/-„rj  +  P(i\r,r,)  cos  (/-„Cj) 
+  f'i'Vsi'i)  cos  (»•„>•,)  =  C). 
Die  ciitsiirccliciidc  ij;iiiii(iiiictrischc'  Gleicliuii<j;  in  der  Ebene  lautet: 

sin  ( <•,  r.^)  cos  ('/•„/•;))  +  sin  (i\r^)  cos  (/„;-,)  +  sin  (  r^i\)  cos  (r^r^)  =  0. 

Dieselbe  Gleichung  kann  uiau  für  die  //-Funktionen  ansetzen,  indem 
man  sich  fünf  Ebenen  <;  denkt,  die  auf  den  fünf  Strahlen  >•,.  senk- 
recht stehen.  Die  Nichtanwendung  des  Vorzeichenprinzipes  macht 
natürlich  die  Darstellung  Junghanns  schwerfälliger,  indem  er  ein- 
zelne Fälle  zu  unterscheiden  gezwungen  ist.  Der  zweite  Teil  des 
Werkes  ist  Anwendungen  gewidmet,  um  den  Vorteil  der  neuen  Funk- 
tionen für  die  Behandlung  verschiedener  Probleme  ins  Licht  zu  setzen, 
und  enthält  namentlich  im  10.  Kapitel  eine  interessante  Untersuchung 
des  Carnotschen  Memoire  sur  les  relations  <jui  existent  entre  les 
distances  de  cinq  points  etc.,  das  wir  schon  öfter  erwähnten.  Der 
Verfasser  glaubte  gerade  hier  durch  Einführung  seiner  Funktionen 
besondere  V^ereinfachungeu  erzielt  zu  haben,  doch  beruhen  dieselben, 
wie  auch  sonst  fast  durchweg,  eigentlich  nur  in  der  Form  der 
Gleichungen,  und  in  der  Tat  erwiesen  sich  die  weitgehenden  Hofl- 
nungen,  welche  Juughaun  auf  die  Einführung  dieser  Funktionen 
setzte,  die  er  namentlich  für  die  Stereometrie  als  unentbehrlich  er- 
achtete, für  trügerisch:  Die  spätere  Literatur  ist  nur  wenig  mehr  auf 
seinen  Versuch  z)urückgekommen*),  obwohl  er  noch  im  gleichen  Jahre 
(18(33)  eine  weitere  Abhandlung  darüber  veröfFentlichtc.  - ) 

Was  die  Polygonometrie  auf  der  Kugel  anlangt,  so  wollen  wir 
ebenfalls  nur  allgemeinere  Untersuchungen  über  dieselbe  ins  Auge 
fassen,  während  wir  die  zahllosen  Spezialabhandlungen  über  die  Eigen- 
schaften des  sphärischen  Vierecks  als  den  Anwendungen  der  Trigono- 
metrie angehörig. bei  Seite  lassen.  Abgesehen  von  dem  schon  8.^09—210 
erwähnten  Aufsatze  Quetelets,  in  welchem  er  Oberflächenberechnuugen 
von  sphärischen  Polygonen  anstellte,  die  aus  größten  Ki'eisen  und 
Kleinkreisbogen  gebildet  sind,  begegnen  wir  zuerst  1827  jener  Ab- 
handlung von  J.  L.  Raabe,  die  uns  schon  einmal  (S.  179)  beschäftigte, 
als  wir  die  Ableitung  der  sphärischen  Dreiecksformelu  aus  der  Koordi- 

1)  Im  Archiv  für  Mathem.  erschienen  noch  einige  .Artikel  von  Dostor 
(lAl,  1874,  247— -249,  I.VIII,  1878,  1)  und  von  Hellwig  (ebenda  180—184), 
welche  sich  ebenfalls  des  Eckensinus  bedienten.  Letzterer  schlug  vor,  P  durch 
Sin  und  TI  durch  Cos  zu  ersetzen,  und  zeigte  an  einigen  Beispielen,  wie  dann 
gewisse  tetraedrometrische  Formeln  sehr  ähnlich  den  entsprechenden  trigono- 
metrischen werden.  —  2)  Archiv  für  Mathem.  XL,  447  tl'. 

V.  Braunmühl,    (Jescliichte  der  Trisjonometrie.    11.  16 
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natentransformation  besprachen.  Die  letztere  iliente  ihm  auch  (hizu, 
um  zu  zeigen,  wie  mau  allgemeine  Formeln  zwischen  den  Seiten  und 
Winkeln  von  Kugelpolygonen,  die  aus  größten  Kreisen  gebildet  sind, 
erhalten  könne.  Er  dachte  sich  nämlich  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
als  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  und  brachte 
dies  durch  Drehung  um  den  Anfangspunkt  in  eine  zweite,  dritte  u.  s.  w. 
Lage,  bis  es  nach  n  +  1  maliger  Drehung  wieder  mit  dem  ursprüng- 
lichen zusammenhel.  Sowohl  der  Schuittimnkt  der  :Z' -Achse  mit  der 
Kugel,  als  auch  jener  der  .J-Achse  beschreiben  dann  l)ei  dieser  Drehung 
Polygone  von  m  +  1  Seiten.  Die  Seiten  des  ersten  «y,  a^,  ...  a,, 
werden  durch  die  Ebenen  der  Winkel  ausgeschnitten,  welche  die 
it'- Achsen  der  aufeinanderfolgenden  Systeme  miteinander  bilden,  und  die 
Außenwinkel  hf^,  l\,  .  .  .  ?/„  dieses  Polygons  sind  die  Neigungswinkel 
der  X(/-Ebeneu  gegeneinander.  Sind  die  Koordinaten  der  ersten  Ecke 
(aflöj)  iCß  =  r  cos  «Q,  y^  =  r  sinn^  cos l,^,  .^^  =  ;•  sinfl„  sin&ß,  so  liefern 
einerseits  die  bekannten  Transformationsformeln  successive  angewendet, 
die  Koordinaten  des  Durchschnittspunktes  voiia^^_^  mit  a^^  in  Funktion 
der  Seiten  «_,  und  der  Winkel  b^,  ausgedrückt,  andererseits  sind  aber 
die  Koordinaten  dieser  Ecke  a'„_i  =  r  cos  «„,  2/„_i  =  '"  sin  «,,,  ^,,_j  =  0, 
und  die  Gleichsetzung  dieser  Werte  mit  den  durch  Transformation 
gewonnenen  liefert  drei  Hauptformeln,  welche  zwischen  den  Winkeln 
und  Seiten  des  Polygons  bestehen.  Raabe  stellte  diese  Relationen 
für  das  sphärische  Dreieck  (n  =  2)  und  für  das  sphärische 
Viereck  wirklich  auf,  entwickelte  sie  jedoch  nicht  für  einen  be- 
liebigen Wert  von  »,  wahrscheinlich,  weil  seine  Methode  zu  kompli- 
zierte Formeln  gab,  deren  Bildungsgesetz  nicht  übersehen  werden  konnte. 
Dies  unternahm  1836  der  schon  wiederholt  erwähnte  Anton  Müller 
in  seinem  Werke  „Die  allgemeinen  Gesetze  der  sphärischen  Polygono- 
metrie  und  die  allgemeinen  Gleichungen  der  gauchen  Polygone", 
Heidelberg  183G,  4".  Indem  er  nämlich  gewisse  Produkte  aus  Sinus 
oder  Sinus  und  Cosinus  der  Winkel  und  Seiten  als  eigene  Funktionen 
einführte  und  ihre  Gesetze  studierte,  gelang  es  ihm,  die  komplizierten 
Relationen  in  übersichtlichere  Form  zu  bringen,  die  Gesamtzahl  der 
überhaupt  möglichen  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  und  Seiten 
festzustellen  und  dieselben  zuerst  auf  19,  dann  auf  die  geringste  Zahl 
von  7  notwendigen  Gleichungen  zu  reduzieren.  (A.  a.  0.  p.  109 — 110.) 
Auch  er  hat  aus  seinen  allgemeinen  Formeln  die  speziellen  für  das 
Dreieck  wieder  aljgeleitet  (p.  113 — llTi),  indem  er  19  Gleichungen 
angab'),  die  teilweise  neu  waren.  „Aus  dem  Mangel  jener  unter  den 
vorstehenden  19  Sätzen,  welche  hier  zum  erstenmal  gegeben  werden'", 


1)  Vgl.  dazu  Dieuger  im  Archiv  für  Mathem.  VII,  1S16,  •2-25— 238. 
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sagt  er,  „eikliirt  sieh  die  Dürftigkeit  und  Uiibehüll'üchkeit  der  Dar- 
legung in  allen  l)is  jetzt  ülier  sphärische  Trigonometrie  erschieneneu 
Seil  ritte  11."  Doch  liaben,  trotz  dieser  hohen  Ansicht,  die  Müller  von 
dem  Werte  seiner  Formeln  für  die  Drcieckslehre  hatte,  diese  in  der 
Zukunft  kerne  weitere  Beachtung  gefunden,  da  ihr  wirkliclier  Wert 
nur  auf  theoretischem  Gebiete  liegt.  Übrigens  scheint  eine  Schrift 
von  ähnlicher  Ficdcuiung  wie  die  Müllers  für  die  liclire  von  den 
allgenioint'ii  s]iliärisciieii  Polygonen  später  nicht  erscliienrii  zu  sein, 
während  wohl  cinzelue  Sätze  über  dieselben  aiu-li  luirh  m  neuester 
Zeit,  so  von  (i.   Bernarili,  mitgeteilt  wurden.') 

§  8.    Verschiedene  Trigonometrieen  und  Verallgemeinerungen  der 
goniometrischen  Funktionen. 

Zum  Schlüsse  unserer  geschichtliehen  Darstellung  wollen  wir 
noch  einen  raschen  Blick  auf  die  Verallgemeinerungen  der  trigono- 
metrischen Lehren  werfen,  welche  im  Laufe  des  19.  Jahrhunderts  ent- 
standen sind.  Schon  das  18.  Jahrhimdert  hatte  den  Kreisfunktionen 
die  hy^jerbolischen  Funktionen  an  die  Seite  gestellt,  und  ihre  Lehre 
fand  im  19.  Jahrhundert  so  viele  Bearbeiter,  daß  es  sich  lohnte,  die 
geschichtliche  Entwicklung  derselben  eigens  darzustellen.  Dies  ist  von 
S.  Günther  in  dem  voi'treff liehen  Buche  „Die  Lehre  von  den  ge- 
wöhnlichen und  den  verallgemeinerten  Hypei'helfunktionen",  Halle 
1881,  8",  geschehen,  auf  das  wir  hier  um  so  lieber  verweisen,  als  die 
hyperbolische  Trigonometrie  dem  von  uns  behandelten  Gebiete  ferner 
steht.  Wir  wollen  nur  noch  erwähnen,  daß  sich  ein  weites  Feld  für 
ihre  Anwendung  in  der  „nichteuklidischen  Geometrie"  bot,  indem 
sich  die  Hyperbelfunktionen  am  natürlichsten  zur  Darstellung  der 
Formeln  einer  niehteuklidischen  Trigonometrie  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  einer  Trigonometrie  auf  deu  Flächen  kon- 
stanten negativen  Krümmungsmaßes  eignen.-) 


1)  Uiornale  di  Matern.  XXIX,  1891,  63—67  und  173—19-1.  Hier  mag  auch 
noch  erwähnt  werden:  Stoll,  Über  sphilriache  Vielecke,  die  einem  Kreise  ein- 
und  einem  andern  umschrieben  sind.  Zeitschr.  für  Mathem.  und  Phys.  XXIX, 
1884,  91—110.  —  -2)  Vgl.  die  Literatur  bei  Stäckel  und  Engel:  „Die  Theorie 
der  ParaUeUinien  von  Euklid  bis  auf  Gauß,  Leipzig  1895,  8°,  dann  bei  S.  Günther 
a.  o.  a.  0.  Sehr  wichtig  sind  auch  die  aus  dem  Nachlasse  von  Gauß  im  VIII.  B. 
seiner  Werke  159 — 268  erst  jüngst  veröiFentlichten  Notizen,  aus  denen  zu  ersehen 
ist,  daß  Gauß  spätestens  seit  1819  schon  im  Besitze  der  wichtigsten  Foi-meln 
der  niehteuklidischen  Trigonometrie  war.  Er  leitet  nämlich  dort  die  Formeln 
zwischen  deu  Seiten  und  Winkeln  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ab,  die  die  Lobat- 
schewskijsche  und  die  sphärische  Trigonometrie  zugleich  umfassen,  indem  er 
nur  voraussetzt,  daß  die  Euklidsche  Geometrie  für  ein  unendlich  kleines  Dreieck 
gilt  (255—257).     1824  fand  F.  A.  Taurinus  die  uichteuklidische  (hyperbolische; 

16* 
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Der  hyperbolischen  Trigonometrie  stellte  1852  James  liooth 
eine  parabolische  an  die  Seite'),  indem  er  statt  der  Kreisl)ögeu  und 
der  Hyperbelsektoren  Parabelbögen  als  Argument  einführte.  Dabei 
ging  er  von  der  durch  die  Gleichung  tg  co  =  tg  (p  sec  j;  +  tg  ;^  sec  cp 
gegebenen  Funktion  von  ip  und  x  ^^^>  f'ic  er  mit  tg  (9p  JL  x)  be- 
zeichnete, während  er  tg  ((p  T  X^  ^=  ^§  f  ^^c  X  ~  ^"  X  ^^^  9  setzte.-) 
Hieraus  folgt  zwischen  den  drei  Argumenten  w,  (p,  x  die  Diiferential- 

gleichung = 1 ^     die   bei   gleichzeitigem   Verschwinden 

"  ="    cos  CO         cos  qp         cos  y/  °  " 

der  Argumente  die  Integralgleichung  /  — '—  =  1  — --  4-  1  — —  liefert. 
°  J  cos  M      J  cos  <f      J  cos  X 

Diese  drei  Integrale  stellen  aber  Parabelbögen  dar,  welche  vom 
Scheitel  der  Parabel  bis  zu  Punkten  gemessen  sind,  deren  Normalen 
mit  der  Achse  bezüglich  die  Winkel  co,  q),  x  bilden,  und  man  kann 
somit  auf  Grundlage  der  obigen  Relation  eine  Trigonometrie  der 
Parabel  aufbauen^),  die,  wie  Booth  behaujatet,  ein  richtigeres  Ana- 
logen der  Kreisti-igonometrie  ist,  als  die  hyperbolische,  da  bei  letzterer 
die  Fläche  Funktion  eines  Parabelbogens  ist,  während  doch  Bogen 
und  Fläche  eines  Kreises  durch  ein  und  dieselbe  Funktion  aus- 
gedrückt werden.     In  der  Tat  gehen  durch  die  Sul)stitution 

tg  q)  =  i  sin  «,  ig  X  =  i  sin  ß,  tg  co  =  /  sin  y 
und  Veränderung  der  Zeichen  _L  und  T  in  -f  und  —  die  obigen 
Gleichungen  über  in  sin  y  =  sin  {«  +  ß)  =  sin  u  cos  ß  +  cos  a  sin  ß, 
und  neben  jede  der  bekannten  trigonometrischen  Formeln  stellt  sich 
eine  analoge  der  parabolischen  Trigonometrie.*)  Günther  hat  jedoch 
in  der  Schrift:  „Parabolische  Logarithmen  und  parabolische  Trigono- 

Trigonometrie  selbständige.  Vgl.  P.  Stäckel,  Abb.  zur  Gesch.' der  Math.  IX, 
401 — 427,  sowie  Archiv  f.  M^th.  IV,  1Ö02,  142.  Wieder  gegeben  wurden  die 
Formeln  der  nichteuklidischen  Trigonometrie  von  Cayley  in  den  Mathem.  Ann.  V, 
1872,  630.  Vgl.  auch  Storj',  American  .Journal  IV,  332  und  V,  180.  Eine 
elementare  Ableitung  gab  M.  Rethy  im  Archiv  für  Mathem.  LVIII,  1876, 
416 — 422  und  neuerdings  ohne  Benützung  der  Grenzfläche  M.  Simon  im  Jounial 
für  Mathem.  1892,  CIX,  187—198.  Vgl.  auch  die  Vorlesung  von  F.  Klein  über 
„Nichteuklidische  Geometrie"  1889/90,  118—120. 

1)  Die  parabolischen  Logarithmen  behandelte  er  schon  in  „The  Theory  of 
Elliptic  Integrals"  etc.  1851,  dann  die  parabolische  Trigonometrie  in  den  P.  T. 
von  1852,  part  II,  385  ff.,  ferner  in  „A  niemoir  on  the  trigonometry  of  the  para- 
bola,  London  1856  und  endlich  in  „A  Treatise  on  some  new  geometrical  Methods", 
London  1873,  I,  313.  —  2)  Die  Zeichen  _L  und  T  werden  „logarithmisch  plus" 
und  „logarithmiseh  minus"  gelesen.  —  3)  Vgl.  auch  G.  Egidi  in  Atti  dell, 
Accad.  Pontificia  dei  Xuovi  Lincei,  Roma  1894,  XLVII,  16 — 33.  —  4)  Eine 
Tabelle,  in  welcher  die  Formeln  nebeneinandergestellt  sind,  teilte  Booth  sowohl 
in  der  Abhandlung  von  1856,264  als  auch  in  seinem  Buche  1,315  mit.  Günther 
hat  dieselbe  p.  68  reproduziert,  aber  des  Vergleiches  wegen  auch  noch  die  ent- 
sprechenden Formeln  der  hyperbolischen  Trigonometrie  beigeschriebeu. 
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metrie",  Leipzig  1882,  X^,  gezeigt,  daß  diese  symbolische  Trigono- 
metrie der  Parabel  nicht  uotweudig  in  der  Natur  der  Sache  begründet 
ist.  Denn  legt  man  die  von  Lanilicrt  gefundene  Zuordnung  eines 
hyi)erl)olischeu  und  zyklischen  Arguuieiites,  d.  h.  des  gemeinsamen  und 
des  transzendenten  Winkels  (S.  13-ij  zugrunde,  so  deckt  sich  die  von 
Booth  aufgestellte  Symbolik  des  transzendenten  Winkels  mit  der  ge- 
wöhnlichen hyperbolischen  Goniometrie  des  gemeinsamen  Winkels  in 
allen  Einzelheiten. 

Die  analytische  Definition  der  Kreis-  luul  Hyperl)elfunktionen  als 
rechtwinklige  Koordinaten  eines  Punktes  der  Kurven  x' +  y^  =  1,  be- 
züglich .(■- —  y/- =  1  gal)  S.  (TÜnthiM-  Veranlassung  zu  eijicr  nahe- 
liegenden Verallgemeinerung,  welche  darin  besteht,  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  eines  Punktes  der  allgemeinen  Kurve  x'"  +  y'"  =  1  als 
neue  Funktionen  des  Winkels,  welchen  der  Radiusvektor  mit  der 
it -Achse  bildet,  einzuführen.')  Der  Fall  ni  =  1  führt  auf  die  von 
Unverzagt-),  allerdings  von  anderem  Gesichtspunkte  aus  gewonnenen 
longime  tri  sehen  Funktionen,  welche  er  durch  die  sechs  Verhält- 
nisse definiert,  die  bei  der  Teilung  einer  Strecke  ah  durch  einen  Punkt 
V  im  innern  oder  äußern  Verhältnis  entstehen. 

Hat  dagegen  der  Exponent  m  in  der  Kurvengleichung  die  all- 
gemeine  Form  .^  "j— ^ ,  wobei  j)  und  q  irgend  welche  positive  ganze 
Zahlen  sind,  so  scheiden  sich  die  oben  definierten  Funktionen  in 
solche  von  zyklischem  und  solche  von  hyperbolischem  Typus,  je  nach- 
dem sie  aus  der  Kurve  ,r"' -f  ?/'"  =  1  oder  aus  a;'"— »/"'=1   entstehen. 

Eine  andere  Verallgemeinerung  der  Kreis-  und  Hyperbelfunktionen 
führte  Unverzagt   dadurch   ein^J,   daß   er  von  einem  Punkt  ..4  eines 

Winkels  ABC  =  ß  eine  Linie  AC  unter  dem  schiefen  Winkel  A,  statt 

A  C 
nuter   90°    gegen    den    Schenkel  BC   zog    und    die   Verhältnisse     ,-„, 

,-p  u.  s.  w.  als   Funktionen   des  Winkels   ß    definierte.     Zur    Schreib- 

Aveise  dieser  „schiefen  trigonometrischen  Fimktionen"  bediente  er  sich 

der  Zeichen  Sin  ß,  Cos  ß,  oder  Sin;/3,  CoS;/3,  so  daß  Sin^ß  =  sin/3  u.  s.w. 

ist.  Für  den  speziellen  Fall  A  =  0  ergaben  sich  dann  wieder  die 
oben  erwähnten  longimetrischen  Funktionen,  die  in  der  ihnen  durch 
Unverzagt  gegebenen  Ausbildung  in  gewisser  Beziehung  zu  den 
Hamiltonschen  Quaternionen  stehen.  Eine  allgemeine  Theorie  der 
schiefen  Winkelfunktionen  hat  Biehringer  1877  geschaffen'),  während 


1)  A.  a.  0.  Kap.  VII.  —  2)  Theorie  der  geometrischen  und  longimetrischen 
Quaternionen,  Leipzig  1876,  8°.  —  3)  Übrigens  findet  sich  dieser  naheliegende 
Gedanke  schon  bei  Beyssell,  Archiv  für  Mathem.  XXXT,  1858,  299  aus- 
gesprochen. —  4)  Über  schiefe  trigonometrische  Funktionen  und  ihre  An- 
wendungen, Nördlingen  1877. 
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Güutbcr  diesen  Begritt'  auf  die  hyperbolischen  Funktionen  aus- 
dehnte. ') 

Was  die  eben  erwähnten  Quaternionen  anlangt,  so  hat  schon 
ihr  Schöpfer  William  Rowan  Hamilton  (1805 — 18(35)  die  neue 
Rechnung  zur  Ableitung  sowohl  der  ebenen  als  der  sphärischen 
trigonometrischen  Hauptfornieln  angewendet^),  und  sein  Schüler  und 
Freund  P.  G.  Tait  (geb.  1831)  hat  diese  in  noch  vollständigerer  Weise 
gegeben.'').  Endlich  hat  1880  der  Amerikaner  J.  W.  Striugham*) 
in  einer  kurzen  Note  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß,  wenn  «,  ß,  ö 
die  Vektorseiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  bilden,  und  wenn  man 
Qnaternionen-Cosinus  und  -Sinus  des  Winkels  zwischen  u  und  ß  durch 

<q=^,  sq      = -r    definiert,    dann    der    Aufbau    einer   kompletten 

„Quaternionentrigonometrie"  möglich  ist,  welche  Aualogieen  zu  allen 
den  Formeln  der  gewöhnlichen  „Skalartrigonometrie"  bietet.  So  gibt 
z.  B.  die  Quaternionenformel  sq       +  tg     =  1  .sofort  die  Skalarformel 

Thq  ^  +  T"'cq  ''  =  1. 

^  ci  -^  et 

Zu  den  oben  erwähnten  Verallgemeinermigeu  der  Goniometrie 
kam  noch  eine  hinzu,  welche  dadurch  entstand,  dal.^  mau  statt  des 
lü-eises  und  der  gleichseitigen  Hyperbel  eine  Ellipse,  beziehungsweise 
eine  allgemeine  Hyperbel  zugrunde  legte,  Cosinus  und  Sinus  wieder 
als  die  Kooi-dinaten  eines  Kurvenpunktes  definierte  und  sie  als  Funktion 
des  doppelten  Sektors  auffaßte,  der  vom  Radiusvektor  nach  dem 
Kurvenpunkt  und  von  der  ,t -Achse  eingeschlossen  wird.  Zuerst  findet 
sich  dieser  Gedanke  bei  Gronau*),  zu  einer  vollständigen  Theorie 
ausgearbeitet  aber  wurde  er  von  C.  A.  Laisant*). 

Eine  andere  Art  der  Verallgemeinerung  trigonometrischer  und 
hyjjerbolischer    Funktionen,    für    die    zahlreiche    Versuche    vorhanden 

1)  A.  a.  0.  365  ff.  —  2)  Transaotions  of  tlie  R.  Irish  Academy  XXI,  1848 
(gelesen  1843),  197  und  besonders  278  ff.,  ferner  in  Leetures  on  Quatemions, 
Dublin  1853,  W»,  ebene  Cosinusfonnel  Ai-t.  457,  sphärische,  Art.  524,  526,  829. 
Die  ganze  Trigonometrie  ist  in  der  Formel  enthalten  y'  ß'-'  a^  =  —  1,  Art.  280. 
Vgl.  anch  Elements  of  Quatemions,  London  1866,  8»,  210—213  und  367—369; 
379 — 381  findet  sich  eine  Anwendung  auf  sphärische  Polygone.  Vgl.  ferner 
Graßmanns  Andeutungen  in  seiner  Ausdehnungslelire,  Berlin  1862,  213 — 214. 
—  3)  An  elementary  treatise  on  Quatemions,  Cambridge  1867,  2.  Aufl.  1873,  49, 
55,  56 — 60;  siehe  auch:  P.  Molenbröck,  Anwendungen  der  Quaternionen  auf 
Geometrie,  Leyden  1893,  ferner  F.  Caspary  in  Nouv.  Ann.  3.  S.  XVIU,  1899, 
265 — 270  und  Hessenlierg,  Trigonometrie,  Leipzig  1899,  8°,  die  sich  der 
V'ektorenrechnung  bedienen.  —  4)  John  Hopkins  üniversity  Circulars  I,  1880, 
35.  —  5)  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  durch  trigonometrische  Funk- 
tionen des  Kreises  und  der  Hyperbel,  Danzig  1861.  —  Gi  Essai  sur  les  fonctions 
hyperboliques,  Paris  1874,  37  ff. 
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sind,  liegt  auf  rein  l'unktionontliedielisclieni  Gfibiote  und  bestand  darin, 
daß  man  aus  deu  sie  deKnii-reiidcn  I'otenzreilien  neue  bildete,  indem 
man  z.  H.  in  bestimmten  Zwischenräumen  Glieder  wegließ  und  aus 
den  iil)rigl)leibenden  Tieilien  die  Eif^enschaften  der  dureli  sie  dar- 
gestellten Funktionen  cutwickelte.  Indem  wir  bemerken,  daß  diese 
Untersuchungen  bis  auf  Vincenzo  Riccati  zurückgehen,  verweisen 
wir,  da  sie  für  uns  zu  fern  liegen,  auf  das  0.  Kap.  TOn  S.  Günthers 
schon  oft  erwähntem  Werk,  worin  wenigstens  die  wichtigsten  Arbeiten 
hierüber  besprochen   sind.') 

Erwähnung  mögen  auch  noch  einige  Versuche  zur  geometrischen 
Darstellung  der  trigonometrischen  Funktionen  komplexer  Variahein 
Hndeu,  während  die  Untersuchungen  über  diese  Funktionen  selbst 
sich  der  allgemeinen  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Variabein 
unterordnen  und  daher  für  uns  nicht  weiter  in  Betracht  kommen. 
Gaston  Tarry  hat  1889 — 91  in  der  Association  Francaise^)  eine 
„Geometrie  generale"  entwickelt,  indem  er  sich  die  Aufgabe  stellte, 
auch  die  imaginären  Elemente  einer  reellen  Ebene  durch  sichtbare 
S^'mbole  darzustellen.  Seine  Tlieorie,  die  viel  Berührungspunkte  mit 
Staudts  Geometrie  des  Imaginären  hat,  ordnet  sich  ganz  dem  Eu- 
klidschen  System  unter,  so  daß  z.  B.  nach  der  Definition  der  Ent- 
fernung zweier  Punkte  der  Kreis  wie  bei  Euklid  definiert  werden 
kann  und  die  trigonometrischen  Funktionen  als  die  nämlichen  Linien- 
verhältnisse wie  im   Reellen  erscheinen. 

Eine  geometrische  Interpretation  der  Formeln  iler  sphärischen 
Trigonometrie  hat  endlich  Fr.  Schilling  1891  gegeben.^)  Sind 
A^=A'„  +  /r„  die  Winkel  und  /^,  =  /'„  +  //"„  («=1,2,3)  die 
Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  oder  die  Seiten-  respekt.  Flächen- 
winkel des  ihm  zugehörigen  Dreikants,  und  betrachtet  man  drei  wind- 
schiefe Gerade  G^  («  =  1,2,3),  die  die  Kugel  in  reellen  Punkten 
schneiden,  so  kann  man  die  drei  Innern  kürzesten  Abstände  konstru- 


l~i  Zur  Ergänzung  dieser  Literaturangaben  können  noch  folgende  Be- 
merkungen dienen.  Der  erste,  der  sich  nach  Riccati  mit  höheren  Sinus  be- 
schäftigte, scheint  Höne-Wronski  (1775 — 1853)  gewesen  zu  sein.  An  ihn 
knüpft  Yvon  Villarceau  wieder  an,  der  in  den  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
d^mie  de  Paris  mehrere  Abhandlungen  über  die  höheren  Sinus  veröffentlichte: 
LXXXVI,  1878,  1160—1166,  1216-1222;  1287—1290,  XCJ,  1880,  195—197. 
Fei-ner  sind  noch  zu  erwähnen  Appell  ebenda  1877a,  540  und  1378,  dann 
J.  Parkas,  XCI,  1880,  209—211;  278—281;  544— .047.  Royaux  XCII,  1881, 
1276—1279.  —  Die  älteren  Ai-beiten  von  Olivier,  Hellwig  u.  a.  hat  schon 
Günther  angeführt.  —  2)  Assoc.  Fran^.  pour  Tavancement  des  sciences,  XVIU, 
1889,  60—87;  XIX,  1890,  182—185;  XX,  1891,  90—117,  und  zwar  stehen  hier 
die  Definitionen  der  trigonometrischen  Funktionen.  —  3)  Göttinger  Nachrichten 
1891,  188—190,  oder  Mathem.  Annalen  XXXIX,  1891,  598—600. 
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icreu,  welche  im  Siuiie  der  auf  die  Kugel  zu  gründenden  projektiven 
Maßbestiuimung  zwisclien  je  zweien  derselben  vorbanden  sind.  Be- 
zeichnet man  dann  mit  A'^  den  Winkel  der  beiden  Ebenen,  welche 
durch  (r^^  und  die  zu  ihr  gehörigen  beiden  kürzesten  Abstände  gehen 
und  reziprok  mit  l\^  den  Winkel  der  beiden  Ebenen,  die  sich  durch 
je  einen  der  kürzesten  Abstände  und  die  zugehörigen  beiden  Geraden 
legen  lassen,  setzt  ferner  die  durch  jene  Abstünde  auf  den  G^  ab- 
geschnittenen Längen  =  ?A"„  und  die  Längen  der  kürzesten  Abstände 
selbst  —  il"^,  so  bestehen  zwischen  den  sechs  Größen  A^,  =  X\^  -\-  /A"„ 
und  l^  =  /'^  +  il"^  gerade  die  Kelationen  der  gewöhnlichen  sphäri- 
schen Trigonometrie.') 

Hervorgegangen  ist  diese  Interpretation,  deren  Beweis  Schilling 
1894  mitteilte"),  aus  einem  von  Hamilton^)  stammenden  Satze,  den 
er  in  geschickter  Weise  zu  erweitern  verstanden  hat. 

Wir  haben  bisher,  wie  es  unumgänglich  notwendig  war,  um 
nicht  ins-  L^ngeniessene  zu  geraten,  die  Anwendungen  der  Trigono- 
metrie ganz  von  xmsern  Betrachtungen  ausgeschlossen,  doch  können 
wir  nicht  umhin,  zum  Schlüsse  unserer  Darstellung  auf  das  neben 
der  Astronomie  umfassendste  Anwendungsgebiet  wenigstens  hinzuweisen, 
indem  wir  eine  eingehende  geschichtliche  Darstellung,  die  sehr  wünschens- 
wert wäre,  andern  überlassen.  Wir  meinen  damit  die  sogenannte 
höhere  Geodäsie,  insofern  sie  nicht  mehr  die  Kugelfläche,  sondern  die 
sphäroidisch  gekrümmten  Flächen  oder  Flächen  mit  be- 
liebiger Krümmung  als  Operationsfeld  wählt. 

Die  Grundzüge  der  sphäroidischen  Trigonometrie  sind  schon 
im  17.  Jahrhundert  durch  Clairaut*)  und  Euler^)  geschaifen  worden, 
eine  zusammenhängende  systematische  Bearbeitung  aber  gab  erst 
Grunert*)  im  Jahre  1833.  Derselbe  schuf  auch  1849  die  für  die 
Schiffahrtskunde  wichtige  Joxodromische  Trigonometrie  unter 
Voi-aussetzung  einer  sphäroidischen  Gestalt  der  Erde,  wobei  au  Stelle 
der  geodätischen  Linie  die  schon  von  Nonius  im  16.  Jalu-liundert  ge- 
fundene Loxodrome  oder  die  „Rhumbslinie"')  trat. 


1)  Vgl.  die  Darstellung  des  Zusammenhangs  dieser  Interjiretatioii  uiit  der 
Auffassung  der  sphärischen  Formeln  als  der  Invarianten  dreier  quadratischer 
Formen  und  ihrer  Funktionaldeterminanten  hei  F.  Klein  „Über  die  hj-per- 
geometrische  Funktion",  1894.  —  2)  Mathem.  Ann.  XLIV,  1894,  198—203.  — 
3)  Lectures  on  Quaternions,  Dublin  1853,  Art.  524,  526  und  529.  —  4)  M4- 
moires  de  l'Academie  de  Paris  1733,  1739.  —  5)  Memoires  de  FAcademie  de 
Berlin  1753,  258  ff.  —  6)  Sphäroidi,sehe  Trigonometrie,  Berlin  1833,  4».  — 
7)  Gruuert,  Loxodromische  Trigonometrie,  Leipzig  1849,  8".  Bezüglich  Pedro 
Nunez  oder  Nonius  (1492 — 1577)  vgl.  Cantor  IIj,  390.  Nonius  nannte 
diese  Linie  „rumhus",  daher  die  deutsche  Bezeichnung,  während  Loxodrome 
von  W.  Snellius  herrührt. 
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Was  dii'  TrijfoiiDiut'trit;  auf  beliclii«^  gekrümiiituii  üIiltIIücIr'H  aii- 
liuigt,  so  kennt  jeder  Mathematiker  den  grundlegenden  Aufsatz  von 
Gauß,  die  „Disquisitioncs  generale»  circa  superficies  curvas",  1827, 
die,  aus  j)raktischen  Untersuchungen,  wie  sie  die  Gradmessung  mit 
sich  lirachtc,  cntstaiideu,  eine  umfassende  Literatur  ins  Leben  riefen 
und  Fragen  anregten,  die  in  gewissem  Sinne  aucli  zu  den  Grundziigen 
einer  Trigonometrie  beliebiger  Ojjerflilclien  führten. 

Wir  schließen  unser  Werk  mit  einem  Rückblick  auf  die  Fort- 
schritte des  vergangenen  Jahrhunderts.  Die  Aufgabe  desselben  konnte 
nach  den  großartigen  Leistungen  Eulers  und  seiner  Zeitgenossen  juir 
in  einer  Vertiefung  und  Ausgestaltung  der  errungenen  Resultate  be- 
.stehen,  uud  so  sehen  wir  denn  auch,  wie  man  sit-h  bemühte,  das  Ver- 
halten der  noch  lange  geometrisch  gedeuteten  Funktionen  in  den  v(n'- 
schiedenen  (Quadranten  festzustellen,  wie  man  das  durch  Klügel  als 
fundamental  erkannte  Additionstheorem  allgemein  zu  begründen  suclite 
und  wie  man  liis  in  die  neueste  Zeit  herein  bemüht  war,  die  beiden 
Trigonometrieen  auf  einer  möglichst  einfachen,  aber  sicheren  Basis 
aufzubauen.  Sogar  die  hervorragendsten  Mathematiker,  wie  Gauß 
und  Möliius,  interessierten  sich  hierfür  und  widmeten  namentlich  der 
Ausdehnung  des  Gültigkeitsbereiches  der  sphärischen  Formeln  ihre 
Kraft.  Andererseits  war  durch  die  vollendete  Ausbildung  der  ana- 
Ivtischen  Rechnung  die  Möglichkeit  zum  systematischen  Ausbau  der 
trigonometi'ischen  Formeln  gegeben.  Diese  wurden  namentlich  durch 
die  beiden  wichtigen  Gruppen  der  Delambrescheu  und  der  L  Huilier- 
schen  Gleichungen  vermehrt,  deren  eigentümliche  Stellung  den  andern 
gegenüber  erst  in  den  letzten  Jahren  durch  die  scharfsinnigen  Unter- 
suchungen Stud ys  präzisiert  vrerden  konnte.  Neben  diesen  theoretisch 
und  praktisch  wertvollen  Systemen,  die  noch  unter  Verweiubuig  der 
elliptischen  Funktionen  und  der  Invariauteutheorie  Zuwachs  an  andern 
Formelgruppen  erfuhren,  vermehrte  aber  auch  eine  Menge  kleinerer 
Beiträge  den  Besitzstand  der  sphärischen  Trigonometrie  und  der  Gonio- 
metrie, und  die  Sätze  zur  Berechnung  kleiner  sphärischer  Dreiecke, 
die  Maskelynesehe  Regel  und  die  DifFerentialformeln  fanden  wichtige 
Ergänzimgen.  Die  durch  Lagrange  geschaffene,  durch  Cauchy  aus- 
gebildete Funktionentheorie  legte  die  Notwendigkeit  einer  rein  ana- 
lytischen Begründung  der  Lehre  von  den  Winkelfunktionen  nahe, 
welche  bis  auf  die  Gegenwart  auf  verschiedene  Art  versucht  wurde; 
die  Konvergenzuntersuchungen  der  trigonometrischen  und  zyklometri- 
schen  Reihen  und  die  einwandfreie  Darstellung  der  Fimktionen  durch 
Produktentwicklungen  gehören  ebenfalls  dem  19.  Jahrhundert  an,  das 
auch  den  endgültigen  Beweis  für  die  Unmöglichkeit  der  Lösung  des 
Quadraturproblems  durch  algebraische  Prozesse  erbrachte. 
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Die  Priizision,  welchp,  fhircli  Gauß  veranlaßt,  im  19.  Jahrhundert 
immer  mehr  angestrebt  wurde,  zeigte  sich  auch  in  der  Verbesserung 
der  Tafeln,  die  in  immenser  Zahl  erschienen,  in  den  Methoden  zur 
Berechnung  der  Funktionen  auf  hohe  Stellenzalil  und  in  der  Schatfunir 
einer  eigenen  Fehlertheorie  der  Logarithmentafeln.  Die  Polygouo- 
metrie  und  Polyedrometrie,  das  einzige  der  zahlreichen  Anwendungs- 
gebiete trigonometrischer  Kechnung,  das  wir  in  unsere  Darstellung 
aufnehmen  zu  müssen  glaubten,  fand  ebenfalls  detaillierte  Bearbeitung, 
und  in  der  Tetraedrometrie  wurde  sogar  der  Versuch  gemacht,  auf 
dem  Tetraeder  als  Grundlage  eine  Raunitrigonometrie  aufzubauen. 
Ferner  bot  sich  die  Gelegenheit,  die  Lehre  von  den  trigonometrischen 
Funktionen  nach  verschiedenen  Richtungen  zu  erweitern  und  zu  ver- 
allgemeinern; so  entstand  eine  hyperbolische  und  eine  parabolische 
Trigonometrie,  es  entstanden  die  longimetrischen  und  die  scüiefen 
Winkelfunktionen,  die  mit  Hamiltons  Quaternionen  und  Graß- 
manns  Ausdehnungslehre  in  Beziehimg  stehen,  iind  andere  mehr. 
Endlich  Iiatte  die  Ausbildung  der  höheren  Geodäsie  nahe  gelegt,  eine 
Trigonometrie  auf  beliebig  gekrümmten  Oberflächen  zu  schaffen,  deren 
Grundzüge  der  unsterbliche  (Jauß  in  klassischer  Weise  festlegte. 


Berichtigungen   und  Ergänzungen. 

S.    27,  Zeile  10  lies  Tafel  fler  Logarithmen  der  Zahlen. 

S.     28,  Anm.  6  lies  Prümm. 

S.  152,  Anm.  1  sollte  zitiert  sein:  K.  Mehmke,  Jahresbericht  der  ilathe- 
matikervereinigung  VIII,  1900,   141    und   145—146  Anm.  16,  sowie  149,  Anm.  20. 

S.  157  ist  in  Zeile  4--5  „für  sehr  kleine  Bogen"  und  in  Zeile  7  „sogar" 
zu  streichen.     Die  Reihe  in  Zeile  11  muß  heißen: 

cos  1'  ^  1  - 

in  Zeile  12  lies  Cosekante  statt  Sekante. 

S.  173,  Zeile  5 — 6  lies  „sphärischen  Trigonometrie"  statt  „Raumtrigono- 
metrie". 

S.  19.S,  Anm.  4  lies  Paul  Serret  statt  J.  A.  Serret. 

S.  216.  Zeile  11  soll  stehen  „Y.  Villarceau"  statt  J.  v.  Villarecau"  und 
Zeile  12  c^  statt  c. 
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Cardano  23. 

Carnot  145,  169  —  174,  177,  178,  186, 
236,  237,   239,  240. 

Cartesius,  siehe  Descartes. 

Casey  196. 

Caspary  246. 

Cassini  de  Thury  159. 

Castillion  127. 

Caswell  46—48.  88,  95,  99,   122. 

Catalan  117,  207,  218,  222,  225. 

Cauchy  173.  174,  214,  217—220,  249. 

Cavalievi  34—37,  52,  88,  91,  94. 

Cavendish  43. 

Cayley  141,  207,  215.  221,  244. 

Ceva  99,  239. 

Charakteristik  29,  34,  45. 

Chai-tres    194,   223. 

Chasles  198,  201. 

Chauvenet  180. 

Chessin  216. 

Chevilliet   223. 

Chisholm  206. 

Chuquet  3. 

Clairaut  126,  248. 

Clausen  225. 

Clavius  56,  58. 

Clebsch  192. 

Coignet  72. 

CoUins  46,  54,  57,  61,  63. 

constructio  (Neperi")  5,  6,  8,  9,  10,  16, 
17,  21. 

Coppernicus  4,  12M. 

Cosekaute  26,  42,  45,  46,  94,  157.  166, 
224,  230.   235. 

Cosekantenreihe  219,  224. 

Cosinus  9,  13,  14,  23,  24,  26,  30,  32,  35, 
42,  43,  45,  46,  51,  64,  65,  71,  76,  77, 
88,  90,  92,  94,  96,  98,  104—106,  108, 
109,  112,  127,  140,  145,  147—149, 
152,  153,  156,  158,  166,  170,  175,  181, 
190,  204.  205,  216— 21X,  231,  236,  237, 
239,  242,  246. 

Cosinusreihe  62—65,  71,  85,  105,  153, 
157,   218,  234. 

Cosinussatz,  ebener  11.  15,  25,  39,  47, 
53,  98,   136,   140,   172,  200,  209,  246. 

Cosinussatz,  sphärischer,  für  die  Seiten 
47,  96,  99,  100,  102,  103,  122,  123, 
126,  129,  132,  141,  156,  157,164—167, 
177—179,  181,  183—185,  189,  192, 
194,   199,  203,  207,  246. 

Cosinussatz,  sphärischer,  für  die  Winkel 
124,   132,   166,   167,   189,   194. 

Cotangente  25,  26,  30,  32,  34,  42,  43,  45, 


NaiiiPii-  iinil  Sachregister. 


2f)3 


46,    f)!,    X8,    !H),   1)4,   '.in,    10(3,    121,  135, 

MH,  l.-,7,  KiO,  ICC,  197,  20Ö,  224,  235. 
Cotaugentenreiht'  219,  224. 
Cotaiigeiitensatz  (sphilr.)  121,    124,    l'-".i, 

132,   133,   156,   IC«,   167,   IH'.K 
Cotes   75,   77—79,  H4,  97,   UW,   153,  155, 

101,    168. 
UüUHiii   56,   116. 
Craig  134. 

Crelle   173,   194,  215,  217. 
Croftou   193,   194. 
(JroswoU   133. 
Crügcr  20,  24,  25. 
(Jurtze  36. 
Cycloide  40,  41,  69. 
Cyclotoclinie  152. 

1). 

D'Alerabert     66,     126,     129,     146.     153, 

169,  209. 
Darboux   10,  224. 
Dase  225. 
David  219. 
Dediales  51—53,  90. 
De  Decker  31. 
DeKnition    von    sin  .!■    und    cos  .r   durch 

die  Exponentialfunktion  107. 
Definition      von      sin    (x  -]-  iyt      und 

cos  (x  +  i  y)  108. 
De  Gelder  1.54. 
De     Gua     125,     138,     145,     165  —  167, 

203,  240. 
De  Haan,  Bierens  31,  229. 
dekadische  Ergänzung  30. 
Deklination  97,  103,  157. 
De    la    Caille    45,    129,    146,    155,    101, 

162,  164. 
De    Lagny     71  —  73,    79—83,    100,    130, 

147,   154,  226. 
De  la  Hire  74. 
Delambre    8,    17,    39,    45,   53,   85,    139, 

150  —  152,       159,       179,      192  —  196, 

207—212. 
Delambresche   Formel    182—185,   192— 

190,  200,  203,  204,  206,  249. 
De  l'Höpital  70. 

De  Moivre  69,  74—78,  100,  110,  134. 
De  Morgan  12,  46,  115,  175,  214. 
Deparcieux  90. 
De  Presle  219. 

Deseartes  41,  56,  67,  103,  116. 
descriptio    (Neperi)    2,    5,    11,    14,    16, 

18,    23. 
Deterniinantensätze  180,  181. 
De  Ville  50. 
Dezimalteilung  des  Winkels  27,  28,  30, 

150,  151,  228. 
Dickmann  172. 
Dickstein  224. 
Dienger  237,  242. 
Differentialgleichung   73,  119,  120,  130, 

199,  215,  224,  244. 


Ditrerentialreihiiung  64  66,  80,  129, 
153,   155,   161,   217,  219,  225. 

Differentialtrigononietrie  75,  78,  146, 
1.55,    168,   249. 

Dill'erentiation  trigonometrischer  Funk- 
tionen 78. 

Ditl'erenzeumaschine  229. 

Differenzenmetluxle  28, 

Ditlcrenzenreciinung  150  152,  154, 
155. 

Differenzentabelle  28. 

Differenzreihen  53,   151,  152. 

Dinostratus  50. 

Dirichlet  175. 

Distanzmessung  43. 

Divergenz  108,  153. 

Dobinski  223,  224. 

D'Ocagne  218,  227. 

Dodson   86. 

ll'Omerique  94. 

doppelileutige  Fälle  des  sphärischen 
Dreiecks  122,  128,  129,  209. 

Doppelmayr  44. 

Doppelverhältnis  191,  207. 

Dostor  222,  241. 

Drehungssinn   176,   188      190,   202,  238. 

Dreieck  aus  Kleinkreisen  gebildet  129, 
209,  210. 

Dreieck,  ebenes  12,  24,  29,  33,  44,  51, 
53,  78,  81,  87,  98,  126,  133,  138,  142, 
155,  156,  158,  159,  161,  162,  185,  194, 
197,   198,  211,  212,  214,  220,  222. 

Dreieck,  rechtwinkliges  11 — 14,  10,  22, 
23,  34,  37,  48,  53,  66,  71,  74,  81,  82, 
88,  89,  94,  96,  103,  118—120,  122, 
124,  12.5,  128  —  131,  133,  135,  130, 
139,  141,  147,  150,  158,  161—164, 
167,  177—179,  184,  189,  197,  201, 
206,  207,  208,  210,  243,  246. 

Dreieck,  schiefwinkliges  11,  12,  14,  22, 
35,  47,  53,  54,  96,   118,   127,  128,  129, 

132,  133,    136,    101-  164,     167,     184, 
189,  207,  208,  229. 

Dreieck,  sphärisches  12—14,  16,  18,  20, 
22,  24,  29,  33,  35,  36,  47,  .50,  52-  54, 
66,  78,  88,  92,  97,  99,  118—120, 
122—125,  127—132,  134,  137—139, 
141,  146,  155,  156,  158,  159,  162, 
166—168,  178,  179,  181,  182,  184, 
185,  188—195,  197—199,  201  212, 
214,  222,  240,  242,  247. 

Dreieck,  unendlich  kleines  243. 

Dreiecksaufgaben  87,  99. 

Dreiecksberechnung  ohne  Tafeln  50,  92, 

133,  212. 
Dreiecksbezeichnung  103,  119,  120,  128, 

133,   140,   162,   103,   166,  209. 
Dreieckstalle    22,    126,    128  —  130,    132, 

133,   146,   164,  201,  208,  209. 
Dreiecksformel,  Heronisehe  87. 
Dreiecksklassen  191,  203,  204. 
Dreiecksnetz  211. 
Dreieck^mfang  48,  86,  191,  197. 
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Dreikant    47,    99,    123,    136,    163,     164, 

184,   18ü,   20-2,  240,  247. 
Dreiteilung  55,  74,  152. 
Du  Bois-Reymoud,  Emil  97. 
Dürer,  A.  .ö6. 
Duffield  229. 
Duhamel  185,  220. 
Duuu  150. 
Duprat  22G. 
Durand  197. 
Durege  194,  199,  215, 
Dziobek  207. 


e  =  2,718  ...  4,  10,  114. 

e,  Irrationalität  von    154. 

e,  Transzendenz  von   227. 

Eckensinus  195,  237,  240,  241. 

Egidi  244. 

Eisensehmid  24. 

Eisenstein  215. 

Ellipse  179,  246. 

Elphistone  235» 

Elvius  37. 

Eneke  212,  230. 

Eneström  37,  67,  111,  118. 

Engel  243. 

Ephemeriden  20,  89. 

Escher  235. 

Essen   194. 

Euklid   36,  243,  247. 

Euler,  L.  06,  (Js,  77,   79,  Sl,  90,  91,  95, 

100—126,     128,    130,    132—138,    140. 

151  —  155,     lÜO— 163,     166,    168,    169, 

207,  209,  215,  218,  219,  223—225,  235, 

240,  248,  249. 
Euler,  P.   102. 
Exponentialfunktiou  106,  134,  215.  216. 


Faber  212. 

Fabri  41. 

Fagnano  116. 

Faktorenfolge  60,  64,  79,  105,  106,  110, 

111,   113—115,   117,  215,  223. 
Farkas  247. 
Faulhaber  33,  34,  49. 
Faure  210. 
Fehlergleichungen,      siehe      Hauptglei- 

chuugen  der  Difterentialtrigonometrie. 
Fehlerschätzung  78,  235. 
Fehlertheorie      der     Logarithmentafeln 

235,  250. 
Feldmeßkunst,  siehe  Geodäsie. 
Feldt  194. 
Fermat  41,  67. 

FeiToni  140,  154.  173,  179,  185. 
Ferrusac  174. 
Fiedler,  W.   185. 
Figuren,  sphärische  124,  125. 
„     ,  stereometrische  124. 


Finck  233. 

Fink,  Th.  4,  11. 

Fisher  12s. 

Fläche  eines  Kleiukreisdreiecks  209,  210. 

Flächeninhalt  des  sphärischen  Dreiecks 
35,  36,  48.  66,  67,  120,  122, 
125,    197. 

Flächeninhalt  sphärischer  Polygone  36, 
125,   209,  210,  241. 

Flächen  konstanter  negativer  Krümmung 
243. 

Flächen,  beliebige  118,  211,  227. 
248—250. 

Flamsteed  80. 

Fluente  63. 

Fluxion  63,  79. 

Folkes  92. 

Fontana  152. 

Formelgruppen,  siehe  Fonnelsysteme. 

Formelgruppen  für  Kleinkreisdreiecke 
210. 

Formelsprache  (Schreibweise),  trigono- 
metrische 42,  46,  49,  50,  67,  88,  92, 
93,  95—98,  101,  103,  105,  127,  128. 
133,   138,   142,   147,   160,   176,  220. 

Formelsysteme  98,  118,  121,  124,  136, 
145,  161,  165,  167,  173,  179,  180—184, 
193,  194—199,  201,  204,  206,  207,  220, 
242,  243,  249. 

Formen,  quadratische  248. 

Forti  232. 

Pouche  224. 

Fouret  222. 

Fourier  218. 

Fran^ais  180. 

Fraueeur  235. 

Franke  185. 

Franke,  Jan  X.  36. 

Frenzel  219,  220. 

Friedrich  der  Große  88,-102,  129. 

Friesendorif  28. 

Frisby  115,  225. 

Frisch  19,  20,  22. 

Frobenius  39. 

Fubini  216. 

Fünfeck,  ebenes  144,  145. 
„       ,  sphärisches  12. 

Fünfteilung  der  trigonometrischen  Funk- 
tionen  55,   74,   152,  228. 

Fundamentalaufgaben,  trigonometrische 
91,  93,  122. 

Fundamentalgleichungen  der  Polygono- 
metrie  142—145,  239. 

Fundamentalgleichungen  des  recht- 
winklig sphärischen  Dreiecks  119, 
120,   124,   139,   167,   189. 

Fundamentalgleichungen  des  schief- 
winkligen sphärischen  Dreiecks  121, 
123,   124,   163,   164,   242. 

Fundamentalgleichungen,goiiiometnsche 
46,  161. 

Fundamentalsatz  der  Polj'edrometrie 
145,   168,  236,  238,  239. 
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I''ini(liii]ii'i]tal3ätee  (-tbrnieliiy  der  elieiieu 

'rri^oiioiiietrie  185,  144,  lü.'>,  1'.»«,  'J4(). 

Kuiidaiueutiilsätzc  (-tbrmelnj  der  sphiiri- 

schen    Trigonometrie    135,    1311,    1G3, 

168,     177      18'.),     191  —  193,     19W,    202, 

204,   20:'),   214,   246. 

Fiiiditiüii  (das  Wort)  67. 

Kunl<ti(iii,   hypergeometrisehc    192,   20'j, 

248. 
Kunktioiialdetonuinanto  248. 
Fuiiktioiieii   (12,   109,   210,   244,  240,  247. 
„  ,  algebraische   200,  201, 

,  analytiselie  198,  205,  220. 
„  ,  eindeutige  205. 

,  elliptische    194,    198,     199, 
202,     205,    212,    215,    220—222,    232, 

244,  249. 
Fuuktionen,  ganze  204. 

„  ,  homogene  204,  205. 

„  ,  hyperbolische       7i;,       111, 

133-135,     168,    216,    218,    231,    232, 
243,   245,  246. 
Funktionen,  irrationale  200. 

„  ,  lineare  204. 

„  ,  longimetrisehe  245,  250. 

„  ,  periodische  215,  216. 

„  ,  rationale  109,  200,  204. 

„  ,     schiefe      trigonometrische 

245,  250. 

Funktionen,  symmetrische  110. 

„  ,  transzendente  205,  219. 

„  (Linien),     trigonometrische 

14,  18,  24,  27,  28,  30—34,  41,  42,  45, 
46,  50—52,  54,  65,  67,  68,  78,  79,  84, 
85,  90—96,  100,  101,  103,  104, 
110—114,  118,  123,  126,  129,  133, 
135,  140,  146,  148—151,  153,  157—160, 
168—170,  173—177,  183,  195,  199, 
212—216,  218—221,  223,  228,  230— 
232,  234—235,  243,  245—247,  249,  2.50. 

Funktionen,  trigonometrische,  negativer 
Winkel  170,  177. 

Funktionen,  zyklometrische  114,  219,  223. 

Funktionentheorie  214—217,  219,  223, 
247,  249. 

Funktionszeichen   67. 

Fuß,  N.    115,   138,   168. 
„    ,  r.   H.    81,    97,    106,    107,    111,   113, 
115,    116. 

(i. 
üalilei  34. 

Ualois  40. 

Gamborg  230. 

Gammafunktionen  113. 

Gardiner  53,  85,  86,  146,  148. 

Öauß,  C.  F.  12,  37,  126,  142,  149,  177, 
178,  184,  187—189,  191,  193—195, 
202,  203,  207,  211,  213,  217,  220,  225, 
227,  229,  230,  235,  240,  243,  249,  250. 

Gauß,  V.  G.  230. 

Gaußsche  Gleichungen,  siehe  Delambre- 
sche  Gleichungen. 


<ielin   147,   175,   179,  222. 

Gellibrand    15,  27,  29,  30,  32,  38,  43, 

Gent   185,   195. 

Geodäsie  33,  139,  140,  144,  155,  180, 
194,  207,  208,  211,  212,  23],  238, 
248,  260. 

geodätische  Linien,  siehe  kürzeste  i^inien. 

Geottroy  223. 

(ii.'ometrie,  analytische  41,  43,  67,  94, 
175,   177,   179,   183,   190,   198,  236. 

(!(M)nietrie,  (Uu'stellenile  47,  185. 

,  euklidis<-he  19,  228,  243,  247. 

Geometrie,  geiuh-ale  247. 

Geometrie,  nichteiiklidi.sche  202,243,244. 

,   praktische    49,  50,   140,  214. 

„  auf  der  Kugel,  siehe  S|dKirik, 

der   Stellung   145,    169,  171, 

172,    177,   178,   186,  236. 

Geometrie   des  Imaginären  247. 
,,  des  Maßes  172,  185. 

geometrische  Reihe  3,  5 — 7,  51,  110. 

(iorgonne    117,    172,   179,   194,  223,  226. 

Gerhardt,  C.  J.  64,  65. 

Gerling  142,  193,  214. 

(iernerth  229. 

Gerondal  207. 

(ierono   193. 

Gieswald  2 — 4. 

Girard  35,  42. 

(jiirault  174. 

Giudice  223,   234. 

Glaisher,  .1.  W.  L.  10,  26,  27,  30—33, 
41,  43,  46,  53,  86,  115,  148,  149—151, 
154,   199,  219,  221,  222,  224,  229. 

Gleichungen,  höhere  48,  76,  143. 
„  ,  kubische  246. 

„  ,  lineare  53. 

„  ,  numerische  HS. 

„  ,  quadratische   37,   94,    143, 

144. 

Gleichungen,  rationale  154. 

„  ,     transzendente      (trigono- 

metrische) 117,   139,   141,   142,  212. 

(inomonik  37,  90. 

Götting  216. 

Goffart  222. 

Goldbach  81,  97,  107,  113,  115,  116. 

(iüniometrie  68,  79,  81,  82,  92,  101,  103, 
136,  16«,  169,  172,  175  —  177,  214, 
217,   220,   238,   240,  246,  249. 

Goniometrie,  hyi^erbolische  245.  . 

goniometrische  Funktionen,  siehe  Funk- 
tionen, trigonometrische. 

Gooden  91. 

Gordan  228. 

Goudin  179. 

Govi  37. 

Gradmaß  78,  82,  158. 

Gradmessung  50,  97,  249. 

graphische  Ableitung  trigonometrischer 
Sätze  47,  91,  92,  99,   100,  163,   185. 

Graßmann,  H.  201,  246,  250. 

Graves  196. 
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s'Gravesand  86. 
Grebe  201,  22-1. 
Greenhill  199. 

Gregorius  a  St.  Vincent  58,  60,  116.  133. 
Gregory,  D.  63,  134. 
„      ,  D.  F.  217. 
„       ,   .1.    41,   56,    58,    59,  63,  64,   67, 

80,  81,  84,   112. 
GrenzbetrachtuDgen  218, 
Gretschel  240. 
Grimmeißen,  K.  42. 
Gronau  232,  246. 
Grüneberger  50. 
Grundformeln,       siehe       Fundauiental- 

formeln. 
Gnindgleichungen,   siebe   Fundamental- 
sätze. 
Gninert  36,  174,  175,  185,  194,  195,  206, 

209,     211—213,    217—220,    223,    224, 

226,  238,  248. 
Grnppeubegritr  131,  201,  202,  205. 
Gruppentheorie  132,  203. 
Gudermann     137,     184,     194—198,    206, 

215,  216,  231,  232. 
Günther,    S.     10,    20,    49,    76,    133,    216, 

243—247. 
Guhrauer  125. 
Gunter,  E.  30,  31,  33,  40,  51. 


H. 

Hachette  240. 

Häbler  173. 

Häntschel  103,  175,  176. 

Hagen  102,  125. 

Hainlein  49. 

Halbseitensatz   122,    124,    132,   165,  167. 

Halbwinkelsatz  35,  47,  89,  122,  124,^ 
127,  132,  136,  165,  167,  174,  183, 
185,   194,    195. 

Halley  44,  80,  81,  85. 

Hamilton,  W.  R.  240,  248,  250. 

Hammer  78,  103,  118,  120,  157,  180, 
213,  214,  238. 

Hansensehe  Aufgabe  49. 

Harriot  35,  36. 

Harris  95. 

Hart  221,  224. 

Hauptgleichungen  der  DiiFerentialtii- 
gonometrie  156,  214. 

Hauptprobleme  der  Polygonometrie  145. 

Haui^tsätze  i-formeln),  siehe  Funda- 
mentalsätze. 

Hawney  91,  92. 

Hayden  226. 

Heegemann  231. 

Heinrich,  G.  58,  84. 

Heinsius  128,  209. 

Hellins  154. 

Hellwig  241,  247. 

Hemming  185. 

Henrion  33. 

Herberstein  74,  87. 


72,    73,     90,    97, 


Herigone  39,  42,  52. 

Hermann,    Jakob     70, 
102,   103. 

Hei-mite  222,  227. 

Heronsehe  Dreiecksformel, siehe  Dreiecks- 
formel. 

Herrmann,  .1.  230,  232,  233. 

Herwart  1,  20. 

Hessenberg  246. 

Hilbert,  D.  228. 

Hill  213,  233,  234. 

Hindenburg  155. 

Hobert  149,  152. 

Hodgson  91.  ' 

Höhenmessung  33,  43. 

Höne-Wronski  247. 

Holland  154. 

Hoppe  219,  239. 

Horrebow  90. 

Horsley  52,  57,  61. 

Hoüel  177,  230,  232. 

Hudson  210. 

Hue  195. 

Hmidertteilung     des     Winkels,      siehe 
Zentesimalteiluug. 

Hutton,    Ch.    5,    8,    24,    26,    33,    34,    51. 
115,   143,   150,   152,   154,   155. 

Huygens  36,  56-58,  64,  66,  68. 
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Reihe  für  log  sec  x   63. 
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Reihen  von  der  Form  ^-o„,  106,  110, 
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Schrön  229. 
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Sinus  5—10,  13,  14,  19,  21,  24,  26—29, 
31—35,  37,  41—43,  45,  46,  50,  52, 
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Tafelberechnung    79,    84,   85,    100,    106, 

146,  149. 
Tafeln,  astronomische  50,  232. 
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Thesauraus  logarithmorum  (Vega)  148, 
149,   155,   161,   162,  229. 
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transformation  continue  222. 

Transformationsformeln  der  Koordi- 
naten 180. 

Transsinuosa  50. 
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Treu  49. 

Trieder,  siehe  Dreikant. 

Trigonometrie,  algebraische  205. 
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121,  123,  124,  126,  131,  133,  136—138, 
140,  141,  148,  155—157,  160,  162, 
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VoU  57. 

Vols  89. 

w. 
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zirkuläre  Stücke  12—14,  130,  131. 
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